II. Geometrie vektorù v prostoru

Vektory

Vektor (reálný, tøídimenzionální) je uspoøádaná trojice (x_1, x_2, x_3) reálných èísel x_1 ,x_2, x_3. Èíslo x_1 nazýváme první souøadnice vektoru, èíslo x_2 je druhá souøadnice vektoru, èíslo x_3 je tøetí souøadnice vektoru. Vektory v prostoru budeme opìt oznaèovat malými tuènými písmeny: x = (x_1, x_2, x_3). Kromì uvedeného øádkového

zápisu budeme èasto pou¿ívat také sloupcový zápis: x = x_1 x_2 x_3 . Pokud zvolíme v prostoru pravoúhlý systém souøadnic, mù¿eme vektor x = (x_1, x_2, x_3) geometricky znázornit jako źipku (orientovanou úseèku), která má poèáteèní bod v poèátku souøadnic (0, 0, 0) a koncový bod v bodì o souøadnicích (x_1, x_2, x_3).

Jsou-li x = (x_1, x_2, x_3) a u = (u_1, u_2, u_3) dva vektory, pak de˛nujeme souèet vektorù x, u jako vektor x + u = (x_1 + u_1, x_2 + u_2, x_3 + u_3). Podobnì de˛nujeme souèin vektoru x a reálného èísla r jako vektor rx = (rx_1, rx_2, rx_3). Øíkáme rovnì¿, ¿e vektor rx je skalárním násobkem vektoru x. Vektor (−1)x = (−x_1, −x_2, −x_3) nazýváme opaèný vektor k vektoru x a oznaèujeme jej také −x.

Vektor (0, 0, 0) nazýváme nulový vektor a oznaèujeme jej 0. Vektory e_1 = (1, 0, 0), e_2 = (0, 1, 0) a e_3 = (0, 0, 1) jsou vektory standardní báze v rovinì.

Je-li x = (x_1, x_2, x_3) ≠ 0 nenulový vektor, pak vźechny násobky kx, kde k ∈ R je libovolné reálné èíslo, le¿í na pøímce procházející poèátkem souøadnic a koncovým bodem (x_1, x_2, x_3) vektoru x. A naopak ka¿dý bod této pøímky mù¿eme vyjádøit ve tvaru kx pro vhodné reálné èíslo k. Mno¿inu vektorù {kx; k ∈ R} proto nazýváme pøímka urèená vektorem x. Podobnì de˛nujeme (uzavøenou )polopøímku urèenou vektorem x jako mno¿inu {kx; k ≥ 0}. Otevøenou polopøímku de˛nujeme analogicky. Polopøímka opaèná k polopøímce urèené vektorem x je polopøímka urèená vektorem −x. Podobnì de˛nujeme uzavøenou úseèku urèenou vektorem x jako mno¿inu vektorù {kx; k ∈ [0, 1]}. Pøímku urèenou e_1 (prvním vektorem standardní báze) nazýváme první osa souøadnic, zatímco pøímka urèená vektorem e_2 je druhá osa souøadnic a pøímka urèená vektorem e_3 je tøetí osa souøadnic. Ka¿dý vektor x = (x_1, x_2, x_3) mù¿eme jednoznaènì vyjádøit jako souèet

x = x_1e_1 + x_2e_2 + x_3e_3

Typeset by AMS-TEX 1

nìjakého vektoru z první osy souøadnic, nìjakého vektoru z druhé osy souøadnic a nìjakého vektoru z tøetí osy souøadnic.

Sèítání vektorù v prostoru a jejich násobení reálnými èísly má stejné vlastnosti jako operace s vektory v rovinì:

(1) x + u = u + x pro libovolné dva vektory x, u, (2) x + (u + a) = (x + u) + a pro libovolné tøi vektory x, u, a, (3) existuje vektor 0 takový, ¿e platí x + 0 = 0 + x = x pro libovolný vektor x, (4) pro ka¿dý vektor x existuje vektor −x takový, ¿e platí x+(−x) = (−x)+x = 0, (5) r(x + u) = rx + ru pro libovolné dva vektory x, u a ka¿dé reálné èíslo r, (6) (r + s)x = rx + sx pro libovolná dvì reálná èísla r, s a ka¿dý vektor x, (7) r(s(x)) = (rs)x pro libovolná dvì reálná èísla r, s a ka¿dý vektor x, (8) 1x = x pro ka¿dý vektor x.

Vźech osm vlastností si mù¿ete sami dokázat, vyjádøíte-li si vźechny vektory pomocí souøadnic. Stejnì tak si mù¿ete dokázat, ¿e 0x = 0 pro libovolný vektor x. Rozdíl vektorù x a u de˛nujeme jako vektor x − u = x + (−u).

De˛nice II.1. Jsou-li a, b dva vektory v prostoru, pak ka¿dý vektor tvaru ra + sb, kde r, s jsou libovolná reálná èísla, nazýváme lineární kombinace vektorù a, b. Podobnì jako v rovinì øíkáme, ¿e dva vektory a, b jsou lineárnì závislé, jestli¿e jeden z nich je skalárním násobkem druhého. Tøi vektory a, b, c jsou lineárnì závislé, jestli¿e jeden z nich je lineární kombinací zbylých dvou. Nejsou-li vektory a, b, c lineárnì závislé, øíkáme rovnì¿, ¿e jsou lineárnì nezávislé.

Pokud jsou tøi vektory a, b, c lineárnì nezávislé, znamená to ¿e ¿ádný z nich není lineární kombinací zbylých dvou. Speciálnì tedy není ¿ádný z nich nulový vektor. Dále ¿ádný z nich není skalárním násobkem jiného, tj. ka¿dé dva z vektorù a, b, c jsou lineárnì nezávislé.

Pøíklad Doka¿te, ¿e tøi vektory a, b, c jsou lineárnì nezávislé, právì kdy¿ z rovnosti ra + sb + tc = 0 plyne r = s = t = 0. Doka¿te, ¿e prvky standardní báze e_1, e_2, e_3 jsou lineárnì nezávislé.

Je-li a ≠ 0, pak mno¿ina {ka; k ∈ R} je parametrické vyjádøení pøímky v prostoru. Jsou-li a, b dva lineárnì nezávislé vektory, pak ka¿dá jejich lineární kombinace ra + sb le¿í v rovinì urèené vektory a, b. Mno¿inu {ra + sb; r, s ∈ R} nazýváme parametrické vyjádøení roviny. Vźimnìte si, ¿e jsou-li vektory a, b, c lineárnì nezávislé, pak ¿ádný z nich nele¿í v rovinì urèené zbylými dvìma vektory.

Podobnì jako v rovinì, jsou-li a, u ≠ 0 dva vektory v prostoru, pak je mno¿ina {a + ku; k ∈ R} parametrické vyjádøení pøímky, která prochází bodem a a je rovnobì¿ná s vektorem u. Stejnì tak jsou-li u, v dva lineárnì nezávislé vektory a a libovolný vektor v prostoru, pak je mno¿ina {a + ru + sv; r, s ∈ R} parametrické vyjádøení roviny v prostoru, která prochází bodem a a je rovnobì¿ná s rovinou urèenou vektory u, v.

Skalární souèin

Délkou vektoru x = (x_1, x_2, x_3) rozumíme vzdálenost bodù (0, 0, 0) a (x_1, x_2, x_3), která se podle Pythagorovy vìty rovná √ x^2_1 + x^2 + x^2_3. Délku vektoru x budeme oznaèovat |x|. Pro ka¿dé reálné èíslo r platí |rx| = √ (rx_1)^2 + (ry_2)^2 + (rx_3)^2 = √ r^2(x^2_1 + x^2 + x^2_3) = |r||x|.

Vzdáleností vektorù x = (x_1, x_2, x_3) a u = (u_1, u_2, u_3) rozumíme délku vektoru x − u, tj. reálné èíslo |x − u| = √ (x_1 − u_1)^2 + (x_2 − u_2)^2 + (x_3 − u_3)^2.

Je-li x ≠ 0, pak je délka |x| ≠ 0, vektor |xx|�^1|x| le¿í na polopøímce urèené vektorem x a má délku 1. Vektory délky 1 nazýváme jednotkové vektory. Jednotkové vektory le¿í na sféøe se støedem v poèátku a polomìrem 1. Analogií polárního vyjádøení vektorù v rovinì jsou v prostoru sférické souøadnice. Jeli u = (u_1, u_2, u_3) jednotkový vektor v prostoru, platí u^2_1 + u^2 + u^2_3 = 1. Jeliko¿ |u_3| ≤ 1, existuje jednoznaènì urèený úhel ϕ ∈ [−π/2, π/2] takový, ¿e u_3 = sin ϕ. Potom √ u^2_1 + u^2 = √ 1 − u^2_3 = √ 1 − sin^2 ϕ = cos ϕ. Existuje tedy jednoznaènì urèený úhel θ ∈ [0, 2π) (polární úhel vektoru (u_1, u_2), pokud je nenulový, a 0, pokud u_1 = u_2 = 0) takový, ¿e

u_1 = cos ϕ cos θ, u_2 = cos ϕ sin θ.

Jde vlastnì o zemìpisné souøadnice bodu u, ϕ je zemìpisná źíøka a θ je zemìpisná délka. Platí tedy, ¿e ka¿dý nenulový vektor x v prostoru mù¿eme jednoznaènì vyjádøit ve tvaru x = |x|(cos ϕ cos θ, cos ϕ sin θ, sin ϕ).

Tomuto vyjádøení øíkáme sférické souøadnice bodu x.

Skalárním souèinem vektorù x = (x_1, x_2, x_3) a u = (u_1, u_2, u_3) nazýváme reálné èíslo x · u = x_1u_1 + x_2u_2 + x_3u_3.

Pøímo z de˛nice skalárního souèinu v prostoru plyne, ¿e pro ka¿dý vektor x = (x_1, x_2, x_3) platí x·x = x^2_1 +x^2 +x^2_3 = |x|^2. Stejnì snadno jako v pøípadì skalárního souèinu vektorù v rovinì si mù¿ete sami ovìøit následující vlastnosti skalárního souèinu vektorù v prostoru:

(1) x · u = u · x pro ka¿dé dva vektory x, u, (2) (rx) · u = r(x · u) pro ka¿dé dva vektory x, u a libovolné reálné èíslo r, (3) a · (x + u) = a · x + a · u pro ka¿dé tøi vektory a, x, u.

Geometrický význam skalárního souèinu dvou nenulových a lineárnì nezávislých vektorù x, u si ujasníme pomocí kosinové vìty. V trojúhelníku s vrcholy 0, x, u platí

|x − u|^2 = |x|^2 + |u|^2 − 2|x||u| cos θ,

kde θ je úhel, který svírají vektory x, u.

Délku vektoru x − u mù¿eme spoèítat také pomocí skalárního souèinu:

|x − u|^2 = (x − u) · (x − u) = (x · x) + (u · u) − 2(x · u) = |x|^2 + |u|^2 − 2(x · u).

Porovnáním obou výpoètù dostaneme rovnost x · u = |x||u| cos θ. Skalární souèin dvou nenulových vektorù se tedy rovná souèinu jejich délek a cosinu úhlu, který svírají. Skalární souèin dvou nenulových vektorù je tedy kladný, pokud oba vektory svírají ostrý úhel, a je záporný, pokud svírají tupý úhel. Skalární souèin se rovná 0 právì kdy¿ jsou oba vektory kolmé. Pokud je jeden z vektorù nulový, je skalární souèin rovnì¿ 0. Mù¿eme tedy de˛novat, ¿e dva vektory x, u jsou kolmé (ortogonální) pokud pro jejich skalární souèin platí x · u = 0. Pomocí skalárního souèinu mù¿eme stejnì jako v rovinì spoèítat cosinus úhlu mezi dvìma vektory, pøípadnì zjistit, jsou-li ortogonální.

Dále se nauèíme poèítat ortogonální projekci Pu(x) vektoru u na pøímku urèenou nenulovým vektorem u. Libovolný bod na této pøímce lze vyjádøit ve tvaru tu, kde t je vhodné reálné èíslo. Hledáme hodnotu parametru t, pro kterou je vektor x − tu kolmý na u, tj. pro kterou platí (x − tu) · u = 0, neboli x · u − t(u · u) = 0. Odtud dostáváme t = x · u u · u = x · u |u|^2 a tedy Pu(x) = x · u |u|^2 u.

Pøíklad Najdìte souøadnice ortogonální projekce vektoru b = (3, 1, 1) na pøímku urèenou vektorem a = (1, 2, 1)

Øeźení dostaneme za pou¿ití právì odvozeného vzorce:

Pa(b) = ( b · a a · a ) a = 6(1, 2, 1) = (1, 2, 1).

Dále se budeme zabývat výpoètem projekce Q(x) vektoru x na rovinu kolmou k vektoru u ≠ 0. Je-li u = (u_1, u_2, u_3), pak je rovina dána (neparametrickou) rovnicí u · x = u_1x_1 + u_2x_2 + u_3x_3 = 0. Vektor x − Q(x) má být kolmý k této rovinì, neboli násobkem vektoru u. Proto x − Q(x) = tu pro nìjaké reálné èíslo t. To znamená, ¿e x − tu = Q(x) le¿í v dané rovinì, a proto (x − tu) · u = 0. Odtud vyplývá (podle odstavce pøed posledním pøíkladem), ¿e tu = Pu(x), neboli Q(x) = x − Pu(x).

Pøíklad Najdìte projekci vektoru x = (3, 1, 1) na rovinu x_1 + 2x_2 + x_3 = 0.

Vzdálenost d vektoru x od roviny kolmé k vektoru u ≠ 0 spoèítáme snadno, neboż se rovná velikosti projekce Pu(x) vektoru x na pøímku urèenou vektorem u. Proto

d = |Pu(x)| = |x · u| |u|^2 |u| = |x · u| |u| . Jako dalźí spoèítáme vzdálenost d0 vektoru x od pøímky urèené vektorem u ≠ 0.

Tato vzdálenost se rovná velikosti vektoru Q(x), který jsme spoèítali výźe. Proto¿e vektory x − Pu(x) a Pu(x) jsou navzájem kolmé, platí

|Q(x)|^2 = |x − Pu(x)|^2 = |x|^2 − |Pu(x)|^2 = x · x −

|x · u|^2 |u|^2 .

Platí proto |Q(x)| = √ x · x − (x · u)^2

(u · u)^2 = √ (x · x)(u · u) − (x · u)^2 |u| . Toho dále vyu¿ijeme pøi výpoètu plochy rovnobì¿níku urèeného dvìma nenulovými vektory a, b. Právì jsme spoèítali vzdálenost koncového bodu vektoru a od pøímky urèené vektorem b. Tu vynásobíme délkou vektoru b a dostaneme tak plochu rovnobì¿níku urèeného vektory a, b: |b| 1 |b| √ (a · a)(b · b) − (a · b)^2 = √ (a · a)(b · b) − (a · b)^2.

Vektorový souèin

Pokusme se vyøeźit soustavu dvou rovnic o tøech neznámých

a_1x_1 + a_2x_2 + a_3x_3 = 0, b_1x_1 + b_2x_2 + b_3x_3 = 0.

Oznaèíme-li a = (a_1, a_2, a_3), b = (b_1, b_2, b_3) vektory koe˛cientù a x = (x_1, x_2, x_3) vektor neznámých, mù¿eme soustavu pøepsat ve vektorovém tvaru a · x = 0, b · x = 0.

Nìjaký vektor x vyhovující soustavì mù¿eme najít tøeba tak, ¿e vynásobíme první rovnici èíslem b_1, druhou rovnici a_1 a pak je odeèteme. Dostaneme postupnì

a_1b_1x_1 + a_2b_1x_2 + a_3b_1x_3 = 0, a_1b_1x_1 + a_1b_2x_2 + a_1b_3x_3 = 0,

a tedy (a_2b_1 − a_1b_2)x_2 + (a_3b_1 − a_1b_3)x_3 = 0.

Stejnì tak mù¿eme vynásobit první rovnici b_2, druhou a_2 a odeèíst, dostaneme:

(a_1b_2 − a_2b_1)x_1 + (a_3b_2 − a_2b_3)x_3 = 0.

Podíváme-li se pozornì na obì novì získané rovnice, mù¿eme pøímo napsat jedno mo¿né øeźení pùvodní soustavy:

x_1 = a_2b_3 − a_3b_2, x_2 = a_3b_1 − a_1b_3, x_3 = a_1b_2 − a_2b_1.

De˛nice II.2. Jsou-li a = (a_1, a_2, a_3), b = (b_1, b_2, b_3) dva vektory v prostoru, pak de˛nujeme jejich vektorový souèin a × b jako vektor

a × b = (a_2b_3 − a_3b_2, a_3b_1 − a_1b_3, a_1b_2 − a_2b_1).

Pøímým výpoètem se pøesvìdèíme, ¿e vektor a×b je skuteènì kolmý k vektorùm a, b. Platí

a · (a × b) = a_1(a_2b_3 − a_3b_2) + a_2(a_3b_1 − a_1b_3) + a_3(a_1b_2 − a_2b_1) = 0.

Zcela stejnì vyjde rovnì¿ b · (a × b) = 0.

Stejnì snadno si mù¿ete pøímým výpoètem ovìøit následující vlastnosti vektorového souèinu:

(1) a × a = 0 pro ka¿dý vektor a, (2) b × a = −(a × b) pro libovolné vektory a, b, (3) a × (b + c) = a × b + a × c pro vźechny vektory a, b, c, (4) (ta) × b = t(a × b) pro ka¿dý skalár t a libovolné vektory a, b.

Pøíklad Spoèítejte vektorové souèiny e_1 × e_2, e_2 × e_3, e_1 × e_3 pro standardní bázi e_1, e_2, e_3.

Pøíklad Doka¿te, ¿e pro libovolné vektory a, b, c platí a · (b × c) = b · (c × a) = c · (a × b).

Dále si doká¿eme následující dùle¿ité tvrzení.

Vìta II.1. Dva vektory a, b jsou lineárnì závislé právì kdy¿ a × b = 0.

Dùkaz. Je-li b = 0, pak a × b = 0. Pokud b ≠ 0, pak z pøedpokladu lineární závislosti a, b vyplývá, ¿e a = tb pro nìjaké èíslo t. Potom a × b = (ta) × b = t(a × b) = 0.

Nechż naopak platí a × b = 0. Oznaème a = (a_1, a_2, a_3) a b = (b_1, b_2, b_3). Je-li b = 0, jsou vektory a, b lineárnì závislé. Je-li b ≠ 0, je aspoò jedna ze souøadnic, øeknìme b_3, rùzná od 0. Potom z rovnosti a_3b_2 − a_2b_3 = 0 vyplývá a_2 = (a_3/b_3)b_2 a z rovnosti a_3b_1 − a_1b_3 = 0 vyplývá a_1 = (a_3/b_3)b_1. Proto¿e rovnì¿ a_3 = (a_3/b_3)b_3, platí a = (a_3/b_3)b. Vektory a, b jsou proto lineárnì závislé. �

Pomocí této vìty a pøedcházejícího pøíkladu snadno vyøeźíte následující pøíklad.

Pøíklad Jsou-li a, b, c lineárnì závislé vektory, pak platí a · (b × c) = b · (c × a) = c · (a × b) = 0.

Pøíklad Plocha rovnobì¿níku urèeného vektory a, b, kde b ≠ 0, se rovná |a × b|.

Návod. Vyu¿ijte toho, ¿e u¿víme, ¿e druhá mocnina plochy rovnobì¿níku se rovná (a · a)(b · b) − (a · b)^2. Úpravami tohoto výrazu dostanete druhou mocninu délky vektorového souèinu a × b.

Vìta II.1 a poslední pøíklad do velké míry vyjasòují geometrický význam vektorového souèinu dvou vektorù a, b. Jsou-li tyto vektory lineárnì nezávislé, pak a × b je nenulový vektor kolmý jak k vektoru a tak i k vektoru b. Jeho délka se rovná obsahu rovnobì¿níku urèeného vektory a, b. Tyto vlastnosti má kromì vektorového souèinu a × b také opaèný vektor −(a × b) = b × a. Geometrický význam znaménka si ujasníme pozdìji. Jsou-li vektory a, b lineárnì závislé, pak podle Vìty II.1 je a × b = 0 a tedy i v tomto pøípadì je vektorový souèin a × b roven obsahu rovnobì¿níku urèeného vektory a, b.

Následující cvièení obsahuje zajímavé tøídimenzionální zobecnìní Pythagorovy vìty. Doká¿ete jej snadno pomocí pøíkladu pøed Vìtou II.1.

Pøíklad Nechż a = (a_1, a_2, a_3), b = (b_1, b_2, b_3) jsou dva vektory v prostoru. Oznaème ` rovnobì¿ník urèený tìmito vektory. Dále oznaème `_{12} projekci tohoto rovnobì¿níku do roviny urèené vektory e_1, e_2 standardní báze, tj. rovnobì¿ník urèený vektory (a_1, a_2, 0) a (b_1, b_2, 0). Podobnì oznaèíme `_{23} rovnobì¿ník urèený vektory (0, a_2, a_3) a (0, b_2, b_3) (projekce ` do roviny urèené e_2, e_3) a `_{13} rovnobì¿ník urèený vektory (a_1, 0, a_3) a (b_1, 0, b_3) (projekce ` do roviny urèené vektory e_1, e_3). Potom platí, ¿e ètverec obsahu rovnobì¿níku ` se rovná souètu ètvercù obsahù rovnobì¿níkù `_{12}, `_{13} a `_{23}. Doka¿te.

Dále si uká¿eme, jak spoèítat obsah rovnobì¿nostìnu urèeného tøemi vektory a, b, c v prostoru. Tyto vektory urèují rovnobì¿nostìn ´ = {ra + sb + tc; r, s, t ∈ [0, 1]}. Jsou-li vektory a, b, c lineárnì nezávislé, pak se vzdálenost vektoru c od roviny urèené vektory a, b rovná délce projekce vektoru c do pøímky urèené vektorovým souèinem a × b. Tato vzdálenost se tedy rovná

|c · (a × b)| |a × b| . Základna rovnobì¿nostìnu, tj. rovnobì¿ník urèený vektory a, b, má plochu |a × b|. Objem ´ se proto rovná |c · (a × b)|.

Jsou-li vektory a, b, c lineárnì závislé, le¿í vźechny tøi v jedné rovinì a objem rovnobì¿nostìnu ´ je proto 0 = c · (a × b), jak vyplývá z jednoho z pøedchozích pøíkladù.

Vìta II.2. Jsou-li a, b, c tøi lineárnì nezávislé vektory v prostoru, pak lze ka¿dý vektor y vyjádøit jednoznaènì ve tvaru y = ra+ sb+ tc, tj. jako lineární kombinaci vektorù a, b, c.

Dùkaz. Vektor c není lineární kombinací vektorù a, b a proto nele¿í v rovinì urèené tìmito vektory. Pøímka {y−tc; t ∈ R} procházející bodem y rovnobì¿nì s vektorem c proto není rovnobì¿ná s rovinou urèenou vektory a, b. Existují proto hodnoty parametrù r, s, t, které vyjadøují prùseèík této pøímky a roviny urèené a, b. Pro tyto hodnoty parametrù r, s, t pak platí

y − tc = ra + sb,

tj. y = ra + sb + tc.

Toto vyjádøení je jednoznaèné. Je-li toti¿ y = r0a + s0b + t0c jiné vyjádøení y jako lineární kombinace vektorù a, b, c, pak odeètením obou vyjádøení dostaneme rovnost 0 = (r − r0)a + (s − s0)b + (t − t0)c.

Z lineární nezávislosti vektorù a, b, c ale vyplývá, ¿e r = r0, s = s0 a t = t0. � Jako poslední si v èásti o vektorovém souèinu uká¿eme nutnou a postaèující podmínku pro existenci nenulového øeźení soustavy rovnic

a_1x_1 + a_2x_2 + a_3x_3 = 0, b_1x_1 + b_2x_2 + b_3x_3 = 0, c_1x_1 + c_2x_2 + c_3x_3 = 0.

Øeźením soustavy jsou takové vektory x = (x_1, x_2, x_3), které jsou kolmé k vektorùm a = (a_1, a_2, a_3), b = (b_1, b_2, b_3) a c = (c_1, c_2, c_3). Vìta II.2 naznaèuje, ¿e k existenci netriviálního øeźení této soustavy je nutné, aby byly vektory a, b, c lineárnì závislé, neboli le¿ely v jedné rovinì. Objem rovnobì¿nostìnu urèeného vektory a, b, c, neboli (smíźený) souèin c · (a × b), musí být roven 0. Doká¿eme si nyní, ¿e netriviální øeźení soustavy skuteènì existuje právì kdy¿ c · (a × b) = 0.

Nechż jsou tedy vektory a, b, c lineárnì závislé, neboli c · (a × b) = 0. Jsou-li u¿ vektory a, b lineárnì závislé, le¿í vźechny tøi vektory a, b, c v jedné rovinì a proto existuje nenulový vektor x, který je k této rovinì kolmý. Tento vektor x je potom nenulovým øeźením dané soustavy.

Jsou-li vektory a, b lineárnì nezávislé, je a × b nenulový vektor, který je kolmý k a i k b. Na základì pøedpokladu c · (a × b) = 0 je vektor a × b rovnì¿ kolmý k c a je tedy nenulovým øeźením dané soustavy.

Je-li naopak c · (a × b) ≠ 0, musí být a × b ≠ 0, a tedy vektory a, b jsou lineárnì nezávislé. Vektor a×b je potom nenulový vektor kolmý k rovinì urèené a, b. Ka¿dý jiný vektor kolmý k této rovinì je pak skalárním násobkem a×b. Je-li tedy vektor x øeźením naźí soustavy, je kolmý k rovinì urèené a, b a existuje tedy skalár t takový, ¿e x = t(a × b). Proto¿e rovnì¿ x · c = 0, platí t(a × b) · c = t((a × b) · c) = t(c · (a × b)) = 0. Proto¿e pøedpokládáme c · (a × b) ≠ 0, musí být t = 0 a tedy x = 0.

Lineární transformace v prostoru

Na zaèátek opìt nìkolik pøíkladù.

Pøíklad Popiźte zobrazení, které ka¿dému vektoru x = (x_1, x_2, x_3) v prostoru pøiøadí jeho pravoúhlou projekci na pøímku urèenou vektorem u = (1, 1, 1).

Øeźení. V pøedchozí èásti jsme si ukázali, ¿e oznaèíme-li toto zobrazení Pu, pak platí Pu(x) =

( x · u u · u ) u = ( x_1 + x_2 + x_3 3 ) (1, 1, 1).

Pro souøadnice (y_1, y_2, y_3) vektoru Pu(x) pak platí

y_1 = 1 3 x_1 + 1 3 x_2 + 1 3 x_3,

y_2 = 1 3 x_1 + 1 3 x_2 + 1 3 x_3,

y_3 = 1 3 x_1 + 1 3 x_2 + 1 3 x_3.

Pøíklad Popiźte osovou symetrii Su vzhledem k pøímce urèené vektorem u = (1, 1, 1).

Øeźení. Stejnì jako v rovinì je vektor Su(x) charakterizován podmínkou, ¿e projekce Pu(x) je støedem úseèky s koncovými body x a Su(x). Proto Su(x) = 2Pu(x) − x, tj. oznaèíme-li (y_1, y_2, y_3) souøadnice vektoru Su(x), pak platí

y_1 = (− 1 3 )x_1 + 2 3 x_2 + 2 3 x_3,

y_2 = 2 3 x_2 + (− 1 3 )x_2 + 2 3 x_3,

y_3 = 2 3 x_1 + 2 3 x_2 + (−1) 1 3 x_3.

Pøíklad Popiźte projekci Q na rovinu kolmou k vektoru u = (1, 1, 1).

Øeźení. Ukázali jsme si u¿, ¿e pro ka¿dý vektor x platí Q(x) = x − Pu(x), a tedy

Q x_1 x_2 x_3 = x_1 x_2 x_3 − 1 3 x_1 +^1_3 x_2 +^1_3 x_3 1 3 x_1 +^1_3 x_2 +^1_3 x_3 1 3 x_1 +^1_3 x_2 +^1_3 x_3 = 2 3 x_1 −^1_3 x_2 −^1_3 x_3 −^1_3 x_1 +^2_3 x_2 −^1_3 x_3 −^1_3 x_1 −^1_3 x_2 +^2_3 x_3 .

Pøíklad Popiźte symetrii R vzhledem k rovinì kolmé k vektoru u = (1, 1, 1).

Øeźení. Stejnì jako v rovinì platí, ¿e projekce Q(x) vektoru x na rovinu kolmou k vektoru u = (1, 1, 1) je støedem úseèky s krajními body x a R(x). Z rovnosti Q(x) =^1_2 (x + R(x)) vyplývá R(x) = 2Q(x) − x. Proto

R x_1 x_2 x_3 = 2 2 3 x_1 −^1_3 x_2 −^1_3 x_3 −^1_3 x_1 +^2_3 x_2 −^1_3 x_3 −^1_3 x_1 −^1_3 x_2 +^2_3 x_3 − x_1 x_2 x_3 = 1 3 x_1 −^2_3 x_2 −^2_3 x_3 −^2_3 x_1 +^1_3 x_2 −^2_3 x_3 −^2_3 x_1 −^2_3 x_2 +^1_3 x_3 .

Pøíklad Dilatace D_r se støedem v poèátku souøadnic a koe˛cientem r je popsána rovností D_r x_1 x_2 x_3 = rx_1 rx_2 rx_3 .

Pøíklad Rotace R^1_θ kolem osy urèené vektorem e_1 (prvním vektorem standardní báze) o úhel θ v kladném smìru je popsána rovností

R^1_θ x_1 x_2 x_3 = x_1 (cos θ)x_2 − (sin θ)x_3 (sin θ)x_2 + (cos θ)x_3 .

Na tomto místì je nutné podrobnìji se zmínit o tom, co se myslí kladným smìrem rotace v tøídimenzionálním prostoru. Rotace v rovinì urèené vektory e_2, e_3 je proti smìru nebo ve smìru hodinových ruèièek podle toho, ze kterého poloprostoru urèeného rovinou e_2, e_3 se na tuto rovinu díváme. Díváme-li se z poloprostoru, ve kterém le¿í vektor e_1, pak je úhel mezi vektory e_2 a e_3 roven π/2. Díváme-li se z poloprostoru, ve kterém le¿í vektor −e_1, pak je úhel mezi vektory e_2 a e_3 roven −π/2. Otoèením kolem osy urèené vektorem e_1 o úhel θ v kladném smìru se rozumí otoèení proti smìru hodinových ruèièek, díváme-li se na rovinu urèenou e_2, e_3 z poloprostoru obsahujícího vektor e_1.

Nyní si mù¿ete sami ovìøit správnost popisu následujících dvou rotací.

Pøíklad Rotace R^3_θ kolem osy urèené vektorem e_3 o úhel θ v kladném smìru je popsána rovností

R^3_θ x_1 x_2 x_3 = (cos θ)x_1 − (sin θ)x_2 (sin θ)x_1 + (cos θ)x_2 x_3 .

Pøíklad Rotace R^2_θ kolem osy urèené vektorem e_2 o úhel θ v kladném smìru je popsána rovností

R^2_θ x_1 x_2 x_3 = (cos θ)x_1 + (sin θ)x_2 x_2 (− sin θ)x_1 + (cos θ)x_3 .

Lineární transformace v prostoru a matice

Vźechny transformace, které jsme si uvedli v pøedcházející èásti, mìly podobný tvar: T x_1 x_2 x_3 = a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + a_{13}x_3 a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + a_{23}x_3 a_{31}x_1 + a_{32}x_2 + a_{33}x_3 .

De˛nice II.3. Zobrazení v prostoru, které ka¿dému vektoru x = (x_1, x_2, x_3) pøiøazuje vektor T (x) de˛novaný pøedcházející rovností, kde a_{ij} jsou libovolná reálná èísla pro i, j = 1, 2, 3, se nazývá lineární zobrazení (transformace) v prostoru. Matice a_{11} a_{12} a_{13} a_{21} a_{22} a_{23} a_{31} a_{32} a_{33}

se nazývá matice zobrazení T a oznaèuje se m(T ).

Prvek a_{ij} se nachází v i-tém øádku a v j-tém sloupci matice, první index i je øádkový index, druhý index j je sloupcový index.

Matice identického zobrazení I(x) = x se rovná

m(I) = 1 0 0 0 1 0 0 0 1

a nazývá se jednotková matice øádu 3. Podobnì matice nulového zobrazení O(x) = 0 se nazývá nulová matice øádu 3. Její prvky jsou samé nuly. Matice dalźích lineárních zobrazení vyètete z pøíkladù v pøedchozí èásti.

Dále si uká¿eme dvì základní vlastnosti lineárních transformací. Je-li T lineární transformace v prostoru, pak platí

(1) T (x + y) = T (x) + T (y) pro ka¿dé dva vektory x, y, (2) T (kx) = kT (x) pro ka¿dý vektor x a libovolné reálné èíslo k.

Uká¿eme si napøíklad vlastnost (2). Je-li

m(T ) = a_{11} a_{12} a_{13} a_{21} a_{22} a_{23} a_{31} a_{32} a_{33}

a x = (x_1, x_2, x_3), pak platí

T (kx) = T kx_1 kx_2 kx_3 = a_{11}kx_1 + a_{12}kx_2 + a_{13}kx_3 a_{21}kx_1 + a_{22}kx_2 + a_{23}kx_3 a_{31}kx_1 + a_{32}kx_2 + a_{33}kx_3 =

= k a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + a_{13}x_3 a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + a_{23}x_3 a_{31}x_1 + a_{32}x_2 + a_{33}x_3 = kT (x).

Následující vìta ukazuje, ¿e podmínky (1) a (2) lineární zobrazení charakterizují.

Vìta II.3. Zobrazení T , které ka¿dému vektoru x v prostoru pøiøazuje vektor T (x), je lineární právì tehdy, kdy¿ splòuje podmínky (1), (2).

Dùkaz. To, ¿e ka¿dé lineární zobrazení splòuje také podmínku (1), si mù¿ete dokázat sami. Nechż naopak má zobrazení T vlastnosti (1) a (2). Ka¿dý vektor x = (x_1, x_2, x_3) si mù¿eme jednoznaènì vyjádøit ve tvaru x = x_1e_1 + x_2e_2 + x_3e_3. Z podmínek (1) a (2) pak plyne

T (x) = T (x_1e_1 + x_2e_2 + x_3e_3) = x_1T (e_1) + x_2T (e_2) + x_3T (e_3).

Oznaème si vektory

T (e_1) = a_{11} a_{21} a_{31}

, T (e_2) = a_{12} a_{22} a_{32}

, T (e_3) = a_{13} a_{23} a_{33} .

Potom platí

T (x) = x_1 a_{11} a_{21} a_{31} + x_2 a_{12} a_{22} a_{32} + x_3 a_{13} a_{23} a_{33} = a_{11}x_1 a_{21}x_1 a_{31}x_1 + a_{12}x_2 a_{22}x_2 a_{32}x_3 + a_{13}x_3 a_{23}x_3 a_{33}x_3 = a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + a_{13}x_3 a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + a_{23}x_3 a_{31}x_1 + a_{32}x_2 + a_{33}x_3 .

Zobrazení T je proto lineární. �

Stejnì jako v rovinì je dùle¿ité si vźimnout, ¿e první sloupec matice m(T ) se rovná obrazu T (e_1) prvního vektoru standardní báze zobrazením T , druhý sloupec se rovná vektoru T (e_2) a tøetí sloupec m(T ) se rovná vektoru T (e_3). To je dùle¿ité, hledáme-li matici nìjakého lineárního zobrazení.

Pøíklad Najdìte matici projekce PuQ na pøímku urèenou vektorem u = (u_1, u_2, u_3).

Øeźení. Víme u¿, ¿e pro ka¿dý vektor x platí

Pu(x) =

( x · u u · u ) u. Potom

Pu(e_1) = u21 u21+u2+u23 u1u2 u21+u2+u23 u1u3 u21+u2+u23

, Pu(e2) = u2u1 u21+u2+u23 u2 u21+u2+u23 u2u3 u21+u2+u23

, Pu(e3) = u3u1 u21+u2+u23 u3u2 u21+u2+u23 u23 u21+u2+u23 .

Proto

m(Pu) = u21 u21+u2+u23 u2u1 u21+u2+u23 u3u1 u21+u2+u23 u1u2 u21+u2+u23 u2 u21+u2+u23 u3u2 u21+u2+u23 u1u3 u21+u2+u23 u2u3 u21+u2+u23 u23 u21+u2+u23 .

Stejnì jako v rovinì platí následující vìta.

Vìta II.4. Buï T lineární zobrazení v prostoru. Obraz T (L) libovolné pøímky L je buï bod nebo pøímka. Obraz T (P ) libovolné roviny P je buï bod, pøímka nebo rovina.

Dùkaz. Uká¿eme si jej pouze v pøípadì roviny. Pro pøímku je dùkaz zcela stejný jako dùkaz Vìty I.2. Nechż P = {a + ru + sv; r, s ∈ R} je parametrické vyjádøení roviny procházející bodem a a rovnobì¿né se dvìma lineárnì nezávislými vektory u, v. Potom platí (proto¿e T má vlastnosti (1), (2)):

T (P ) = {T (a) + rT (u) + sT (v); r, s ∈ R}.

Jsou-li vektory T (u), T (v) lineárnì nezávislé, je T (P ) parametrické vyjádøení roviny procházející bodem T (a) a rovnobì¿né s rovinou urèenou vektory T (u), T (v). Je-li naopak T (u) = T (v) = 0, rovná se obraz T (P ) jedinému bodu T (a). A nakonec, jsou-li vektory T (u), T (v) lineárnì závislé a napø. T (u) ≠ 0, pak T (v) = kT (u) pro nìjaké reálné èíslo k a

T (P ) = {T (a) + (r + ks)u; r, s ∈ R}

je parametrické vyjádøení pøímky procházející bodem T (a) rovnobì¿né s vektorem T (u). Vźimnìte si, ¿e jeden a ten samý bod této pøímky mù¿eme dostat rùznými volbami parametrù r, s. To odpovídá tomu, ¿e do jednoho bodu pøímky T (P ) se zobrazí rùzné body roviny P . �

Souèet a souèin matic a lineárních zobrazení

Stejnì jako v pøípadì roviny de˛nujeme souèet dvou lineárních transformací S, T v prostoru jako transformaci S + T , která ka¿dému vektoru x pøiøazuje vektor (S + T )(x) = S(x) + T (x). Podobnì souèin lineární transformace T a reálného èísla k je transformace kT , která vektor x zobrazuje do vektoru (kT )(x) = k(T (x)).

Podobnì de˛nujeme souèet matice

M = a_{11} a_{12} a_{13} a_{21} a_{22} a_{23} a_{31} a_{32} a_{33}

a matice N = b_{11} b_{12} b_{13} b_{21} b_{22} b_{23} b_{31} b_{32} b_{33}

jako matici

M + N = a_{11} + b_{11} a_{12} + b_{12} a_{13} + b_{13} a_{21} + b_{21} a_{22} + b_{22} a_{23} + b_{23} a_{31} + b_{31} a_{32} + b_{32} a_{33} + b_{33}

a souèin matice M se skalárem k jako matici

kM = ka_{11} ka_{12} ka_{13} ka_{21} ka_{22} ka_{23} ka_{31} ka_{32} ka_{33} .

Pøímým výpoètem si snadno doká¿ete, ¿e pro matice lineárních zobrazení v prostoru platí m(S + T ) = m(S) + m(T ), m(kT ) = km(T ). Souèet lineárních zobrazení je tedy rovnì¿ lineární zobrazení, stejnì tak souèin lineárního zobrazení a skaláru je také lineární zobrazení.

Souèin lineárních transformací S, T je zobrazení (ST )(x) = S(T (x)). Jsou-li m(S) = (a_{ij} ) a m(T ) = (b_{jk}) matice tìchto lineárních transformací, mù¿eme podobnì jako v rovinì spoèítat matici m(ST ) souèinu zobrazení ST :

M(ST ) = a_{11}b_{11} + a_{12}b_{21} + a_{13}b_{31} a_{11}b_{12} + a_{12}b_{22} + a_{13}b_{32} a_{11}b_{13} + a_{12}b_{23} + a_{13}b_{33} a_{21}b_{11} + a_{22}b_{21} + a_{23}b_{31} a_{21}b_{12} + a_{22}b_{22} + a_{23}b_{32} a_{21}b_{13} + a_{22}b_{23} + a_{23}b_{33} a_{31}b_{11} + a_{32}b_{21} + a_{33}b_{31} a_{31}b_{12} + a_{32}b_{22} + a_{33}b_{32} a_{31}b_{13} + a_{32}b_{23} + a_{33}b_{33} .

Tuto matici nazýváme souèin matic m(S) a m(T ). Vźimnìte si, ¿e prvek na místì (ij) v souèinu je roven skalárnímu souèinu i-tého øádku matice m(S) a j-tého øádku matice m(T ). Platí proto vìta

Vìta II.5. Jsou-li S, T lineární transformace v prostoru, pak platí m(ST ) = m(S)m(T ). � Vìta II.6. Pro ka¿dé tøi lineární transformace R, S, T v prostoru platí R(ST ) = (RS)T a m(R)(m(S)m(T )) = (m(R)m(S))m(T ). �_{Dùkaz je opìt zcela stejný jako v rovinì. Platí proto i}

Dùsledek Násobení matic je asociativní. �

Je-li u = (u_1, u_2, u_3) jednotkový vektor, pak projekce Pu na pøímku urèenou vektorem u má matici

m(Pu) = u^2_1 u_2u_1 u_3u_1 u_1u_2 u^2 u_3u_2 u_1u_3 u_2u_3 u^2_3 .

Matice osové symetrie Qu vzhledem k ose urèené vektorem u se tedy rovná

m(2Pu − I) = 2m(Pu) − m(I) =

2u^2_1 − 1 2u_2u_1 2u_3u_1 2u_1u_2 2u^2 − 1 2u_3u_2 2u_1u_3 2u_2u_3 2u^2_3 − 1 .

Podobnì si mù¿ete spoèítat matice projekce na rovinu kolmou k vektoru u a symetrie urèené touto rovinou.

Matice zkosení E^s_{ij}, kde i ≠ j, je matice, která má na hlavní diagonále prvky 1 a na místì (i, j) prvek s. Napø.

E^s_{12} =

1 s 0 0 1 0 0 0 1

, E^s_{31} =

1 0 0 0 1 0 s 0 1 .

Permutaèní matice P_{ij} , kde i ≠ j je matice, kterou dostaneme z jednotkové matice prohozením i-tého a j-tého øádku. Napø.

P^s_{12} =

0 1 0 1 0 0 0 0 1

, P^s_{13} =

0 0 1 0 1 0 1 0 .

Tìmto dvìma typùm matic se øíká elementární matice. Elementární matice jsou rovnì¿ matice

D^r_1 = r 0 0 0 1 0 0 0 1

, D^s_2 =

1 0 0 0 s 0 0 0 1

, D^t_3 =

1 0 0 0 1 0 0 0 t .

Tyto matice jsou rovnì¿ speciálním pøípadem diagonálních matic:

r 0 0 0 s 0 0 0 t .

Vyzkouźejte si, jak vypadají matice E^s_{ij} M, ME^s_{ij}, P_{ij} M, MP_{ij} , D^t_i M, MD^t_i , jak souvisejí s maticí M.

Inverzní zobrazení a matice

Stejnì jako v pøípadì lineárních transformací v rovinì øíkáme, ¿e lineární transformace S v prostoru je inverzní k lineární transformaci T , jestli¿e platí ST = I = T S. Dùkaz, ¿e inverzní transformace k T , pokud existuje, je urèená jednoznaènì, lze pøenést z roviny do prostoru beze zmìny. Pokud tedy inverzní transformace k T existuje, budeme ji znaèit T �^1.

Pøíklad Doka¿te, ¿e D�^1_r = D_{1/r} a ¿e inverzní transformace k R^1_θ se rovná R^1�_θ. Najdìte inverzní transformaci k transformaci A, její¿ matice m(A) se rovná

1 0 0 0 2 0 0 0 3 .

Je-li T lineární transformace v prostoru a u vektor, mù¿eme uva¿ovat rovnici T (x) = u. Je to vlastnì soustava tøí lineárních rovnic o tøech neznámých. Existujeli transformace S inverzní k T , pak platí

x = I(x) = ST (x) = S(u).

Vektor S(u) je tedy jediným mo¿ným øeźením rovnice T (x) = u. Skuteènì jím také je, jak se pøesvìdèíme dosazením:

T (S(u)) = (T S)(u) = I(u) = u.

Pokud tedy existuje inverzní transformace k T , má rovnice T (x) = u právì jedno øeźení pro ka¿dou pravou stranu u.

Nechż má naopak rovnice T (x) = u právì jedno øeźení pro jakoukoliv pravou stranu u. Oznaème toto øeźení S(u). Platí proto T (S(u)) = u pro ka¿dý vektor u, neboli T S = I. Je-li naopak x libovolný vektor, oznaème u = T (x). Tento vektor x je tedy jediným øeźením rovnice T (x) = u. Proto x = S(u) a x = S(u) = S(T (x)) = (ST )(x) pro ka¿dý vektor x, tedy ST = I.

Zobrazení S je proto inverzní k transformaci T . Je ale také lineární? Zvolme libovolné dva vektory u, v. Potom platí (proto¿e T lineární je):

T (S(u) + S(v)) = T (S(u)) + T (S(v)) = (T S)(u) + (T S)(v) = u + v.

Proto je S(u)+ S(v) øeźením rovnice T (x) = u+v, neboli S(u+v) = S(u)+ S(v). Podobnì uká¿eme, ¿e

T (kS(u)) = kT (S(u)) = kI(u) = ku

a tedy S(ku) = kS(u). Zobrazení S je tedy opravdu lineární transformace v prostoru. Dokázali jsme tak následující vìtu.

Vìta II.7. K lineární transformaci T existuje inverzní transformace právì kdy¿ rovnice T (x) = u

má právì jedno øeźení pro jakoukoliv pravou stranu u. �

Doká¿eme si nyní tøídimenzionální analogii Vìty I.5, která charakterizuje invertibilní lineární transformace v rovinì.

Vìta II.8. Nechż T je lineární transformace v prostoru s maticí

m(T ) = a_1 a_2 a_3 b_1 b_2 b_3 c_1 c_2 c_3 .

Oznaème postupnì a = (a_1, a_2, a_3), b = (b_1, b_2, b_3) a c = (c_1, c_2, c_3) øádkové vektory matice m(T ). Potom inverzní transformace k T existuje právì tehdy kdy¿ a · (b × c) ≠ 0.

Dùkaz. Nechż existuje inverzní transformace k T . Potom z Vìty II.7 a rovnosti T (0) = 0, která platí pro ka¿dou lineární transformaci, plyne, ¿e homogenní soustava T (x) = 0 má pouze nulové øeźení. V závìru èásti o vektorovém souèinu jsme si ukázali, ¿e pak platí a · (b × c) ≠ 0.

Nechż naopak ´ = a · (b × c) ≠ 0. Chceme vypoèítat matici

m(T �1) =

u_1 v_1 w_1 u_2 v_2 w_2 u_3 v_3 w_3 .

Potom musí platit

T �1(e_1) =_T �1 1 0 0 = u_1 u_2 u_3

, T �1(e_2) =

v_1 v_2 v_3

, T �1(e_3) =

w_1 w_2 w_3 . Rovnosti

T �1 1 0 0 = u_1 u_2 u_3 , T u_1 u_2 u_3 = 1 0 0 jsou ekvivalentní a ta druhá znamená najít øeźení soustavy

a_1u_1 + a_2u_2 + a_3u_3 = 1, b_1u_1 + b_2u_2 + b_3u_3 = 0, c_1u_1 + c_2u_2 + c_3u_3 = 0.

Proto¿e platí

a · (b × c) = ´, b · (b × c) = 0, c · (b × c) = 0, je u_1 u_2 u_3

= b × c ´ øeźením naźí soustavy. Proto

(b × c) ´ = T �1 1 0 0 . Podobnì pomocí rovností a · (b × c) = b · (c × a) = c · (a × b) doká¿eme

(c × a) ´ = T �1 0 1 0 a (a × b) ´ = T �1 0 0 1 . Z de˛nice vektorového souèinu dostáváme

b × c =

| | | | b_2 b_3 c_2 c_3 | | | | | | | b_3 b_1 c_3 c_1 | | | | | | b_1 b_2 c_1 c_2 | | | ,

18

c × a =

| | | c^2 c^3

a_2 a_3 | | | | | | c^3 c^1

a_3 a_1 | | | | | | | c_1 c_2

a_1 a_2 | | | | ,

a × b =

| | | a^2 a^3

b_2 b_3 | | | | | | | a_3 a_1

b_3 b_1 | | | | | | | | a_1 a_2

b_1 b_2 | | | | .

Pro matici inverzního zobrazení proto platí

m(T �1) = 1 ´

| | | | b_2 b_3

c_2 c_3 | | | | | | | | c_2 c_3

a_2 a_3 | | | | | | | | a_2 a_3

b_2 b_3 | | | | | | | | b_3 b_1

c_3 c_1 | | | | | | | | c_3 c_1

a_3 a_1 | | | | | | | | a_3 a_1

b_3 b_1 | | | | | | | | b_1 b_2

c_1 c_2 | | | | | | | | c_1 c_2

a_1 a_2 | | | | | | | | a_1 a_2

b_1 b_2 | | | | .

�_{Spoèítejte si sami inverzní matice k elementárním a diagonálním maticím.}

Determinant

V rovinì platí, ¿e k lineární transformaci T s maticí ( a b c d ) existuje inverzní

transformace právì kdy¿ ad−bc ≠ 0. Toto èíslo jsme nazvali determinantem matice ( a b c d ) , viz De˛nice I.5.

De˛nice II.4. Jsou-li a = (a_1, a_2, a_3), b = (b_1, b_2, b_3) a c = (c_1, c_2, c_3) tøi vektory

v prostoru, pak determinantem matice

M = a_1 a_2 a_3

b_1 b_2 b_3

c_1 c_2 c_3

nazýváme èíslo a · (b × c) a znaèíme jej |M|.

Pøímým výpoètem pøímo z de˛nice dostaneme, ¿e |M| = a_1 | | | | b_2 b_3

c_2 c_3 | | | | + a^2 | | | | b_3 b_1

c_3 c_1 | | | | + a^3 | | | | b_1 b_2

c_1 c_2 | | | | = a_1b_2c_3 + a_2b_3c_1 + a_3b_1c_2 − a_1b_3c_2 − a_2b_1c_3 − a_3b_2c_1.

K lineární transformaci T tak podle Vìty II.8 existuje inverzní transformace T �^1 právì kdy¿ |m(T )| ≠ 0. Spoèítejte si determinanty elementárních matic a diagonálních matic. Stejnì tak si mù¿ete pøímým výpoètem (jednoduchým ale pracným) dokázat, ¿e pro ka¿dé dvì matice M, N (øádu 3) platí |NM| = |N| · |M|.

Závìrem èásti o geometrii vektorù v prostoru si uká¿eme geometrický význam determinantu a znaménka vektorového souèinu. Jsou-li x_1, x_2 dva vektory v prostoru, pak velikost vektoru x_1 × x_2 je rovna obsahu rovnobì¿níku urèeného vektory x_1, x_2. Jsou-li tyto vektory lineárnì nezávislé, pak je x_1 ×x_2 nenulový vektor kolmý k rovinì urèené vektory x_1, x_2. Díváme-li se na tuto rovinu z poloprostoru obsahujícího vektor x_1 × x_2, je úhel mezi vektory x_1 a x_2 mìøený v kladném smìru menźí ne¿ π. V rovinì jsme tomu øíkali, ¿e vektory x_1, x_2 jsou kladnì orientované. Díváme-li se na rovinu urèenou vektory x_1, x_2 z poloprostoru obsahujícího vektor −(x_1 ×x_2), je úhel mezi vektory x_1, x_2 mìøený v kladném smìru (proti smìru hodinových ruèièek) v intervalu (π, 2π), vektory x_1, x_2 jsou v tomto pøípadì orientované zápornì.

De˛nice II.5. Je-li trojice vektorù x_1, x_2, x_3 lineárnì nezávislá, pak øíkáme, ¿e je kladnì orientovaná, jestli¿e (x_1 × x_2) · x_3 > 0. Je-li (x_1 × x_2) · x_3 < 0, øíkáme, ¿e je trojice vektorù x_1, x_2, x_3 orientovaná zápornì.

Jinými slovy, znaménko vektoru x_1 × x_2 je zvoleno tak, aby trojice vektorù x_1, x_2, x_1 × x_2 byla orientovaná kladnì (podle pravé ruky). Obecná lineárnì nezávislá trojice vektorù x_1, x_2, x_3 je orientovaná kladnì, le¿í-li vektory x_3 a x_1 × x_2 v tém¿e poloprostoru de˛novaném rovinou urèenou vektory x_1, x_2. Je orientovaná zápornì, le¿í-li v opaèných poloprostorech.

Nyní si zavedeme pomocné oznaèení. Jsou-li dány vektory

x_1 = x_{11} x_{21} x_{31}

, x_2 = x_{12} x_{22} x_{32}

, x_3 = x_{13} x_{23} x_{33} ,

pak symbolem (x_1|x_2|x_3) budeme znaèit matici

x_{11} x_{12} x_{13} x_{22} x_{22} x_{23} x_{31} x_{32} x_{33} .

Pøímým výpoètem si mù¿ete dokázat, ¿e platí

|(x_1|x_2|x_3)| = (x_1 × x_2) · x_3.

Tím doká¿ete následující tvrzení.

Vìta II.9. Trojice x_1, x_2, x_3 je kladnì orientovaná právì kdy¿ |(x_1|x_2|x_3)| > 0 a je orientovaná zápornì právì kdy¿ |(x_1|x_2|x_3)| < 0.

De˛nice II.6. Øíkáme, ¿e lineární transformace v prostoru T zachovává orientaci, jestli¿e pro ka¿dou kladnì orientovanou trojici x_1, x_2, x_3 platí, ¿e také trojice

T (x_1), T (x_2), T (x_3) je rovnì¿ kladnì orientovaná. Transformace T obrací orientaci, je-li pro ka¿dou kladnì orientovanou trojici x_1, x_2, x_3 trojice T (x_1), T (x_2), T (x_3) zápornì orientovaná.

Ve Vìtì I.6 jsme dokázali, ¿e lineární transformace roviny zachovává orientaci právì kdy¿ je determinant její matice kladný, a ¿e orientaci obrací právì kdy¿ je determinant její matice záporný. Pøímým výpoètem (tentokrát o nìco delźím) si mù¿ete dokázat tøídimenzionální analogii Vìty I.6.

Vìta II.10. Buï T lineární transformace v prostoru. Potom T zachovává orientaci právì kdy¿ |m(T )| > 0 a obrací orientaci právì kdy¿ |m(T )| < 0. � Pøed Vìtou II.2 jsme si ukázali, ¿e objem rovnobì¿nostìnu urèeného vektory x_1, x_2, x_3 se rovná absolutní hodnotì smíźeného souèinu x_3 · (x_1 × x_2) = (x_1 × x_2) · x_3. Pokud jste si provedli výpoèet pøed Vìtou II.9, dokázali jste rovnì¿ následující tvrzení.

Vìta II.11. Objem rovnobì¿nostìnu ˝ urèeného vektory x_1, x_2 a x_3 se rovná |(x_1|x_2|x_3)|. �

Tím jsme si plnì ozøejmili geometrický význam determinantu matice (x_1|x_2|x_3). Absolutní hodnota tohoto determinantu se rovná objemu rovnobì¿nostìnu urèeného vektory x_1, x_2, x_3. Je-li tento determinant nenulový, tj. jsou-li vektory x_1, x_2, x_3 lineárnì nezávislé, pak je determinant kladný právì kdy¿ je trojice x_1, x_2, x_3 kladnì orientovaná a je záporný právì kdy¿ je zápornì orientovaná.

Obrazem rovnobì¿nostìnu ˝ urèeného vektory x_1, x_2, x_3 lineární transformací T rozumíme rovnobì¿nostìn urèený vektory T (x_1), T (x_2), T (x_3). Stejný výpoèet, který vede k dùkazu Vìty II.9 dokazuje také následující tvrzení.

Vìta II.12. Je-li T lineární transformace v prostoru a ˝ rovnobì¿nostìn urèený vektory x_1, x_2, x_3, pak objem obrazu T (˝) tohoto rovnobì¿nostìnu transformací T se rovná souèinu absolutní hodnoty determinantu m(T ) a objemu rovnobì¿nostìnu ˝, tj.

objem(T (˝)) = |m(T )| · objem(˝). �