I. Geometrie vektorù v rovinì

Vektory

Vektor (reálný, dvoudimenzionální) je uspoøádaná dvojice (x, y) reálných èísel x, y. Èíslo x nazýváme první souøadnice vektoru, èíslo y je druhá souøadnice vektoru. Vektory obvykle oznaèujeme malými tuènými písmeny: x = (x, y). Kromì uve-

deného øádkového zápisu budeme èasto pou¿ívat také sloupcový zápis: x = ( x y ) . Pokud zvolíme v rovinì pravoúhlý systém souøadnic, mù¿eme vektor x = (x, y) geometricky znázornit jako źipku (orientovanou úseèku), která má poèáteèní bod v poèátku souøadnic a koncový bod v bodì o souøadnicích (x, y).

Jsou-li x = (x, y) a u = (u, v) dva vektory, pak de˛nujeme souèet vektorù x, y jako vektor x + y = (x + u, y + v). Podobnì de˛nujeme souèin vektoru x a reálného èísla r jako vektor rx = (rx, ry). Øíkáme rovnì¿, ¿e vektor rx je skalárním násobkem vektoru x. Vektor (−1)x = (−x, −y) nazýváme opaèný vektor k vektoru x a oznaèujeme jej také −x.

Vektor (0, 0) nazýváme nulový vektor a oznaèujeme jej 0. Vektory e_1 = (1, 0) a e_2 = (0, 1) jsou vektory standardní báze v rovinì.

Je-li x = (x, y) ≠ 0 nenulový vektor, pak vźechny násobky kx, kde k ∈ R je libovolné reálné èíslo, le¿í na pøímce procházející poèátkem souøadnic a koncovým bodem (x, y) vektoru x. A naopak ka¿dý bod této pøímky mù¿eme vyjádøit ve tvaru kx pro vhodné reálné èíslo k. Mno¿inu vektorù {kx; k ∈ R} proto nazýváme pøímka urèená vektorem x. Podobnì de˛nujeme (uzavøenou )polopøímku urèenou vektorem x jako mno¿inu {kx; k ≥ 0}. Otevøenou polopøímku de˛nujeme analogicky. Polopøímka opaèná k polopøímce urèené vektorem x je polopøímka urèená vektorem −x. Podobnì de˛nujeme uzavøenou úseèku urèenou vektorem x jako mno¿inu vektorù {kx; k ∈ [0, 1]}. Pøímku urèenou e_1 (prvním vektorem standardní báze) nazýváme první osa souøadnic, zatímco pøímka urèená vektorem e_2 je druhá osa souøadnic. Ka¿dý vektor x = (x, y) mù¿eme jednoznaènì vyjádøit jako souèet

x = xe_1 + ye_2

jednoho vektoru z první osy souøadnic a jednoho vektoru z druhé osy souøadnic.

Následuje pøehled základních vlastností operací sèítání vektorù a násobení vektoru reálným èíslem"

(1) x + u = u + x pro libovolné dva vektory x, u,

Typeset by AMS-TEX 1

(2) x + (u + a) = (x + u) + a pro libovolné tøi vektory x, u, a, (3) existuje vektor 0 takový, ¿e platí x + 0 = 0 + x = x pro libovolný vektor x, (4) pro ka¿dý vektor x existuje vektor −x takový, ¿e platí x+(−x) = (−x)+x = 0, (5) r(x + u) = rx + ru pro libovolné dva vektory x, u a ka¿dé reálné èíslo r, (6) (r + s)x = rx + sx pro libovolná dvì reálná èísla r, s a ka¿dý vektor x, (7) r(s(x)) = (rs)x pro libovolná dvì reálná èísla r, s a ka¿dý vektor x, (8) 1x = x pro ka¿dý vektor x.

Vźech osm vlastností si mù¿ete sami dokázat, vyjádøíte-li si vźechny vektory pomocí souøadnic. Stejnì tak si mù¿ete dokázat, ¿e 0x = 0 pro libovolný vektor x. Rozdíl vektorù x a u de˛nujeme jako vektor x − u = x + (−u).

Dvojice vektorù a, b je lineárnì závislá, jestli¿e jeden z vektorù a, b je skalárním násobkem druhého. Pokud je jeden z tìchto vektorù, napø. a = 0, je dvojice a, b lineárnì závislá, neboż a = 0 = 0b. Jsou-li oba vektory a, b nenulové a lineárnì závislé, platí a = tb a b = t�^1a, oba vektory tedy urèují stejnou pøímku (procházející poèátkem). Pokud vektory a, b nejsou lineárnì závislé, øíkáme také, ¿e jsou lineárnì nezávislé.

Jsou-li a, u ≠ 0 dva vektory, nazýváme mno¿inu vektorù

{x = a + tu; t ∈ R}

pøímka procházející a a rovnobì¿ná s vektorem u. Uvedené vyjádøení pøímky nazýváme parametrické vyjádøení, neboż souøadnice jednotlivých bodù pøímky závisejí na reálném parametru t.

Podobnì, máme-li dány dva vektory u ≠ v, je mno¿ina

{u + t(v − u); t ∈ R}

parametrické vyjádøení pøímky procházející u a v. Najdìte hodnoty parametru t, které dokazují, ¿e oba vektory u, v na pøímce le¿í.

Skalární souèin

Délkou vektoru x = (x, y) rozumíme vzdálenost bodù (0, 0) a (x, y), která se podle Pythagorovy vìty rovná √ x^2 + y^2. Délku vektoru x budeme oznaèovat |x|.

Pro ka¿dé reálné èíslo r platí |rx| = √ (rx)^2 + (ry)^2 = √ r^2(x^2 + y^2) = |r||x|.

Vzdáleností vektorù x = (x, y) a u = (u, v) rozumíme délku vektoru x − u, tj. reálné èíslo |x − u| = √ (x − u)^2 + (y − v)^2.

Je-li x ≠ 0, pak je délka |x| ≠ 0, vektor |x|�^1|x| le¿í na polopøímce urèené vektorem x a má délku 1. Vektory délky 1 nazýváme jednotkové vektory. Jednotkové vektory le¿í na kru¿nici se støedem v poèátku a polomìrem 1. Ka¿dý vektor na jednotkové kru¿nici mù¿eme jednoznaènì vyjádøit ve tvaru (cos θ, sin θ), kde úhel θ ∈ [0, 2π) nazýváme polární úhel tohoto vektoru. Ka¿dý nenulový vektor x pak mù¿eme jednoznaènì vyjádøit ve tvaru

x = |x|(|x|�^1x) = |x|(cos θ, sin θ)

pro nìjaký úhel θ ∈ [0, 2π) (polární úhel jednotkového vektoru |x|�^1x). Tomuto vyjádøení øíkáme polární tvar vektoru x ≠ 0.

De˛nice I.1. Skalárním souèinem vektorù x = (x, y) a u = (u, v) nazýváme reálné èíslo x · u = xu + yv.

Pøímo z de˛nice plyne, ¿e pro ka¿dý vektor x = (x, y) platí x·x = x^2 +y^2 = |x|^2. Stejnì snadno si mù¿ete sami ovìøit následující vlastnosti skalárního souèinu:

(1) x · u = u · x pro ka¿dé dva vektory x, u, (2) (rx) · u = r(x · u) pro ka¿dé dva vektory x, u a libovolné reálné èíslo r, (3) a · (x + u) = a · x + a · u pro ka¿dé tøi vektory a, x, u.

Dùkaz si uká¿eme pro poslední vlastnost. Jsou-li tedy a = (a, b), x = (x, y) a u = (u, v) tøi vektory, pak platí a·(x+u) = (a, b)·(x+u, y+v) = a(x+u)+b(y+v) = (ax+by)+(au+bv) = a·x+a·u. Vyjasníme si teï geometrický význam skalárního souèinu dvou nenulových vektorù x a u. Oba vektory si vyjádøíme v polárním tvaru, x = |x|(cos θ, sin θ) a u = |u|(cos ϕ, sin ϕ). Potom platí

x·u = |x||u|((cos θ, sin θ)·(cos ϕ, sin ϕ)) = (cos θ cos ϕ+sin θ sin ϕ) = |x||u| cos(θ−ϕ).

Skalární souèin dvou nenulových vektorù se tedy rovná souèinu jejich délek a cosinu úhlu, který svírají. Skalární souèin dvou nenulových vektorù je tedy kladný, pokud oba vektory svírají ostrý úhel, a je záporný, pokud svírají tupý úhel. Skalární souèin se rovná 0 právì kdy¿ jsou oba vektory kolmé. Pokud je jeden z vektorù nulový, je skalární souèin rovnì¿ 0. Mù¿eme tedy de˛novat, ¿e dva vektory x, u jsou kolmé (ortogonální) pokud pro jejich skalární souèin platí x · u = 0.

Skalární souèin úzce souvisí s kosinovou vìtou. Jsou-li x, u dva rùzné nenulové vektory, pak podle kosinové vìty platí

|x − u|^2 = |x|^2 + |u|^2 − 2|x||u| cos ψ,

kde ψ je úhel mezi vektory x, u. Pomocí skalárního souèinu spoèítáme druhou mocninu délky vektoru x−u jeźtì jiným zpùsobem (s pou¿itím vlastností skalárního souèinu):

|x − u|^2 = (x − u) · (x − u) = u · u − x · u − u · x + x · x = |x|^2 + |u|^2 − 2|x||u|.

Srovnáním obou výpoètù dostáváme jeźtì jednou, ¿e x · u = |x||u| cos ψ.

Nejsou-li obì èísla a, b rovná 0, pak rovnice ax + by = 0 popisuje vźechny vektory x = (x, y), které jsou kolmé k (nenulovému) vektoru a = (a, b). Jsou to vźechny vektory le¿ící na pøímce urèené vektorem (−b, a).

Nyní si uká¿eme jak spoèítat souøadnice projekce vektoru na pøímku procházející poèátkem. Nechż u je nenulový vektor. Chceme najít souøadnice ortogonální projekce nìjakého vektoru x na pøímku urèenou vektorem u. Projekce, kterou si oznaèíme Pu(x), se musí rovnat jednomu z vektorù tu, kde t je vhodné reálné èíslo. Vektor x − tu musí být kolmý na vektor u (proto¿e hledáme ortogonální projekci), proto musí platit 0 = (x − tu) · u = x · u − t(u · u).

Odtud dostáváme t = x · u u · u , a tedy Pu(x) =

( x · u u · u ) u. Pøíklad Najdìte souøadnice ortogonální projekce vektoru b = (3, 1) na pøímku urèenou vektorem a = (1, 2)

Øeźení dostaneme za pou¿ití právì odvozeného vzorce:

Pa(b) = ( b · a a · a ) a = 5 5 (1, 2) = (1, 2).

Dále se budeme zabývat výpoètem vzdálenosti d vektoru x = (x_0, y_0) od pøímky urèené rovnicí ax + by = 0, kde aspoò jedno z èísel a, b je rùzné od 0. Rovnice ax + by = 0 popisuje pøímku urèenou vektorem (−b, a) ≠ (0, 0), zatímco (a, b) je nenulový vektor kolmý k této pøímce. Vzdálenost vektoru x od pøímky ax + by = 0 se tedy rovná ortogonální projekci tohoto vektoru na pøímku urèenou vektorem a = (a, b). Platí proto

d = |Pa(x)| = | | | x · a a · a | | | |a| = |x · a| |a|^2 |a| = |x · a| |a| = ax_0 + by_0 √ a^2 + b^2 . Podobnì mù¿eme spoèítat obsah rovnobì¿níku urèeného nenulovými vektory a = (a, c) a b = (b, d). Zbylé dva vrcholy tohoto rovnobì¿níku jsou 0 a a+b. Délka výźky v tomto rovnobì¿níku z vrcholu a na stranu b se rovná vzdálenosti vektoru a od pøímky urèené vektorem b. Tato pøímka je popsána rovnicí dx − by = 0. Výźka má potom délku |ad − bc| √ b^2 + d^2 . Po vynásobení délkou vektoru b dostáváme, ¿e obsah rovnobì¿níku se rovná |ad − bc|.

A závìrem èásti o skalárním souèinu si øekneme o geometrické interpretaci soustavy lineárních rovnic ax + by = 0, cx + dy = 0. Budeme pøedpokládat, ¿e v ka¿dé rovnici je aspoò jeden z koe˛cientù nenulový. První rovnice popisuje vźechny vektory kolmé k (a, b), druhá pak vektory kolmé k (c, d). Samozøejmì, x = 0, y = 0 je øeźením soustavy. Jsou-li vektory (a, b) a (c, d) lineárnì nezávislé, urèují rùzné pøímky a soustava ¿ádné jiné øeźení nemá, neboż jediný vektor v rovin»e kolmý ke dvìma rùzným pøímkám je nulový vektor. Jsou-li vektory (a, b) a (c, d) lineárnì závislé, urèují stejnou pøímku a naźe soustava pak má nekoneènì mnoho øeźení, vźechna øeźení le¿í na pøímce procházející poèátkem kolmo k pøímce urèené vektory (a, b), (c, d).

Lineární transformace v rovinì

Na zaèátek nìkolik pøíkladù.

Pøíklad 1. Popiźte zobrazení, které ka¿dému vektoru x = (x, y) v rovinì pøiøadí jeho pravoúhlou projekci na pøímku urèenou vektorem u = (1, 2).

Øeźení. V pøedchozí kapitole jsme si ukázali, ¿e oznaèíme-li toto zobrazení Pu(x) = (x0, y0), pak platí

Pu(x) =

( x · u u · u ) u = ( x + 2y 5 ) (1, 2).

Proto

x0_=^{x + 2y}_{5 ,}

y0_=^2_{5(x + 2y).}

Pøíklad 2. Popiźte osovou symetrii vzhledem k pøímce urèené vektorem u = (u, v) = (1, 2).

Øeźení. Oznaème obraz vektoru x = (x, y) vzhledem k této symetrii Su(x) = (x0_{, y}0_{). Pravoúhlá projekce Pu(}x_{) vektoru} x_{na pøímku urèenou vektorem} u_{je}

støedem úseèky s krajními body x a Su(x). Platí proto

Pu(x) = 1 2 (x + Su(x)).

Odtud vypoèítáme Su(x) = 2Pu(x) − x.

Dosadíme za Pu(x) vyjádøení nalezené v minulém pøíkladu a najdeme

x0_=^2_{5(x − 2y) − x = −}^3_{5 x +}^4_{5 y,}

y0_=^4_{5 x +}^8_{5 y − y =}^4_{5 x +}^3_{5 y.}

Pøíklad 3. Popiźte dilataci se støedem v poèátku souøadnic a koe˛cientem r.

Øeźení. Oznaème hodnotu dilatace v bodì x jako D_r(x) = (x0, y0). Potom platí x0_{= rx} y0_{= ry.} Pøíklad 4. Popiźte otoèení se støedem v poèátku souøadnic o úhel θ v kladném smìru.

Oznaème opìt hodnotu této rotace v bodì x jako R_θ(x) = (x0, y0). Vyjádøíme x v polárním tvaru jako x = |x|(cos ϕ, sin ϕ). Potom

R_θ(x) = |x|(cos(ϕ+θ), sin(ϕ+θ)) = |x|(cos ϕ cos θ−sin ϕ sin θ, sin ϕ cos θ+cos ϕ sin θ).

Nyní staèí si uvìdomit, ¿e |x| cos ϕ = x a |x| sin ϕ = y. Platí tedy

x0_{= (cos θ)x − (sin θ)y} y0_{= (sin θ)x + (cos θ)y.}

Pøíklad 5. Posledním pøíkladem transformace roviny, který si nyní uvedeme, je zobrazení, které ka¿dému vektoru x = (x, y) pøiøazuje vektor (x0, y0), kde

x0_{= x} y0_{= x}2_{+ y.}

První ètyøi zobrazení jsou podobného typu. Vźechny pøiøazují libovolnému vektoru x vektor (x0, y0), kde x0_{= ax + by} y0_{= cx + dy,} a a, b, c, d jsou vhodná reálná èísla. Taková zobrazení se v geometrii roviny vyskytují velmi èasto a zaslou¿í si samostatný název.

De˛nice I.2. Lineární zobrazení (transformace) roviny je zobrazení A(x) = x0 = (x0_{, y}0_{), které ka¿dému vektoru} x_{= (x, y) pøiøazuje vektor (x}0_{, y}0_{), kde} x0_{= ax + by,} y0_{= cx + dy,}

a a, b, c, d jsou reálná èísla. Koe˛cienty obvykle zapisujeme v následující podobì ( a b c d ) , kterou nazýváme matice zobrazení A a oznaèujeme m(A).

Tak napøíklad matice identického zobrazení, které ka¿dému vektoru x pøiøazuje vektor I(x) = x, se rovná jednotkové matici m(I) = ( 1 0 0 1 ) . Podobnì matice nulového zobrazení, které ka¿dému vektoru x pøiøazuje vektor O(x) = 0, má matici m(O) = ( 0 0 0 0 ) , kterou nazýváme nulová matice.

Pøi výpoètu hodnoty lineárního zobrazení A s maticí m(A) v bodì x = (x, y) obvykle pou¿íváme sloupcový zápis vektorù:

A(x) = ( a b c d ) ( x y ) . První souøadnici vektoru A(x) tedy dostaneme tak, ¿e skalárnì vynásobíme první øádek matice m(A) se sloupcovým zápisem vektoru x, zatímco druhou souøadnici vektoru A(x) dostaneme jako skalární souèin druhého øádku matice m(A) se sloupcovým zápisem vektoru x.

Následující vlastnosti lineárních zobrazení si opìt mù¿e ka¿dý ovìøit sám z de˛- nice.

(1) A(0) = 0, (2) A(x + u) = A(x) + A(u) pro libovolné dva vektory x, u, (3) A(tx) = tA(x) pro libovolný vektor x a ka¿dé reálné èíslo t. Následující vìta ukazuje, ¿e podmínky (2) a (3) lineární zobrazení charakterizují.

Vìta I.1. Transformace roviny A je lineární právì kdy¿ zobrazení A splòuje podmínky (2) a (3) nebo ekvivalentnì, splòuje-li podmínku

A(tx + su) = tA(x) + sA(u) pro ka¿dé dva vektory x, u a libovolná èísla t, s. Dùkaz. Oznaème x = (x, y) a u = (u, v) souøadnice vektorù x, u a nechż matice zobrazení A je m(A) = ( a b c d ) . Potom A(x + u) = (a(x + u) + b(y + v), c(x + u) + d(y + v)) = (ax + by, cx + dy) + (au + bv, cu + dv) = A(x) + A(u). Druhou vlastnost (3) doká¿eme podobnì.

Nechż naopak zobrazení A splòuje podmínky (2) a (3). Víme u¿, ¿e ka¿dý vektor x = (x, y) mù¿eme jednoznaènì vyjádøit ve tvaru x = xe_1 + ye_2. Z podmínek (2) a (3) potom plyne

A(x) = A(xe_1 + ye_2) = A(xe_1) + A(ye_2) = xA(e_1) + yA(e_2).

8 Oznaèíme-li vektory A(e_1) = ( a c ) a A(e_2) = ( b d ) , platí pro vektor A(x) = (x0, y0) x0_{= ax + by} y0_{= cx + dy.} Tím jsme dokázali, ¿e podmínky (2) a (3) jsou ekvivalentní linearitì zobrazení A.

Doká¿eme jeźtì, ¿e jsou tyto dvì podmínky ekvivalentní jediné podmínce ze znìní vìty. Jsou-li podmínky (2), (3) splnìné, platí pro ka¿dé dva vektory x, u a reálná èísla t, s, ¿e A(tx + su) = A(tx) + A(su) = tA(x) + sA(u).

Platí-li naopak podmínka ze znìní vìty, dostaneme podmínku (2) volbou t = s = 1, zatímco podmínku (3) dostaneme volbou u = 0. �

Z dùkazu Vìty I.1. vyplývá jedna dùle¿itá vìc. Matice zobrazení A je jednoznaènì urèená hodnotami zobrazení A na vektorech e_1, e_2 standardní báze. Této vlastnosti lineárních zobrazení vyu¿ijeme pøi øeźení následujícího pøíkladu.

Pøíklad 6. Najdìte matici projekce Pu na pøímku urèenou libovolným nenulovým vektorem u = (u, v).

Øeźení. Najdeme hodnotu projekce Pu v prvcích standardní báze. Platí

Pu(e_1) = e^1 · u u · u u = u u^2 + v^2

(u, v) = ( u^2 u^2 + v^2 , uv u^2 + v^2 ). Podobnì dostaneme Pu(e_2) = ( uv u^2 + v^2 , v^2 u^2 + v^2 ). Pro matici m(Pu) tak dostáváme vyjádøení

m(Pu) = (_{u2} u2+v2 uv u2+v2 uv u2+v2 v2 u2+v2 ) .

Speciálnì, je-li u = (cos θ, sin θ) jednotkový vektor, pak platí

m(Pu) = ( cos^2 θ sin θ cos θ sin θ cos θ sin^2 θ ) . Je-li L = {a + tu; t ∈ R} pøímka procházející bodem a a rovnobì¿ná s vektorem u ≠ 0 a A lineární zobrazení, pak obrazem pøímky L zobrazením A rozumíme mno¿inu A(L) = {A(a + tu); t ∈ R} obrazù vźech vektorù le¿ících na pøímce L. Pro obrazy pøímek lineárními transformacemi platí následující tvrzení.

Vìta I.2. Je-li A lineární transformace v rovinì, pak obraz ka¿dé pøímky je pøímka nebo bod.

Dùkaz. Staèí pou¿ít Vìtu I.1. Pro mno¿inu A(L) platí A(L) = {A(a) + tA(u); t ∈ R}. Je-li A(u) ≠ 0, je A(L) pøímka procházející bodem A(a) a rovnobì¿ná s vektorem A(u). Je-li A(u) = 0, je A(L) = {A(a)}, neboli obrazem pøímky L je jediný bod A(a). �

Jsou-li dány dva vektory x, u v rovinì, nazýváme mno¿inu

` = {rx + su; r, s ∈ [0, 1]}

rovnobì¿ník urèený vektory x, u. Pokud jsou vektory x, u lineárnì nezávislé, je` skuteèný rovnobì¿ník s vrcholy 0, x, u a x + u. Pokud jsou vektory x, u line«arn»e z«avisl«e, je ` úseèka nebo bod 0 (degenerovaný rovnobì¿ník).

Je-li navíc A lineární zobrazení, je obraz rovnobì¿níku ` zobrazením A roven mno¿inì A(`) = {rA(x) + sA(u); r, s ∈ [0, 1]}. Mno¿ina A(`) je tedy opìt rovnobì¿ník, nedegenerovaný v pøípadì lineární nezávislosti vektorù A(x) a A(u).

Zobrazení v rovinì mù¿eme skládat. Jsou-li A, B nìjaká dvì (nemusí být nutnì lineární) zobrazení, pak slo¿ením AB nazýváme zobrazení v rovinì, které ka¿dému vektoru x pøiøazuje vektor A(B(x)). Platí tedy

(AB)(x) = A(B(x)).

Slo¿ení dvou zobrazení závisí na poøadí, ve kterém je skládáme. Snadno si najdete pøíklad dvou lineárních zobrazení A, B, pro která platí AB ≠ BA. Napøíklad dvì osové symetrie urèené rùznými neortogonálními pøímkami. Pokud jsou osy symetrie ortogonální, je slo¿ení AB = BA støedovou symetrií vzhledem k poèátku souøadnic. Snadno si také uká¿ete, ¿e pro ka¿dé lineární zobrazení A v rovinì platí AI = IA = A a AO = OA = O. Slo¿ení dvou lineárních zobrazení nejlépe spoèítáme za pou¿ití matic obou zob-

razení. Nechż je zobrazení A urèené maticí m(A) = ( a b c d ) a zobrazení B maticí m(B) = ( p q r s ) . Potom se obraz vektoru x = (x, y) zobrazením B rovná vek-

toru B(x) = (x0, y0), kde x0 = px + qy, y0 = rx + sy. Zobrazíme-li dále vektor B(x) = (x0, y0) zobrazením A, dostaneme vektor A(B(x) = (x00, y00), kde

x00_{= ax}0_{+ by}0_{= a(px + qy) + b(rx + sy) = (ap + br)x + (aq + bs)y} y00_{= cx}0_{+ dy}0_{= c(px + qy) + d(rx + sy) = (cp + dr)x + (cq + ds)y.} Matice slo¿eného zobrazení AB se tedy rovná m(AB) = ( ap + br aq + bs cp + dr cq + ds ) .

Výpoèet, který jsme právì uvedli, motivuje následující de˛nici.

De˛nice I.1. Jsou-li M = ( a b c d ) a N = ( p q r s ) dvì matice, pak jejich souèinem nazýváme matici MN = ( ap + br aq + bs cp + dr cq + ds ) . Matice násobíme podle pravidla øádek krát sloupec. To znamená, ¿e v prvním øádku a prvním sloupci souèinu matic je skalární souèin prvního øádku levé matice a prvního sloupce pravé matice, v prvním øádku a druhém sloupci souèinu matic je skalární souèin prvního øádku a druhého sloupce, atd.

Pøíklad Zobrazení U je dáno maticí ( 0 1 1 0 ) . Jaký je jeho geometrický význam?

Pomocí násobení matic doka¿te, ¿e UU = I.

Jeźtì pøed de˛nicí souèinu matic jsme dokázali následující tvrzení.

Vìta I.3. Pro libovolná dvì lineární zobrazení A, B platí m(AB) = m(A)m(B). �

Pøíklad Doka¿te, ¿e pro libovolné dva úhly θ, ψ platí R_θR_ψ = R_{θ+ψ}.

Pøíklad Oznaème S_θ osovou symetrii vzhledem k ose urèené vektorem (cos θ, sin θ). Jaké zobrazení dostaneme slo¿ením S_θS_ψ?

Vìta I.4. Pro libovolná tøi lineární zobrazení A, B, C platí A(BC) = (AB)C a m(A)(m(B)m(C)) = (m(A)m(B))m(C). Dùkaz. Pro ka¿dý vektor x platí

(A(BC))(x) = A(BC(x)) = A(B(C(x))) = (AB)(C(x)) = ((AB)C)(x),

proto jsou si zobrazení A(BC) a (AB)C rovná. Opakovaným pou¿itím Vìty I.3 pak dostáváme rovnì¿ m(A)(m(B)m(C)) = (m(A)m(B))m(C). Dùsledek Násobení matic je asociativní.

Dùkaz. Ka¿dá z matic K, L, M je maticí nìjakého lineárního zobrazení: K = m(A), L = m(B) a M = m(C). Podle druhé èásti pøedchozí vìty platí K(LM) = m(A)(m(B)m(C)) = (m(A)m(B))m(C) = (KL)M. �

Mù¿ete si zkusit dokázat poslední dùsledek pøímo podle de˛nice násobení matic. Náź dùkaz s vyu¿itím skládání lineárních zobrazení umo¿nil vyhnout se slo¿itìjźímu výpoètu.

Lineární zobrazení mù¿eme také sèítat a násobit reálným èíslem. Jsou-li A, B dvì lineární zobrazení, pak de˛nujeme souèet tìchto zobrazení A + B jako zobrazení, které ka¿dému vektoru x pøiøazuje vektor (A + B)(x) = A(x) + B(x). Stejnì tak pro reálné èíslo k de˛nujeme zobrazení kA pøedpisem (kA)(x) = k(A(x)) pro ka¿dý vektor x a nazýváme jej souèin zobrazení A s reálným èíslem k.

Pøíklad Doka¿te, ¿e platí Su = 2Pu − I pro ka¿dý nenulový vektor u.

Jaká je matice souètu zobrazení A + B? Je-li m(A) = ( a b c d ) a m(A) = ( p q r s ) , pak pro libovolný vektor x = (x, y) platí A(x) = (ax + by, cx + dy) a

B(x) = (px + qy, rx + sy). Proto

A(x) + B(x) = ((a + p)x + (b + q)y, (c + r)x + (d + s)y).

Zobrazení A + B je tedy lineární a urèené maticí

m(A + B) = ( a + p b + q c + r d + s ) .

Tuto matici nazýváme souèet matic ( a b c d ) a ( p q r s ) . Podobnì si mù¿ete dokázat, ¿e m(kA) = ( ka kb kc kd ) . Tato matice se nazývá

souèin matice ( a b c d ) s reálným èíslem k.

Pøíklad Doka¿te, ¿e osová symetrie vzhledem k ose urèené vektorem u = (cos θ, sin θ) má matici m(Su) = ( cos 2θ sin 2θ sin 2θr − cos 2θ ) . Vyu¿ijte toho, ¿e víme, ¿e Su = 2Pu − I a ¿e známe matici m(Pu).

A závìrem èásti o operacích s maticemi jeźtì nìkolik pøíkladù matic. Matice ( c 0 0 d )

nazýváme diagonální matice. Permutaèní matice je matice ( 0 1 1 0 ) . Následující dva typy matic se nazývají matice zkosení nebo také trojúhelníkové matice: ( 1 k 0 1 ) , ( 1 0 m 1 ) .

Inverzní matice

Soustavu rovnic ax + by = u cx + dy = v mù¿eme chápat jako jedinou rovnici A(x) = u,

kde A je lineární operátor urèený maticí ( a b c d ) , x je neznámý vektor, a u = (u, v) je vektor pravých stran. Na první pohled podobnou rovnici ax = u, kde a ≠ 0, u jsou reálná èísla a x je neznámé reálné èíslo, vyøeźíme snadno tak, ¿e ji vynásobíme èíslem a�^1. K tomu, abychom stejnì mohli vyøeźit rovnici A(x) = u, potøebujeme najít lineární transformaci B takovou, ¿e platí BA = I. Pokud takovou transformaci B najdeme, mù¿eme ji aplikovat na obì strany rovnice A(x) = u (obì strany jsou vektory!) a dostaneme tak postupnì BA(x) = B(u) I(x) = B(u) x = B(u).

Øeźením rovnice A(x) = u tak mù¿e být pouze vektor B(u). Je-li jím skuteènì, zjistíme zkouźkou. Musí platit AB(u) = u. Abychom to mohli dokázat, musíme navíc pøedpokládat, ¿e AB = I. Tyto úvahy motivují následující de˛nici. De˛nice I.4. Je-li A lineární transformace, pak lineární transformaci B nazýváme inverzní transformace k transformaci A, platí-li BA = AB = I.

Pozdìji si uká¿eme, ¿e staèí pøedpokládat pouze jednu z rovností BA = I nebo AB = I, neboż z kterékoliv z tìchto rovností plyne ta druhá.

Pokud existuje inverzní zobrazení k lineární transformaci A, je urèené jednoznaènì. Nechż jsou B, C dvì lineární transformace inverzní k A. Potom platí B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C. Inverzní zobrazení k A, pokud existuje, oznaèujeme A�^1.

Pøíklad Pomocí matice zobrazení doka¿te, ¿e D�^1_r = D_r�1 a R�^1_θ = R�_θ. Pøíklad Doka¿te, ¿e neexistuje inverzní zobrazení k projekci P na první osu souøadnic. (Návod: jakou hodnotu by mìlo mít lineární zobrazení P �^1 v bodì 0?)

Následující vìta udává nutnou a postaèující podmínku pro existenci inverzních lineárních zobrazení.

Vìta I.5. Buï A lineární transformace v rovinì s maticí ( a b c d ) . Potom jsou následující dvì podmínky ekvivalentní:

(1) existuje inverzní transformace A�^1, (2) ad − bc ≠ 0.

Pokud jsou tyto podmínky splnìné, platí pro matici inverzního zobrazení m(A�1_{) =}^{( d}ad�bc �^bad�bc �c_{ad}�_{bc} a_{ad}�_{bc} ) . Dùkaz. (2)⇒(1). Nejdøíve uká¿eme, ¿e pokud k A existuje inverzní zobrazení, pak z rovnosti A(x) = 0 plyne x = 0. Pokud na obì strany rovnosti A(x) = 0 aplikujeme inverzní zobrazení A�^1, dostaneme rovnost A�^1(A(x)) = A�^1(0) = 0. Proto¿e

A�1_{A = I, platí (A}�1_{A)(}x_{) = I(}x_{) =} x_.

Proto¿e pøedpokládáme, ¿e inverzní zobrazení A�^1 existuje, platí A(e_1) = ( a c ) ≠ 0, proto aspoò jedno z èísel a, c musí být rùzné od 0. Podobnì z rovnosti A(e_2) = ( b d ) ≠ 0 plyne, ¿e také aspoò jedno z èísel b, d je nenulové. Dále platí

A ( −b a ) = ( a b c d ) ( −b a ) = ( 0 −bc + ad ) . Proto¿e (−b, a) ≠ (0, 0) a A((−b, a)) ≠ (0, 0), musí platit ad − bc ≠ 0.

(1)⇒(2). Uká¿eme, ¿e m(A�1_{) =}^{( d}ad�bc �^bad�bc �c_{ad}�_{bc} a_{ad}�_{bc} )

je skuteènì maticí inverzního zobrazení k A. Vynásobením matic dostaneme m(A�1_{A) = m(A}�1_{)m(A) =}^{( d}ad�bc �^bad�bc �c_{ad}�_{bc} a_{ad}�_{bc} ) ( a b c d ) = ( 1 0 0 1 ) . Vynásobíme-li obì matice v opaèném poøadí, dostaneme také

m(AA�^1) = m(A)m(A�^1) = ( a b c d ) (_d ad�bc �^bad�bc �c_{ad}�_{bc} a_{ad}�_{bc} ) = ( 1 0 0 1 ) . Platí proto A�^1A = AA�^1 = I. �

Matici inverzního zobrazení k A mù¿ete snadno vypoèítat øeźením soustavy rovnic, kterou dostaneme z rovnosti ( a b c d ) ( p q r s ) = ( 1 0 0 1 ) . Z ní toti¿ plyne soustava rovnic ap + br = 1 cp + dr = 0 aq + bs = 0 cq + ds = 1.

»Reźením této soustavy dostaneme prvky matice m(A�^1) ze znìní Vìty I.5.

Determinant

Pøíklad Jsou-li a = (a, c) = |a|(cos θ, sin θ) a b = (b, d) = |b|(cos ϕ, sin ϕ) dva vektory, doka¿te ¿e

sin(ϕ − θ) = ad − bc |a||b| . Výraz ad − bc se také objevil v matici inverzního zobrazení a rovnì¿ pøi výpoètu obsahu rovnobì¿níku urèeného vektory a = (a, c) a b = (b, d).

De˛nice I.5. Je-li M = ( a b c d ) matice, pak výraz ad−bc nazýváme determinant

matice M. Znaèíme jej |M| nebo také det(M).

Zn«ame u¿ geometrický význam absolutní hodnoty determinantu matice M. Je to obsah rovnobì¿níku de˛novaného vektory a = (a, c) a b = (b, d). Zbývá tedy vyjasnit geometrický význam znaménka determinantu matice. Z prvního pøíkladu

èásti o determinantu vyplývá, ¿e znaménko determinantu | | | a b c d | | | je kladné právì kdy¿ orientovaný úhel mezi vektory (a, c) a (b, d) le¿í v intervalu (0, π) a je záporné právì kdy¿ orientovaný úhel mezi obìma vektory le¿í v intervalu (π, 2π).

De˛nice I.6. Uspoøádaná dvojice lineárnì nezávislých vektorù x_1 = (x_1, y_1) a x_2 = (x_2, y_2) se nazývá kladnì orientovaná, jestli¿e | | | a b c d | | | > 0, a nazývá se zápornì orientovaná, je-li tento determinant záporný.

Pøíklad Standardní báze e_1, e_2 je kladnì orientovaná. Dvojice (1, 2), (−1, 2) je rovnì¿ kladnì orientovaná. Dvojice (−1, 2), (1, 2) je orientovaná zápornì.

Uká¿eme si jeźtì, co øíká znaménko determinantu matice lineárního zobrazení.

De˛nice I.7. Øíkáme, ¿e lineární zobrazení A zachovává orientaci, jestli¿e pro ka¿- dou kladnì orientovanou dvojici vektorù x_1, x_2 platí, ¿e také dvojice A(x_1), A(x_2) je kladnì orientovaná. Pokud pro ka¿dou kladnì orientovanou dvojici x_1, x_2 platí, ¿e A(x_1), A(x_2) je zápornì orientovaná, øíkáme ¿e A obrací orientaci.

Vìta I.6. Lineární zobrazení A s maticí m(A) = ( a b c d ) zachovává orientaci

právì kdy¿ det(m()A) > 0 a obrací orientaci právì kdy¿ det(m(A)) < 0.

Dùkaz. Nechż A zachovává orientaci. Potom je dvojice vektorù A(e_1) = (a, c) a A(e_2) = (b, d) kladnì orientovaná a tedy | | | a b c d | | | = det(m(A)) > 0.

Nechż naopak det(m(A)) > 0. Pro libovolnou kladnì orientovanou dvojici x_1 = (x_1, y_1) a x_2 = (x_2, y_2) platí A ( x_1 y_1 ) = ( a b c d ) ( x_1 y_1 ) = ( ax_1 + by_1 cx_1 + dy_1 )

a rovnì¿ A ( x_2 y_2 ) = ( a b c d ) ( x_2 y_2 ) = ( ax_2 + by_2 cx_2 + dy_2 ) . Orientaci dvojice A(x_1), A(x_2) poznáme podle znaménka determinantu | | | ax_1 + by_1 ax_2 + by_2 cx_1 + dy_1 cx_2 + dy_2 | | | = (ax^1 + by^1)(cx^2 + dy^2) − (cx^1 + dy^1)(ax^2 + by^2)

= (ad − bc)(x_1y_2 − x_2y_1) = | | | a b c d | | | | | | x_1 x_2 y_1 y_2 | | | . Oba determinanty jsou podle pøedpokladu kladné, dvojice A(x_1), A(x_2) je tedy kladnì orientovaná.

Druhé tvrzení vìty doká¿eme zcela analogicky, jediná zmìna je ve znaménku ad − bc. �