6. Lineární zobrazení

Geometrická motivace lineárních zobrazení.

De˛nice 6.14. Jsou-li U, V vektorové prostory nad stejným tìlesem T a A : U → V zobrazení, pak øíkáme, ¿e A je lineární zobrazení, platí-li

A(ax + by) = aA(x) + bA(y)

pro ka¿dé dva vektory x, y ∈ U a ka¿dé dva skaláry a, b ∈ T. Lineární zobrazení A je prosté (monomor˛zmus), je-li zobrazení A prosté, je na (epimor˛zmus), je-li A zobrazení na, a nazývá se izomor˛zmus, je-li A vzájemnì jednoznaèné (tj. prosté a na) zobrazení.

Pøipomeòme, ¿e co je to izomor˛zmus dvou vektorových prostorù jsme de˛novali u¿ v De˛nici 5.11. Srovnáním obou de˛nic dostáváme, ¿e izomor˛zmus je lineární zobrazení, které je vzájemnì jednoznaèné.

Pøíklad 6.12. a) Identické zobrazení vektorového prostoru na sebe je lineární zobrazení.

b) Zobrazení A : U → V, které ka¿dému x ∈ U pøiøazuje nulový vektor prostoru V, je lineární zobrazení.

c) Zobrazení π_i : T^n → T^n�^1, i = 1, 2, . . . , n, de˛nované pøedpisem

π_i(a_1, . . . , a_n) = (a_1, . . . , a_i�_1, a_{i+1}, . . . , a_n)

je lineární zobrazení.

d) Zobrazení ρ_i : T^n → T , i = 1, 2, . . . , n, de˛nované pøedpisem ρ_i(a_1, . . . , a_n) = a_i je lineární zobrazení.

Pøíklad 6.13. a) Doka¿te, ¿e jsou-li A : U → V a B : V → W lineární zobrazení, pak také jejich slo¿ení BA : U → W je lineární zobrazení.

b) Doka¿te, ¿e jsou-li A : U → V a B : V → W izomor˛zmy, pak také BA : U → W je izomor˛zmus.

c) Doka¿te, ¿e je-li A : U → V izomor˛zmus, pak také inverzní zobrazení A�^1 : V → U je izomor˛zmus.

d) Doka¿te, ¿e ka¿dé dva vektorové prostoty stejné koneèné dimenze n nad tìlesem T jsou izomorfní.

Zavedeme jeźtì následující oznaèení. Je-li A : U → V lineární zobrazení, pak obraz prostoru U zobrazením A budeme oznaèovat A(U) nebo také Im(A), je to mno¿ina {y ∈ V : a(x) = y pro nìjaké x ∈ U}. Obecnìji, je-li S ⊆ U, pak obraz A(S) mno¿iny S zobrazením A je mno¿ina {y ∈ V : A(x) = y pro nìjaké x ∈ S}. Jádro lineárního zobrazení A je

Typeset by AMS-TEX 1

podprostor {x ∈ U : A(x) = 0} prostoru U. (Doka¿te si, ¿e je to opravdu podprostor U.) A nakonec, je-li S podmno¿ina U, pak l(S) oznaèuje lineární obal S. Je-li S = {x_1, . . . , x_n}, pak píźeme také l(x_1, . . . , x_n) místo l(S).

Pøíklad 6.14. Soustava m lineárních rovnic o n neznámých coby lineární zobrazení. Uva- ¿ujme soustavu rovnic

a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + · · · + a_{1n}x_n = b_1 a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + · · · + a_{2n}x_n = b_2 . . a_{m1}x_1 + a_{m2}x_2 + · · · + a_{mn}x_n = b_m.

Koe˛cienty a_{ij} této soustavy jsou prvky nìjakého tìlesa T. Levé strany rovnic této soustavy urèují lineární zobrazení z prostoru T^n do prostoru T^m. Skuteènì, oznaème si u_j vektor (a_{1j}, a_{2j}, . . . , a_{mj}) koe˛cientù u neznámé x_j . Pro názornost si jej mù¿eme zapsat ve sloupcovém tvaru:

u_j = a_{1j} a_{2j} . . a_{mj} .

Je-li nyní (a_1, . . . , a_n) ∈ T^n libovolný vektor n-dimenzionálního aritmetického prostoru T^n, mù¿eme vypoèítat vektor

u_1a_1 + · · · + u_na_n = a_{11} a_{21} . . a_{mj} a^1 + a_{12} a_{22} . . a_{m2} a^2 + · · · + a_{1n} a_{2n} . . a_{mn} a^n.

Pokud se tento vektor bude rovnat vektoru pravých stran

b_1 b_2 . . b_m naźí soustavy, budou èísla a_1, . . . , a_n øeźením této soustavy. Zobrazení A : T^n → T^m, které ka¿dému vektoru x = (x_1, x_2, . . . , x_n ∈ T^n pøiøazuje vektor

A(x) = u_1x_1 + u_2x_2 + · · · u_nx_n

je lineární zobrazení. Naźe soustava má aspoò jedno øeźení právì kdy¿ vektor pravých stran (b_1, . . . , b_m) le¿í v obrazu Im(A) operátoru A. Soustava má nejvýźe jedno øeźení právì kdy¿ je operátor A prostý.

Vìta 6.22. Základní vlastnosti lineárních zobrazení. Buï A : U → V lineární zobrazení. Potom platí

a) A(a_1x_1 + · · · + a_nx_n) = a_1A(x_1) + · · · + a_nA(x_n) pro ka¿dé n ≥ 1, libovolné vektory x_1, . . . , x_n ∈ U a libovolné skaláry a_1, . . . , a_n.

b) A(l(x_1, . . . , x_n)) = l(A(x_1), . . . , A(x_n)) pro libovolné vektory x_1, . . . , x_n ∈ U. c) A(l(S)) = l(A(S)) pro ka¿dou podmno¿inu S prostoru U.

d) Je-li S podprostor vektorového prostoru U, pak A(S) je podprostor prostoru V. Speciálnì, Im(A) = A(U) je podprostor V.

e) Je-li S podprostor V, pak A�^1(S) = {x ∈ U : A(x) ∈ S} je podprostor U. Speciálnì, jádro Ker(A) lineárního zobrazení A je podprostor U.

f) A(0) = 0.

Dùkaz. a) Pro n = 2 to plyne pøímo z de˛nice. Je-li n > 2, platí A(a_1x_1 +· · ·+a_n�_1x_n�_1 + a_nx_n) = A(a_1x_1 +· · ·+a_n�_1x_n�_1)+a_nA(x_n) = · · · = a_1A(x_1)+· · · a_nA(x_n). Zbývá n = 1. V tomto pøípadì A(a_1x_1) = A(a_1x_1 + 0x_2) = a_1A(x_1) + 0A(x_2) = a_1A(x_1).

Formálnìjźí dùkaz lze udìlat indukcí podle n. b) Je-li x ∈ l(x_1, . . . , x_n), platí x = ∑_n 1 a_ix_i pro nìjaké skaláry a_1, . . . , a_n podle Vìty 5.17. Potom dostáváme, ¿e A(x) = A( ∑_n 1 a_ix_i) = ∑_n 1 a_iA(x_i) (podle èásti a)), a tedy také A(x) ∈ l(A(x_1), . . . , A(x_n)).

Opaènì, je-li y ∈ l(A(x_1), . . . , A(x_n)), platí opìt podle Vìty 5.17, ¿e y = ∑_n 1 b_iA(x_i) pro nìjaká èísla b_1, . . . , b_n. Podle èásti a) potom platí y = ∑_n 1 b_iA(x_i) = A( ∑_n 1 b_ix_i), tedy y ∈ A(l(x_1, . . . , x_n)).

c) Jestli¿e je x ∈ l(S), potom existují podle Vìty 5.17 prvky x_1, . . . , x_n ∈ S takové, ¿e x ∈ l(x_1, . . . , x_n). Pak podle èásti b) platí A(x) ∈ A(l(x_1, . . . , x_n)) = l(A(x_1, . . . , x_n)) ⊆ l(A(S)). Naopak, je-li y ∈ l(A(S)), pak opìt podle Vìty 5.17 existují vektory x_1, . . . , x_n ∈ S takové, ¿e y ∈ l(A(x_1), . . . , A(x_n)). Podle èásti b) je potom y ∈ l(A(x_1), . . . , A(x_n)) = A(l(x_1, . . . , x_n)) ⊆ A(l(S)).

d) Pou¿ijeme jednoduché tvrzení, ¿e mno¿ina S ⊆ U je podprostor U právì kdy¿ l(S) = S, které si snadno doká¿ete pøímo z de˛nic 5.12 a 6.14. Potom l(A(S)) = A(l(S)) = A(S), tedy A(S) je podprostor V.

e) Jsou-li x, y libovolné dva prvky A�^1(S) a a, b ∈ T, pak A(x), A(y) ∈ S, a vzhledem k tomu, ¿e S je podprostor V, také aA(x)+bA(y) = A(ax+by) ∈ S. Tedy ax+by ∈ A�^1(S).

f) Platí A(0) = A(0x) = 0A(x) = 0, kde x je libovolný prvek U. �

Vìta 6.23. Následující tvrzení o lineárním zobrazení A : U → V jsou ekvivalentní:

a) Lineární zobrazení A je prosté. b) Ker(A) = {0}. c) Obraz ka¿dé lineárnì nezávislé mno¿iny v U je lineárnì nezávislá mno¿ina ve V. V pøípadì, ¿e U je koneènì-dimenzionální vektorový prostor, jsou tato tvrzení ekvivalentní jeźtì s následujícím tvrzením.

d) Obraz nìjaké báze v U je lineárnì nezávislá mno¿ina ve V.

Dùkaz. a)⇒b) Buï x ∈ Ker(A). Potom A(x) = 0 = A(0). Zobrazení A je prosté, tedy x = 0.

b)⇒c). Buï S lineárnì nezávislá mno¿ina, x_1, . . . , x_n ∈ S. Je-li ∑_n 1 a_iA(x_i) = 0 pro nìjaké skaláry a_1, . . . , a_n, je také A( ∑_n 1 a_ix_i) = 0. Proto¿e je Ker(A) = {0}, platí ∑_n i a_ix_i = 0. Mno¿ina S je ale lineárnì nezávislá, tedy a_i = 0 pro vźechna i = 1, . . . , n.

Tedy i mno¿ina {A(x) : x ∈ S} je lineárnì nezávislá.

c)⇒a). Je-li A(x) = A(y) pro nìjaké vektory x, y ∈ U, platí A(x − y) = 0. Obraz mno¿iny {x − y} zobrazením A tedy není lineárnì nezávislý, to tedy znamená podle c), ¿e ani mno¿ina {x − y} není lineárnì nezávislá. Proto x = y = 0, neboli x = y.

c)⇒d). Proto¿e ka¿dá báze v U je lineárnì nezávislá, je obraz ka¿dé báze v U zobrazením A lineárnì nezávislý ve V.

d)⇒b) za pøedpokladu, ¿e U je koneènì dimenzionální. Buï x_1, . . . , x_n ta báze v U, její¿ obraz je lineárnì nezávislý ve V. Buï x ∈ Ker(A). Potom x = ∑_n 1 a_ix_i pro nìjaké skaláry a_i ∈ T. Potom A(x) = ∑_n 1 a_iA(x_i) podle Vìty 6.22a. Proto¿e x ∈ Ker(A), platí ∑_n 1 a_iA(x_i) = 0. Proto¿e je systém A(x_1), . . . , A(x_n) lineárnì nezávislý ve V, platí a_i = 0 pro vźechna i = 1, . . . , n, tedy x = 0. �

Vìta 6.24. Buï A : U → V lineární zobrazení a x_1, . . . , x_n báze v U. Potom je A izomor˛zmus právì kdy¿ A(x_1), . . . , A(x_n) je báze v prostoru V.

Dùkaz. Buï A izomor˛zmus. Potom je mno¿ina {A(x_1), . . . , A(x_n)} lineárnì nezávislá ve V podle Vìty 6.23, neboż A je prosté. Vezmìme libovolné y ∈ V. Vzhledem k tomu, ¿e A je také zobrazení na celé V, existuje x ∈ U takový, ¿e A(x) = y. Prvky x_1, . . . , x_n tvoøí bázi v U, tedy x = ∑_n 1 a_ix_i pro nìjaké skaláry a_1, . . . , a_n. Potom y = A(x) = ∑_n 1 a_iA(x_i). Ka¿dý prvek y ∈ V lze tedy vyjádøit jako lineární kombinaci prvkù mno¿iny {A(x_1), . . . , A(x_n)}, tato mno¿ina je tedy bází V.

Nechż je naopak mno¿ina {A(x_1), . . . , A(x_n)} báze ve V. Potom je zobrazení A prosté, neboż splòuje podmínku d) Vìty 6.23. Libovolný prvek y ∈ V lze vyjádøit jako lineární kombinaci y = ∑_n 1 a_iA(x_i), neboż {A(x_1), . . . , A(x_n)} je báze ve V. Potom y = A( ∑_n 1 a_ix_i) a tedy je A rovnì¿ zobrazení na celé V. �

Dále se budeme zabývat existencí lineárních zobrazení.

Vìta 6.25. Jsou-li U, V vektorové prostory nad T, x_1, . . . , x_n báze v U a y_1, . . . , y_n libovolné prvky prostoru V, pak existuje právì jedno lineární zobrazení A : U → V takové, ¿e A(x_i) = y_i pro vźechna i = 1, . . . , n. Dùkaz. Buï x = ∑_n 1 a_ix_i libovolný prvek U. De˛nujme A(x) = ∑_n 1 a_iy_i. Je-li y = ∑_n 1 b_ix_i dalźí prvek U a a, b ∈ T, pak ax + by = ∑_n 1 (aa_i + bb_i)x_i a tedy

A(ax + by) = n∑ 1 (aa_i + bb_i)y_i = a n∑ 1 a_iy_i + b n∑ 1 b_iy_i = aA(x) + bA(y).

Zobrazení A je tedy lineární.

Je-li B : U → V libovolné lineární zobrazení takové, ¿e B(x_i) = y_i pro vźechna i = 1, . . . , n, potom pro ka¿dé x = ∑_n 1 a_ix_i ∈ U platí

A(x) = n∑ 1 a_iA(x_i) = n∑ 1 a_iy_i = n∑ 1 a_iB(x_i) = B( n∑ 1 a_ix_i) = B(x).

Tím je dokázáno, ¿e A(x) = B(x) pro vźechna x ∈ U, neboli A = B. �

Vìta 6.26. Jsou-li U, V vektorové prostory nad T, x_1, . . . , x_n báze v U a y_1, . . . , y_n báze ve V, pak existuje právì jeden izomor˛zmus A : U → V takový, ¿e A(x_i) = y_i pro ka¿dé i = 1, . . . , n. Dùkaz. Plyne to ze dvou pøedcházejících vìt. Podle Vìty 6.25 existuje právì jedno lineární zobrazení A : U → V takové, ¿e A(x_i) = y_i pro ka¿dé i = 1, . . . , n. Podle Vìty 6.24 je toto zobrazení izomor˛zmus.

Závìrem této obecné èásti o lineárních zobrazeních se budeme zabývat souvislostmi mezi dimenzí a lineárními zobrazeními. Dimenzi vektorového prostoru U budeme oznaèovat dimU.

Vìta 6.27. Buï U koneènì dimenzionální vektorový prostor a A : U → V lineární zobrazení. Potom platí dimU = dimKer(A) + dimIm(A).

Dùkaz. Jádro Ker(A) zobrazení A je podprostor U podle Vìty 6.22e. Podle Vìty 5.19 má koneènou dimenzi m ≤ n. Buï x_1, . . . , x_m libovolná báze v Ker(A). Podle Vìty 5.20 ji lze rozźíøit do báze x_1, . . . , x_m, x_{m+1}, . . . , x_n prostoru U. Doká¿eme, ¿e A(x_{m+1}), . . . , A(x_m) je báze obrazu Im(A).

Je-li y ∈ Im(A), existuje x ∈ U takové, ¿e A(x) = y. Proto¿e je x_1, . . . , x_n báze v U platí x = ∑_n 1 a_ix_i pro vhodné skaláry a_1, . . . , a_n. Potom

y = A(x) = n∑ 1 a_iA(x_i) = n∑ i=m+1 a_iA(x_i),

neboż A(x_i) = 0 pro vźechna i = 1, . . . , m. Vektory A(x_{m+1}), . . . , A(x_n) tedy generují podprostor Im(A) prostoru V. Zbývá dokázat, ¿e jsou lineárnì nezávislé.

Nechż tedy_n ∑ i=m+1 b_iA(x_i) = 0

pro nìjaké skaláry b_{m+1}, . . . , b_n. Potom platí také, ¿e

A( n∑ i=m+1 b_ix_i) = 0.

Tedy_n ∑ i=m+1 b_ix_i ∈ Ker(A).

Existují tedy skaláry b_1, . . . , b_m takové, ¿e n∑ i=m+1 b_ix_i = m∑ 1 b_ix_i,

neboż x_1, . . . , x_m tvoøí bázi v Ker(A). Potom ale m∑ i=1 (−b_i)x_i + n∑ i=m+1 b_ix_i = 0.

Vzhledem k tomu, ¿e x_1, . . . , x_n je báze v U, platí b_1 = · · · = b_n = 0. Proto jsou vektory A(x_{m+1}), . . . , A(x_n) lineárnì nezávislé.

Dokázali jsme tak, ¿e dimIm(A) = n − m. � Dùsledek 6.28. Je-li A : U → V lineární zobrazení na celý prostor V a U koneènì dimenzionální, pak V je také koneènì dimenzionální a dimV ≤ dimU. Dùkaz. Podle pøedchozí vìty dimV = dimIm(A) = dimU − dimKer(A) ≤ dimU. � Dùsledek 6.29. Jsou-li U, V dva koneènì dimenzionální prostory nad T, pak U, V jsou izomorfní právì kdy¿ mají stejnou dimenzi.

Dùkaz. Mají-li U a V stejnou koneènou dimenzi, existuje mezi nimi izomor˛zmus podle Vìty 6.26.

Je-li naopak A : U → V izomor˛zmus, je Im(A) = V a Ker(A) = {0}. Tedy podle Vìty 6.27, dimU = dimKer(A) + dimIm(A) = dimV. � Pøíklad 6.15. Co øíká vìta 6.27 o øeźení soustav m lineárních rovnic o n neznámých?