5. Podprostory

De˛nice 5.12. Neprázdná podmno¿ina M vektorového prostoru V se nazývá podprostor, jestli¿e mno¿ina M obsahuje spolu s ka¿dými dvìma vektory x, y také jejich libovolnou lineární kombinaci ax + by.

Vźimnìte si, ¿e ka¿dý podprostor obsahuje prvek 0 = x + (−1)x.

Pøíklad 5.11. a) Ka¿dý vektorový prostor V má dva triviální podprostory {0} a V.

b) Jsou-li m ≤ n ≠ 0 dvì pøirozená èísla, pak mno¿ina M vźech vektorù (x_1, . . . , x_n) ∈ R^n takových, ¿e x_1 = x_2 = · · · = x_m je podprostor prostoru R^n.

c) Jsou-li m ≤ n ≠ 0 dvì pøirozená èísla a t_1, . . . , t_m libovolná komplexní èísla, pak mno¿ina vźech polynomù x ∈ P_n takových, ¿e x(t_1) = · · · = x(t_m) = 0 je podprostor prostoru P_n.

Vźimnìte si, ¿e na mno¿inì vźech prvkù nìjakého podprostoru M je de˛nováno sèítání vektorù a násobení vektorù skalárem a tyto operace mají vźechny vlastnosti, které musí mít operace sèítání a násobení v libovolném vektorovém prostoru. Ka¿dý podprostor je tedy souèasnì vektorovým prostorem.

Prùnik systému {M_k} podprostorù V budeme oznaèovat ⋂ k M_k. V pøípadì koneèného systému {M_1, . . . , M_n} oznaèujeme prùnik také M_1 ∩ · · · ∩ M_n. Platí-li M ∩ N = {0}(= O), øíkáme, ¿e podprostory M a N jsou disjunktní.

Vìta 5.15. Prùnik libovolného systému podprostorù vektorového prostoru V je opìt podprostor V.

Dùkaz. Buï M = ⋂ k M_k. Mno¿ina M je neprázdná, neboż 0 ∈ M_k pro ka¿dé k, a tedy také 0 ∈ M. Jsou-li x, y dva prvky M a a, b ∈ T, pak je x, y ∈ M_k pro ka¿dé k. Proto ax + by ∈ M_k pro vźechna k, a tedy také ax + by ∈ M. �

Dùsledek 5.16. Pro ka¿dou podmno¿inu S prostoru V existuje nejmenźí (vzhledem k inkluzi) podprostor V obsahující S.

Dùkaz. Buï M prùnik vźech podprostorù V obsahujících S. Potom je M podprostor V podle Vìty 5.15 a S ⊆ M. Je-li N libovolný podprostor V obsahující S, pak musí být M ⊆ N . � De˛nice 5.13. Nejmenźí podprostor V obsahující mno¿inu S ⊆ V nazýváme lineární obal mno¿iny S nebo také podprostor generovaný S. Oznaèovat jej budeme l(S).

Vìta 5.17. Lineární obal mno¿iny S ⊆ V je tvoøený vźemi mo¿nými lineárními kombinacemi prvkù z S.

Typeset by AMS-TEX 1

Dùkaz. Oznaème M mno¿inu vźech lineárních kombinací prvkù z S. Mno¿ina M je neprázdná, neboż obsahuje vektor 0 coby lineární kombinaci prázdné mno¿iny prvkù S. Jsou-li x = ∑_n 1 c_iz_i a y = ∑_n 1 d_iz_i dva prvky M a a, b ∈ T, pak

ax + by = a n∑ 1 c_iz_i + b n∑ 1 d_iz_i = n∑ 1 (ac_i + bd_i)z_i

pro nìjaké prvky z_1, . . . , z_n ∈ S. Tedy také ax + by ∈ M. Vźimnìte si, ¿e ve vyjádøeních x a y mù¿eme pou¿ít stejnou mno¿inu vektorù z_i ∈ S, v pøípadì potøeby pøidáme vektory s koe˛cientem 0.

Mno¿ina M vźech lineárních kombinací prvkù S je tedy podprostor V obsahující S. Naopak ka¿dý podprostor V obsahující S musí obsahovat libovolnou lineární kombinaci prvkù S, tedy také mno¿inu M. �

Báze prostoru V je tedy lineárnì nezávislá mno¿ina, která generuje celý prostor V.

Vìta 5.18. Jsou-li M, N dva podprostory prostoru V, pak podprostor generovaný sjednocením M ∪ N je tvoøený vźemi vektory x + y, kde x ∈ M a y ∈ N .

Dùkaz. Dùkaz je obdobný dùkazu Vìty 5.17. �

Poslední vìta napovídá následující oznaèení. Jsou-li M, N dva podprostory V, pak M + N oznaèuje podprostor V generovaný sjednocením M ∪ N . Platí-li M + N = V a M ∩ N = O, øíkáme, ¿e M je doplnìk N v prostoru V.

Vìta 5.19. Podprostor M n-dimenzionálního vektorového prostoru V je vektorový prostor dimenze nejvýźe n.

Dùkaz. Jednoduchý zdánlivý dùkaz by mohl vypadat takto. Ka¿dá mno¿ina tvoøená n+1 vektory prostoru V je lineárnì závislá podle Vìty 4.12. Kdyby v podprostoru M existovala lineárnì nezávislá mno¿ina s n + 1 vektory, mohli bychom tuto mno¿inu podle Vìty 4.9 rozźíøit do báze podprostoru M. Tato báze by byla lineárnì nezávislou mno¿inou také ve V a mìla by více ne¿ n prvkù, co¿ je ve sporu s Vìtou 4.10. Tedy ka¿dá lineárnì nezávislá mno¿ina v M má nejvýźe n prvkù. A¿ potud je vźe v poøádku, nyní ale nemù¿eme uèinit závìr, ¿e dimenze M je nejvýźe n, neboż jsme nedokázali, ¿e v M existuje nìjaká koneèná báze.

To uká¿eme takto. Je-li M = O, je prázdná mno¿ina bází v M. Jestli¿e M obsahuje nìjaký nenulový vektor x_1, buï M_1 podprostor generovaný x_1. Je-li M_1 = M, je {x_1} bází M. Je-li M ≠ M_1, buï x_2 prvek rozdílu M \ M_1 a oznaème M_2 podprostor generovaný vektory x_1, x_2. Je-li M = M_2, je mno¿ina {x_1, x_2} bází v M. Je-li M ≠ M_2, buï x_3 prvek mno¿iny M \ M_2, atd. Po nejvýźe n krocích dostaneme nìjakou lineárnì nezávislou mno¿inu {x_1, . . . , x_k} prvkù M, která generuje celý prostor M, neboż ve V neexistuje n + 1 lineárnì nezávislých vektorù. Tedy M má bázi tvoøenou k vektory. Zbytek vyplývá z prvního odstavce dùkazu. �

Vìta 5.20. Pro ka¿dý m-dimenzionální podprostor M libovolného n-dimenzionálního vektorového prostoru V lze najít bázi {x_1, . . . , x_m, x_{m+1}, . . . , x_n} prostoru V takovou, ¿e {x_1, . . . , x_m} je báze M.

Dùkaz. Podle Vìty 5.19 existuje v M nìjaká báze {x_1, . . . , x_m}. Ta je buï také bází V nebo ji lze podle Vìty 4.9 rozźíøit do báze V. �

Zkuste si sami dokázat následující tvrzení: Vektory x_1, . . . , x_n z vektorového prostoru V jsou lineárnì nezávislé, jestli¿e v posloupnosti podprostorù M_k = l(x_1, . . . , x_k), k = 1, . . . , n, jsou vźechny podprostory navzájem rùzné.

My si závìrem tohoto tématu doká¿eme jeźtì jednu vìtu o dimenzích podprostorù.

Vìta 5.21. Jsou-li M, N dva podprostory koneènì-dimenzionálního vektorového prostoru V nad tìlesem T, pak platí

dim M + dim N = dim (M ∩ N ) + dim (M + N ).

Dùkaz. Podle Vìty 5.19 jsou vźechny podprostory M, N , M ∩ N a M + N koneènìdimenzionální. Zvolíme tedy nìjakou bázi x_1, . . . , x_k podprostoru M ∩ N . Podle Vìty 5.20 ji rozźíøíme do báze x_1, . . . , x_k, x_{k+1}, . . . , x_m podprostoru M a podle té¿e vìty také rozźíøíme x_1, . . . , x_k do báze x_1, . . . , x_k, y_{k+1}, . . . , y_n podprostoru N . Znamená to tedy, ¿e dim (M ∩ N ) = k, dim M = m a dim N = n.

Doká¿eme, ¿e x_1, . . . , x_m, y_{k+1}, . . . , y_n je báze souètu M + N podprostorù M a N . Ka¿dý prvek x ∈ M je lineární kombinací vektorù x_1, . . . , x_m a ka¿dý prvek y ∈ N je lineární kombinací vektorù x_1, . . . , x_k, y_{k+1}, . . . , y_n. Ka¿dý vektor tvaru x + y, kde x ∈ M a y ∈ N je tedy lineární kombinací vektorù x_1, . . . , x_m, y_{k+1}, . . . , y_n. Proto¿e ka¿dý prvek prostoru M + N lze vyjádøit ve tvaru x + y, kde x ∈ M a y ∈ N . Vektory x_1, . . . , x_m, y_{k+1}, . . . , y_n tedy generují podprostor M + N . Zbývá dokázat, ¿e jsou také lineárnì nezávislé.

Vezmìme tedy libovolnou lineární kombinaci

a_1x_1 + a_2x_2 + · · · + a_mx_m + b_{k+1}y_{k+1} + · · · + b_ny_n = 0.

Platí tedy a_1x_1 + a_2x_2 + · · · + a_mx_m = −b_{k+1}y_{k+1} − · · · − b_ny_n.

Vektor na levé stranì le¿í v podprostoru M a vektor na pravé stranì le¿í v podprostoru N . Tyto dva vektory se rovnají (oznaème si tento vektor z) a le¿í proto v prùniku tìchto dvou podprostorù M ∩ N . Proto¿e x_1, . . . , x_k je báze podprostoru M ∩ N , existují skaláry b_1, . . . , b_k takové, ¿e z = b_1x_1 + · · · + b_kx_k.

Potom ale z = b_1x_1 + · · · + b_kx_k = −b_{k+1}y_{k+1} − · · · − b_ny_n, neboli b_1x_1 + · · · + b_kx_k + b_{k+1}y_{k+1} + · · · + b_ny_n = 0.

Vektory x_1, . . . , x_m, y_{k+1}, . . . , y_n jsou ale lineárnì nezávislé (tvoøí bázi prostoru N ), platí proto b_1 = b_2 = · · · = b_n = 0. Proto

z = b_{k+1}y_{k+1} + · · · + b_ny_n = 0.

Proto také a_1x_1 + a_2x_2 + · · · + a_mx_m = 0,

neboli a_1 = a_2 = · · · = a_m = 0, neboż i vektory x_1, . . . , x_m jsou lineárnì nezávislé coby báze podprostoru M.

Dokázali jsme tak a_1 = a_2 = · · · = a_m = b_{k+1} = · · · = b_n = 0. Proto¿e to jsou koe˛cienty libovolné lineární kombinace

a_1x_1 + a_2x_2 + · · · + a_mx_m + b_{k+1}y_{k+1} + · · · + b_ny_n = 0,

jsou vektory x_1, . . . , x_n, y_{k+1}, . . . , y_n lineárnì nezávislé a tvoøí tak bázi podprostoru M + N . Ukázali jsme tak, ¿e dim (M + N ) = m + n − k. Proto dim M + dim N = m + n a také dim (M ∩ N ) + dim (M + N ) = k + (m + n − k) = m + n. �