4. Steinitzova vìta a dimenze

Lemma 4.8. Pøedpokládejme, ¿e vektor x je lineárnì závislý na vektorech x_1, . . . , x_n prostoru V. Je-li vektor x_i lineárnì závislý na vektorech x_1, . . . , x_i�_1, x_{i+1}, . . . , x_n, pak je také vektor x lineárnì závislý na vektorech x_1, . . . , x_i�_1, x_{i+1}, . . . , x_n. Dùkaz. Vektor x je lineárnì závislý na vektorech x_1, . . . , x_n. Existují tedy skaláry a_1, . . . , a_n takové, ¿e platí x = a_1x_1 + a_2x_2 + · · · + a_nx_n.

Kromì toho je také vektor x_i lineárnì závislý na vektorech x_1, . . . , x_i�_1, x_{i+1}, . . . , x_n. Existují proto skaláry b_1, . . . , b_i�_1, b_{i+1}, . . . , b_n, pro které platí x_i = b_1x_1 + · · · + b_i�_1x_i�_1 + b_{i+1}x_{i+1} + · · · + b_nx_n.

Dosadíme-li poslední vyjádøení za x_i do pøedcházející rovnosti, dostaneme x =a_1x_1 + · · · + a_i�_1x_1 + a_i(b_1x_1 + · · · + b_i�_1x_i�_1 + b_{i+1}x_{i+1} + · · · + b_nx_n) + a_{i+1}x_{i+1} + · · · + a_nx_n =(a_1 + a_ib_1)x_1 + (a_2 + a_ib_2)x_2 + · · · + (a_i�_1 + a_ib_i�_1)x_i�_1 + (a_{i+1} + a_ib_{i+1})x_{i+1} + · · · + (a_n + a_ib_n)x_n.

Vektor x je tedy opravdu lineárnì závislý na vektorech x_1, . . . , x_i�_1, x_{i+1}, . . . , x_n. � Vìta 4.9. Buï V koneènì-dimenzionální vektorový prostor a y_1, . . . , y_m nìjaký systém lineárnì nezávislých vektorù. Pokud netvoøí bázi, tak potom existují vektory y_{m+1}, · · · , y_n takové, ¿e systém y_1, . . . , y_m, y_{m+1} . . . , y_n je báze prostoru V.

Dùkaz. Pou¿ijeme Vìtu 3.7’. Prostor V je koneènì-dimenzionální, existuje tedy nìjaká báze x_1, . . . , x_n v prostoru V. Budeme uva¿ovat systém vektorù y_1, . . . , y_m, x_1, . . . , x_n a na ten pou¿ijeme Vìtu 3.7’.

Tento systém je lineárnì závislý, proto¿e ka¿dý z vektorù y_i je lineárnì závislý na vektorech x_1, . . . , x_n. Nìkterý z vektorù tohoto systému je tedy lineárnì závislý na pøedchozích vektorech (podle Vìty 3.7’). Nemù¿e to být ¿ádný z vektorù y_1, . . . , y_m, neboż ty jsou lineárnì nezávislé. Je to tedy nìkterý vektor x_i.

Vektor x_i z naźeho systému vypustíme a budeme uva¿ovat systém y_1, . . . , y_m, x_1, . . . , x_i�_1, x_{i+1}, . . . , x_n.

Typeset by AMS-TEX 1

Ka¿dý vektor prostoru V je lineárnì závislý na vektorech x_1, . . . , x_n a vektor x_i je lineárnì závislý na vektorech y_1, . . . , y_m, x_1, . . . , x_i�_1. Podle pøedchozího lemmatu je ka¿dý vektor prostoru V lineárnì závislý na vektorech

y_1, . . . , y_m, x_1, . . . , x_i�_1, x_{i+1}, . . . , x_n.

Tento systém je buï lineárnì nezávislý a potom je to báze a dùkaz konèí, a nebo je lineárnì závislý. Pak zopakujeme celý postup, pou¿ijeme opìt Vìtu 3.7.’ k nalezení vektoru z z posledního systému, který je lineárnì závislý na pøedchozích vektorech. Vektor z je rùzný od vźech y_j , platí tedy, ¿e z = x_k pro nìjaké k, atd.

Po koneènì mnoha krocích najdeme lineárnì nezávislou mno¿inu obsahující vektory y_1, . . . , y_m, která je bází V. �

Vìta 4.10. Vźechny báze koneènì-dimenzionálního vektorového prostoru V mají stejný poèet prvkù.

Dùkaz. Nechż X = {x_1, . . . , x_n} a Y = {y_1, . . . , y_m} jsou dvì mno¿iny vektorù prostoru V. Pøedpokládejme, ¿e ka¿dý prvek V je lineárnì závislý na vektorech z mno¿iny X, a dále ¿e vektory y_1, . . . , y_m jsou lineárnì nezávislé.

Nyní uva¿ujme systém vektorù

y_m, x_1, . . . , x_n.

Tento systém je lineárnì závislý, neboż y_m je lineárnì závislý na vektorech x_1, . . . , x_n. Podle Vìty 3.7’ existuje vektor x_i lineárnì závislý na pøedchozích vektorech. Stejnì jako v dùkazu Vìty 4.9 z toho plyne, ¿e mno¿ina vektorù

y_m, x_1, . . . , x_i�_1, x_{i+1}, . . . , x_n

má tu vlastnost, ¿e ka¿dý vektor prostoru V je na ní lineárnì závislý. Tedy i vektor y_m�_1. Proto systém y_m�_1, y_m, x_1, . . . , x_i�_1, x_{i+1}, . . . , x_n je lineárnì závislý. Opìt podle Vìty 3.7’ existuje v tomto systému vektor z, který je závislý na pøedchozích vektorech. Nemù¿e to být ¿ádný z vektorù y_m�_1, y_m, neboż mno- ¿ina {y_1, . . . , y_m} je lineárnì nezávislá. Proto se vektor z rovná nìkterému z vektorù x_1, . . . , x_i�_1, x_{i+1}, . . . , x_n.

Vektor z ze seznamu vynecháme a celou úvahu znovu opakujeme. Vektory x_1, . . . , x_n nemù¿eme vyèerpat døíve ne¿ vyèerpáme vektory y_1, . . . , y_m. V opaèném pøípadì by toti¿ zbylé vektory z mno¿iny Y byly lineárnì závislé na tìch vektorech z Y , které jsme u¿ do naźeho systému zaøadili. A to se nemù¿e stát, neboż Y je lineárnì nezávislá mno¿ina.

Opakujeme-li tedy celý postup m-krát, dostaneme systém n vektorù, který obsahuje vźechny vektory y_1, . . . , y_m, tedy musí platit m ≤ n.

Jsou-li obì mno¿iny X, Y báze, je ka¿dý prvek V lineárnì závislý na vektorech x_1, . . . , x_n, a vektory y_1, . . . , y_m jsou lineárnì nezávislé. Podle první èásti dùkazu je tedy m ≤ n. Stejn2 tak je ale ka6d7 vektor prostoru V lineárnì závislý na vektorech y_1, . . . , y_m a vektory x_1, . . . , x_n jsou lineárnì nezávislé. Proto platí také m ≥ n a tedy m = n. �

Vìta 4.11. Steinitzova vìta. Buï {y_1, . . . , y_m} lineárnì nezávislá mno¿ina vektorù koneènì-dimenzionálního vektorového prostoru V a {x_1, . . . , x_n} báze prostoru V. Je-li m < n, pak existuje vektor x_i takový, ¿e {y_1, . . . , y_m, x_i} je lineárnì nezávislá mno¿ina.

Dùkaz. Dùkaz je skoro stejný jako dùkaz Vìty 4.9, pou¿ijeme pøi nìm i Vìtu 4.10. Vektory y_1, . . . , y_m a x_1, . . . , x_n seøadíme opìt do souboru

y_1, . . . , y_m, x_1, . . . , x_n

a postupnì z nìho vynecháváme vektory, které jsou lineárnì závislé na pøedchozích vektorech. Vzhledem k tomu, ¿e vektory y_1, . . . , y_m jsou lineárnì nezávislé, ¿ádný z vektorù y_1, . . . , y_m nevypustíme. Nakonec nám zùstane báze prostoru V, která má podle pøedchozí vìty n prvkù, proto¿e i báze x_1, . . . , x_n má n prvkù. Proto¿e m < n, zùstane v poslední bázi spolu s vektory y_1, . . . , y_m aspoò jeden z vektorù x_1, . . . , x_n. �

De˛nice 4.10. Dimenze koneènì-dimenzionálního prostoru V je poèet prvkù nìjaké (a tedy ka¿dé) báze V.

Pøíklad 4.9. a) Prostor R^3 má dimenzi 3.

b) Prostor C^1 má dimenzi 1. c) Prostor O má dimenzi 0. d) Prostor T^n má dimenzi n. e) Prostor R^2 má dimenzi 2.

Vìta 4.12. Buï V vektorový prostor dimenze n. Potom ka¿dá mno¿ina n + 1 vektorù z V je lineárnì závislá. Mno¿ina n vektorù x_1, . . . , x_n ∈ V je báze prostoru V právì tehdy, kdy¿ je lineárnì nezávislá, a to je právì tehdy, kdy¿ je ka¿dý vektor prostoru V lineárnì závislý na mno¿inì x_1, . . . , x_n.

Dùkaz. Dùkaz plyne z vìt 4.10 a 4.11. Kdyby toti¿ byla nìjaká mno¿ina n + 1 vektorù prostoru V lineárnì nezávislá, źlo by ji podle Vìty 4.10 rozźíøit do báze, která by mìla více ne¿ n prvkù, co¿ by byl spor s tím, ¿e vźechny báze prostoru V mají n prvkù (Vìta 4.11).

Lineárnì nezávislou mno¿inu n vektorù, která by nebyla báze, by bylo mo¿né podle Vìty 4.10 rozźíøit do báze, a ta by opìt mìla více ne¿ n prvkù, co¿ by byl spor s Vìtou 4.11. Tedy lineárnì nezávislá mno¿ina n vektorù je báze. Je-li mno¿ina x_1, . . . , x_n báze prostoru V, pak je lineárnì nezávislá podle de˛nice báze.

Také zbývající tvrzení Vìty 4.12 plynou pøímo z de˛nic. Je-li x_1, . . . , x_n báze, je ka¿dý vektor prostoru V lineárnì závislý na vektorech x_1, . . . , x_n podle de˛nice báze. Nechż je naopak ka¿dý vektor prostoru V lineárnì závislý na vektorech x_1, . . . , x_n. Pokud by vektory x_1, . . . , x_n nebyly lineárnì nezávislé, naźli bychom vektor x_i, který by byl lineárnì závislý na zbývajících vektorech x_1, . . . , x_i�_1, x_{i+1}, . . . , x_n, podle Vìty 3.7. Podle Lemma 4.9 by byla stále ka¿dý vektor prostoru V lineárnì závislý na vektorech x_1, . . . , x_i�_1, x_{i+1}, . . . , x_n. Takto bychom postupnì vynechávali \pøebyteèné" vektory z mno¿iny {x_1, . . . , x_n}, a¿ bychom dostali lineárnì nezávislou vlastní podmno¿inu, na které by ale stále byly vźechny vektory prostoru V lineárnì závislé. Tato podmno¿ina by tedy byla báze V a mìla by ménì ne¿ n prvkù, co¿ je ve sporu s tím, ¿e dimenze V se rovná n. �

De˛nice 4.11. Dva vektorové prostory U a V nad stejným tìlesem T nazýváme izomorfní, jestli¿e existuje vzájemnì jednoznaèné zobrazení A : U → V takové, ¿e

A(ax + by) = aA(x) + bA(y)

pro ka¿dé dva vektory x, y ∈ U a skaláry a, b ∈ T. Zobrazení A se nazývá izomor˛zmus.

Izomorfní koneènì-dimenzionální prostory mají stejnou dimenzi. Plyne to napøíklad z toho, ¿e obraz báze v U izomor˛zmem A je báze ve V (doka¿te si to). Opaèné tvrzení plyne z následující vìty.

Vìta 4.13. Ka¿dý n-dimenzionální vektorový prostor V nad tìlesem T je izomorfní s n-dimenzionálním aritmetickým vektorovým prostorem T^n nad T.

Dùkaz. Buï {x_1, . . . , x_n} báze prostoru V. Ka¿dý vektor x ∈ V lze jednoznaènì vyjádøit ve tvaru x = nX_{i=1 aixi,} kde a_i ∈ T.

De˛nujeme zobrazení A : V → T^n pøedpisem A(x) = (a_1, . . . , a_n). Je-li y = b_1x_1 + · · · + b_nx_n dalźí vektor prostoru V a a, b ∈ T, pak

ax + by = (aa_1 + bb_1)x_1 + · · · + (aa_n + bb_n)x_n.

Tedy A(ax + by) = aA(x) + bA(y). � Pøíklad 4.10. Prostory P_n a C^n jsou izomorfní.

Bezprostøedním dùsledkem poslední vìty je to, ¿e ka¿dé dva prostory dimenze n nad tìlesem T jsou izomorfní.

Vìta 4.14. Jsou-li A : U → V a B : V → W izomor˛zmy vektorových prostorù U a V (v prvním pøípadì) a V a W (ve druhém pøípadì), pak také BA : U → W je izomor˛zmus. Dùkaz. Jde o snadný výpoèet:

BA(ax + by) = B(A(ax + by)) = B(aA(x) + bA(y)) = aB(A(x)) + bB(A(y)) = aBA(x) + bBA(y) pro ka¿dé dva skaláry a, b a ka¿dé dva vektory x, y ∈ U. �