3. Lineární závislost, báze a souøadnice vzhledem k bázi

Rozdíl mezi mno¿inou a systémem vektorù.

De˛nice 3.5. Vektory x_1, x_2, . . . , x_n z vektorového prostoru V nad tìlesem T se nazývají

lineárnì závislé, jestli¿e existují skaláry a1, a2, . . . , a_n takové, ¿e platí

nX_{i=1 aixi = 0}

a aspoò jeden ze skalárù a_1, . . . , a_n je rùzný od 0. Pokud z rovnosti P^n_1 a_ix_i = 0 plyne, ¿e a_i = 0 pro vźechna i = 1, . . . , n, pak øíkáme, ¿e jsou vektory x_1, . . . , x_n lineárnì nezávislé.

Co to znamená pro prázdný systém vektorù? Prázdný systém je lineárnì nezávislý.

Lemma 3.5. a) Je-li x_i = 0 pro nìjaké i = 1, . . . , n, pak jsou vektory x_1, x_2, . . . , x_n lineárnì závislé.

b) Je-li x_i = x_j pro nìjaké i ≠ j, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, pak jsou vektory x_1, . . . , x_n lineárnì závislé.

c) Prázdný systém je lineárnì nezávislý.

d) Ka¿dý podsystém lineárnì nezávislého systému je lineárnì nezávislý. Dùkaz. a) 0x_1 + · · · + 0x_i�_1 + 1x_i + 0x_{i+1} + · · · + 0x_n = 0.

b) 0x_1 + · · · + 0x_i�_1 + 1x_i + 0x_{i+1} + · · · + 0x_j�_1 + (−1)x_j + 0x_{j+1} + · · · + 0x_n = 0. c) őádný nenulový skalár nemù¿e u prázdného systému existovat. d) Pokud by x_{i1} , x_{i2} , . . . , x_{ik} byl nìjaký lineárnì závislý podsystém systému x_1, . . . , x_n, existovaly by skaláry a_{ij} , j = 1, . . . , k, které nejsou vźechny rovné 0, a pro které by platilo 0 = kX_{j=1 aij xij .} Potom by staèilo zvolit a_i = 0 pro vźechny ostatní indexy i ∈ {1, 2, . . . , n} \ J a dostali bychom 0 = nX_{i=1 aixi.} Pùvodní systém x_1, . . . , x_n by tedy byl také lineárnì závislý. �

Lineárnì nezávislá tedy mù¿e být jenom mno¿ina vektorù, ka¿dé dva vektory v lineárnì nezávislém systému vektorù musí být rùzné (a ¿ádný z nich nesmí být 0). Èást d) posledního tvrzení mù¿eme tedy formulovat také následovnì: ka¿dá podmno¿ina koneèné

Typeset by AMS-TEX 1 lineárnì nezávislé mno¿iny je lineárnì nezávislá. Podle èásti c) se to vztahuje i na prázdnou

podmno¿inu.

Pøíklad 3.5. Lineární závislost v prostoru R^3. a) Dva vektory u = (u_1, u_2, u_3), v = (v_1, v_2, v_3) jsou lineárnì závislé v prostoru R^3 právì tehdy, le¿í-li body (0, 0, 0), (u_1, u_2, u_3), (v_1, v_2, v_3) na té¿e pøímce.

b) Tøi vektory u = (u_1, u_2, u_3), v = (v_1, v_2, v_3), w = (w_1, w_2, w_3) jsou lineárnì závislé právì kdy¿ body (0, 0, 0), (u_1, u_2, u_3), (v_1, v_2, v_3), (w_1, w_2, w_3) le¿í v jedné rovinì. Dùkaz. a) Vektory u, v jsou lineárnì závislé právì kdy¿ existují reálná èísla a, b ∈ R, která nejsou obì rovná 0, a taková, ¿e au + bv = 0. Nechż napøíklad b ≠ 0. Potom v = −(a/b)u. Oznaèíme-li −(a/b) = k, platí v_1 = ku_1, v_2 = ku_2 a v_3 = ku_3. Bod (v_1, v_2, v_3) tedy le¿í na pøímce procházející poèátkem a bodem (u_1, u_2, u_3).

Le¿í-li naopak body (0, 0, 0), (u_1, u_2, u_3), (v_1, v_2, v_3) na jedné pøímce a (u_1, u_2, u_3) ≠ (0, 0, 0), existuje konstanta m ∈ R taková, ¿e v_1 = mu_1, v_2 = mu_2, v_3 = mu_3. Tedy v = mu, neboli mu + (−1)v = 0. Je-li (u_1, u_2, u_3) = (0, 0, 0), platí u = 0v, neboli 1u + 0v = 0.

b) Za domácí úkol. �

Pøíklad 3.6. a) Libovolné dva vektory x, y ∈ C^1 jsou lineárnì závislé.

b) Následující tøi vektory (polynomy) jsou závislé v prostoru P: x = 1 − t, y = t − t^2, z = 1 − t^2, neboż platí x + y − z = 0.

Naproti tomu ka¿dá koneèná podmno¿ina vektorù x_i = t^i, i = 0, 1, . . . , je lineárnì nezávislá.

De˛nice 3.6. Nìjaká nekoneèná mno¿ina X vektorù z vektorového prostoru V nad tìlesem T se nazývá lineárnì nezávislá, jestli¿e je ka¿dá její koneèná podmno¿ina lineárnì nezávislá. V opaèném pøípadì øíkáme, ¿e je mno¿ina X lineárnì závislá.

Lemma 3.6. Ka¿dá podmno¿ina lineárnì nezávislé mno¿iny X je lineárnì nezávislá. Dùkaz. a) V pøípadì koneèné mno¿iny to je dokázáno v Lemma 3.6.d). Je-li X nekoneèná mno¿ina, plyne to ihned z De˛nice 6. �

De˛nice 3.7. Je-li x_1, . . . , x_n systém vektorù z vektorového prostoru V nad tìlesem T a x = X_{i aixi,} pak øíkáme, ¿e x je lineární kombinace vektorù x_1, . . . , x_n, a také, ¿e x lineárnì závisí na vektorech x_1, . . . , x_n.

Co je lineární kombinací prázdného systému vektorù? Co je souètem prázdného systému vektorù? Co je souètem prázdného systému èísel?

Vìta 3.7. Systém vektorù x_1, . . . , x_n je lineárnì závislý právì tehdy, kdy¿ nìjaký z vektorù x_k, k ≥ 1, je lineární kombinací ostatních vektorù tohoto systému.

Dùkaz. Je-li systém x_1, . . . , x_n lineárnì závislý, existují skaláry a_1, . . . , a_n ∈ T, které nejsou vźechny rovné 0, a pro které platí nX_{i=1 aixi = 0.} Je-li a_k ≠ 0, platí a_kx_k = X i6=k^{−ai} x_i

a tedy také x_k = X i6=k (− a_i a_k )x_i.

Vektor x_k je tedy lineárnì závislý na vektorech x_1, . . . , x_k�_1, x_{k+1}, . . . , x_n.

Je-li naopak vektor x_k lineárnì závislý na ostatních vektorech systému x_1, . . . , x_n, existují skaláry a_1, . . . , a_k�_1, a_{k+1}, . . . , a_n takové, ¿e

x_k = X i6=k^{ai} x_i.

Potom ale platí

a_1x_1 + · · · + a_k�_1x_k�_1 + (−1)x_k + a_{k+1}x_{k+1} + · · · + a_nx_n = 0.

Systém x_1, . . . , x_n je tedy lineárnì závislý. �

Lze dokázat dokonce jeźtì silnìjźí tvrzení, ne¿ vyjadøuje pøedchozí vìta.

Vìta 3.7’. Systém vektorù x_1, . . . , x_n je lineárnì závislý právì tehdy, kdy¿ nìjaký z vektorù x_k, k ≥ 1, je lineární kombinací vektorù x_1, . . . , x_k�_1.

Dùkaz. Jsou-li x_1, . . . , x_n lineárnì závislé, oznaème k nejmenźí (kladné) pøirozené èíslo takové, ¿e x_1, . . . , x_k je lineárnì závislý systém. Potom je k ≥ 1, neboż prázdný systém je lineárnì nezávislý. Existují tedy skaláry a_1, . . . , a_k, které nejsou vźechny rovné 0, a pro které platí a_1x_1 + · · · + a_kx_k = 0.

Musí být a_k ≠ 0, neboż by jinak byly také vektory x_1, . . . , x_k�_1 lineárnì závislé. Mù¿eme tedy z poslední rovnosti vypoèítat x_k:

x_k = (− a^1 a_k )x_1 + · · · + (− a_k�_1 a_k )x_k�_1

Vektor x_k je proto lineární kombinací pøedchozích vektorù.

Je-li naopak x_k lineární kombinací vektorù x_1, . . . , x_k�_1, existují skaláry a_1, . . . , a_k�_1 takové, ¿e x_k = P^k�^1_1 a_ix_i a tedy

a_1x_1 + · · · + a_k�_1x_k�_1 + (−1)x_k = 0.

Vektory x_1, . . . , x_k jsou tedy lineárnì závislé. Proto jsou i vektory x_1, . . . , x_n lineárnì závislé, podle Lemma 3.5.d). �

De˛nice 3.8. Bází (systémem souøadnic) ve vektorovém prostoru V nazýváme libovolnou mno¿inu X lineárnì nezávislých vektorù takovou, ¿e ka¿dý vektor prostoru V je lineární kombinací nìjakých prvkù mno¿iny X. Prostor V se nazývá koneènì-dimenzionální, jestli¿e v nìm existuje nìjaká koneèná báze.

Pøíklad 3.7. a) Prostor P není koneènì-dimenzionální. Naopak prostor P^n je koneènìdimenzionální.

b) Vektory (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) tvoøí bázi v prostoru R^3.

c) Bázi ve vektorovém prostoru T^n tvoøí vektory x_i = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), kde 1 je na místì s indexem i.

Je-li x_1, . . . , x_n báze vektorového prostoru V nad T a x ∈ V libovolný vektor, pak je x lineární kombinací vektorù x_1, . . . , x_n, tj. x = nX_{i=1 aixi} pro nìjaké skaláry a_1, . . . , a_n. Tyto skaláry jsou urèené vektorem x jednoznaènì. Je-li toti¿ x = nX_{i=1 bixi} jiné vyjádøení x jako lineární kombinace vektorù x_1, . . . , x_n, pak odeètením druhé rovnosti od první dostaneme 0 = nX_{i=1(ai − bi)xi.} Proto¿e jsou vektory x_1, . . . , x_n lineárnì nezávislé, platí a_i = b_i pro vźechna i = 1, . . . , n. Tento výsledek opravòuje následující de˛nici.

De˛nice 3.9. Je-li x_1, . . . , x_n báze vektorového prostoru V, x nìjaký vektor z V a x = a_1x_1 + a_2x_2 + · · · + a_nx_n, pak skaláry a_1, . . . , a_n, pøípadnì jejich uspoøádanou n-tici (a_1, a_2, . . . , a_n) nazýváme sou-

øadnice vektoru x vzhledem k bázi x1, . . . , x_n.

Pøíklad 3.8. Vzhledem k bázi (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) prostoru R^3 má vektor x = (3, 4, 5) souøadnice (3, 4, 5), neboż x = 3(1, 0, 0) + 4(0, 1, 0) + 5(0, 0, 1).

Naproti tomu vzhledem k bázi (1, 1, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 1) má ten samý vektor x souøadnice (3, 1, 1), proto¿e x = (3, 4, 5) = 3(1, 1, 1) + 1(0, 1, 1) + 1(0, 0, 1).