20. Jordanùv normální (kanonický) tvar - nepovinné

Ve Vìtì 16.91 jsme dokázali, ¿e ka¿dý lineární operátor na komplexním vektorovém prostoru nenulové dimenze má nìjaký vlastní vektor. Teï si uká¿eme pøíklad operátoru na komplexním vektorovém prostoru, který nemá dva lineárnì nezávislé vlastní vektory. Buï tedy V vektorový prostor nad komplexními èísly a pøedpokládejme, ¿e dimenze prostoru V je p ≥ 2. Oznaème z_1, . . . , z_p nìjakou bázi prostoru V a de˛nujme lineární operátor A na prostoru V pøedpisem

A(z_1) = λz_1, A(z_2) = z_1 + λz_2, . . A(z_p�_1) = z_p�_2 + λz_p�_1, A(z_p) = z_p�_1 + λz_p.

Operátor A je svými hodnotami na prvcích báze z_1, . . . , z_p urèený jednoznaènì. Pøedpokládejme nyní, ¿e x = c_1z_1 + c_2z_2 + · · · + c_pz_p je nìjaký vlastní vektor operátoru A, tj. x ≠ 0, a existuje komplexní èíslo μ takové, ¿e A(x) = μx. Potom platí

A(x) = μx = μc_1z_1 + · · · + μc_pz_p.

Vyu¿itím de˛nice operátoru A dostaneme jiné vyjádøení vektoru A(x):

A(x) = c_1A(z_1) + c_2A(z_2) + · · · + c_p�_1A(z_p�_1) + c_pA(z_p) = = c_1λz_1 + c_2(z_1 + λz_2) + · · · + c_p�_1(z_p�_2 + λz_p�_1) + c_p(z_p�_1 + λz_p) = = (λc_1 + c_2)z_1 + (λc_2 + c_3)z_2 + · · · + (λc_p�_1 + c_p)z_p�_1 + λc_pz_p.

Srovnáním koe˛cientù u vektorù z_1, . . . , z_p v obou vyjádøeních vektoru A(x) dostáváme soustavu lineárních rovnic pro koe˛cienty c_1, . . . , c_p

λc_1 + c_2 = μc_1, λc_2 + c_3 = μc_2, . . λc_p�_1 + c_p = μc_p�_1, λc_p = μc_p. Typeset by AMS-TEX 1

Pokud by bylo μ ≠ λ, dostali bychom z poslední rovnosti c_p = 0, potom z pøedposlední rovnosti c_p�_1 = 0, a tak dále, a¿ nakonec z první rovnosti c_1 = 0. Pak by ale platilo x = 0, co¿ je ve sporu s pøedpokladem, ¿e x je vlastní vektor operátoru A. Musí tedy být μ = λ. Potom ale z první rovnosti dostáváme c_2 = 0, z druhé c_3 = 0, a tak dále, a¿ nakonec z pøedposlední rovnosti plyne c_p = 0. Platí tedy, ¿e x = c_1z_1, neboli ka¿dý vlastní vektor operátoru A je násobkem vlastního vektoru z_1.

Zajímavá je matice operátoru A vzhledem k bázi z_1, . . . , z_p:

λ 1 0 . . . 0 0 0 λ 1 . . . 0 0 . . . . . . ... . . . . 0 0 0 . . . λ 1 0 0 0 . . . 0 λ .

Tato matice má na hlavní diagonále vźechny prvky rovné vlastnímu èíslu λ a nad nimi jednotky. Vźechny ostatní prvky matice jsou nulové. Této matici se øíká Jordanova buòka. Poznamenejme jeźtì, ¿e λ se mù¿e rovnat 0.

Jordanùv kanonický tvar je struèný název tvrzení, které øíká, ¿e pro ka¿dý operátor A na komplexním vektorovém prostoru V lze najít bázi z_1, . . . , z_n, vzhledem ke které má operátor A matici, která je blokovì diagonální, a navíc ka¿dý diagonální blok je Jordanova buòka. Matice operátoru A vzhledem k bázi z_1, . . . , z_n má následující podobu:

λ_1 1 0 . . . 0 0 λ_1 1 . . . 0 0 0 λ_1 . . . 0 . . . . . . ... . . 0 0 0 . . . λ_1 λ_2 1 0 . . . 0 0 λ_2 1 . . . 0 0 0 λ_2 . . . 0 . . . . . . ... . . 0 0 0 . . . λ_2 ... λ_k 1 0 . . . 0 0 λ_k 1 . . . 0 0 0 λ_k . . . 0 . . . . . . ... . . 0 0 0 . . . λ_k

Diagonální prvky λ_1, . . . , λ_k nemusí být nutnì rùzné. Existenci báze z_1, . . . , z_n, ve které má matice operátoru A Jordanùv normální tvar, si doká¿eme v této èásti pøednáźky.

Je-li λ vlastní èíslo operátoru A na prostoru V, pak invariantní podprostory operátorù A a B = A − λI jsou stejné. O tom se snadno pøesvìdèíme. Je-li P invariantní podprostor operátoru A, pak A(x) ∈ V pro ka¿dý vektor x ∈ P. Potom také B(x) = A(x)−λx ∈ P pro ka¿dé x ∈ P, neboli P je invariantní podprostor operátoru B. Je-li naopak Q invariantní podprostor operátoru B, pak vzhledem k tomu, ¿e A = B + λI, dostáváme pro ka¿dý vektor x ∈ Q, ¿e A(x) = B(x) + λx ∈ Q, èili Q je invariantní podprostor operátoru A. Toto pozorování nám zjednoduźí dùkaz následující vìty.

Vìta 20.113. Buï λ vlastní èíslo operátoru A na prostoru V dimenze n. Potom existuje invariantní podprostor P_λ operátoru A takový, ¿e A má v prostoru P_λ jediné vlastní èíslo λ. Dále existuje doplnìk Q_λ prostoru P_λ, který je rovnì¿ invariantní podprostor operátoru A. Platí dále, ¿e A nemá na prostoru Q_λ vlastní èíslo λ.

Dùkaz. Na základì pozorování uvedeného v odstavci pøed formulací vìty mù¿eme pøedpokládat, ¿e λ = 0. V opaèném pøípadì bychom nahradili operátor A operátorem B = A−λI, který má stejné invariantní podprostory.

Uva¿ujme nyní posloupnost operátorù A, A^2, A^3, . . . , A^m, . . . a jejich jader P^1 = Ker(A), P^2 = Ker(A^2), . . . , P^m = Ker(A^m), . . . Pro ka¿dé pøirozené èíslo i a ka¿dý vektor x ∈ P^i = Ker(A^i) platí A^i(x) = 0 a proto také A^{i+1}(x) = A(A^i(x)) = A(0) = 0, neboli P^i ⊆ P^{i+1}. Vźechny podprostory P^1 ⊆ P^2 ⊆ · · · ⊆ P^m ⊆ · · · jsou èástí prostoru V, který má koneènou dimenzi. Musí tedy existovat exponent i takový, ¿e P^i = P^{i+1}.

Oznaème p nejmenźí pøirozené èíslo takové, ¿e P^p = Ker(A^p) = Ker(A^{p+1}) = P^{p+1}. Doká¿eme, ¿e potom pro ka¿dé kladné pøirozené èíslo m ≥ p platí P^p = P^m. Pøedpokládejme opak, tj. ¿e pro nìjaké kladné pøirozené èíslo i platí

P^p = P^{p+1} = · · · = P^{p+i} ≠ P^{p+i+1}.

Existuje tedy nenulový vektor x ∈ P^{p+i+1} takový, ¿e x /∈ P^{p+i}. To znamená, ¿e platí A^{p+i+1}(x) = 0 a A^{p+i}(x) ≠ 0. Oznaème

y = A^i(x).

Potom A^{p+1}(y) = A^{p+1}(A^i(x)) = A^{p+i+1}(x) = 0, tj. y ∈ P^{p+1}. Naproti tomu A^p(y) = A^p(A^i(x)) = A^{p+i}(x) ≠ 0, èili y /∈ P^p, co¿ je ve sporu s pøedpokladem P^p = P^{p+1}. Tento spor dokazuje, ¿e P^p = P^m pro ka¿dé m ≥ p. Podprostory P^i tedy zpoèátku rostou a¿ po prostor P^p, který se rovná vźem dalźím podprostorùm P^{p+i}.

Oznaème nyní P_λ = P^p = Ker(A^p) a Q_λ = Im(A^p). Podle Vìty 6.27 platí dim P_λ + dim Q_λ = n = V. K dùkazu, ¿e Q_λ je doplnìk podprostoru P_λ, staèí ukázat, ¿e P_λ ∩ Q_λ = {0}.

Je-li 0 ≠ y ∈ P_λ ∩ Q_λ, platí y ∈ Im(A^p), neboli y = A^p(x) pro nìjaký vektor x ∈ V. Souèasnì ale y ∈ Ker(A^p), neboli A^p(y) = 0. Proto

A^{2p}(x) = A^p(y) = 0.

Proto¿e ale Ker(A^{2p}) = P^{2p} = P^p = Ker(A^p) = P_λ, dostáváme A^p(x) = 0 = y, co¿ je ve sporu s pøedpokladem y ≠ 0. Tento spor dokazuje, ¿e P_λ + Q_λ = V.

Z posledního odstavce rovnì¿ plyne, ¿e A(y) ≠ 0 pro libovolný nenulový vektor y ∈ Q_λ. �

Dùsledek 20.114. Má-li operátor A na prostoru V k rùzných vlastních èísel λ_1, . . . , λ_k, pak mù¿eme rozlo¿it prostor V na souèet k invariantních podprostorù operátoru A

P_{λ1} + P_{λ2} + · · · + P_{λk}

takových, ¿e operátor A má na ka¿dém podprostoru P_{λi} , i = 1, . . . , k jediné vlastní èíslo λ_i.

Dùkaz. Mù¿eme postupovat indukcí podle poètu k vlastních èísel operátoru A. Je-li k = 1, staèí polo¿it P_{λ1} = V. Je-li k ≥ 2, existují podle Vìty 20.113 invariantní podprostory P_{λ1} a Q_{λ1} operátoru A takové, ¿e P_{λ1} + Q_{λ1} , operátor A má na podprostoru P_{λ1} jediné vlastní èíslo λ_1, zatímco na podprostoru Q_{λ1} skalár λ_1 není vlastním èíslem operátoru A. Na podprostoru Q_{λ1} má tedy operátor A pouze k − 1 vlastních èísel λ_2, . . . , λ_k. Mù¿eme tedy pou¿ít indukèní pøedpoklad a rozlo¿it podprostor Q_{λ1} na souèet podprostorù

P_{λ2} + · · · + P_{λk} .

Pøidáním podprostoru P_{λ1} dostáváme hledaný rozklad. �

Poznamenejme jeźtì, ¿e rovnost

V = P_{λ1} + P_{λ2} + · · · + P_{λk}

znamená, ¿e

dim V = k∑ i=1 dim P_{λk} ,

a ¿e sjednocení bází podprostorù P_{lambdai} je báze V. Zbývá dokázat, ¿e pro ka¿dý operátor A, který má pouze jedno vlastní èíslo, existuje báze, ve které má operátor A Jordanùv normální tvar.

V dalźí èásti tedy budeme pøedpokládat, ¿e A je lineární operátor na komplexním vektorovém prostoru V, a ¿e operátor A má pouze jedno vlastní èíslo λ. Chceme najít bázi V, vzhledem ke které je operátor A vyjádøený maticí, která má Jordanùv normální tvar. To je snadné v pøípadì, kdy je ka¿dý vektor prostoru V vlastní vektor operátoru A. Je-li pøísluźné vlastní èíslo λ, pak matice operátoru A vzhledem k libovolné bázi se rovná diagonální matici, která má na hlavní diagonále vźechny prvky rovné vlastnímu èíslu λ. K tomu budeme potøebovat následující pomocnou de˛nici.

De˛nice 20.52. Je-li P podprostor vektorového prostoru V, pak nìjaké vektory z_1, . . . , z_k ∈

V se nazývají relativnì lineárnì nezávislé vzhledem k podprostoru P, jestli¿e z

a_1z_1 + · · · + a_kz_k ∈ P

plyne a_1 = a_2 = · · · = a_k = 0.

Jsou-li z_1, . . . , z_k relativnì lineárnì nezávislé vzhledem k podprostoru P, pak øíkáme, ¿e tvoøí relativní bázi vzhledem k P, jestli¿e pøidáním libovolné báze podprostoru P k vektorùm z_1, . . . , z_k dostaneme bázi celého prostoru V.

Relativní bázi vzhledem k podprostoru P snadno sestrojíme. Vezmeme libovolnou bázi podprostoru P, kterou doplníme na bázi celého prostoru V, a potom z ní vynecháme vektory z pùvodní báze podprostoru P. Odtud plyne, ¿e poèet vektorù v libovolné relativní bázi vzhledem k podprostoru P se rovná rozdílu mezi dimenzí prostoru V a dimenzí podprostoru P. Snadno se rovnì¿ doká¿e, ¿e ka¿dou relativnì lineárnì nezávislou mno¿inu vektorù vzhledem k podprostoru P mù¿eme doplnit do relativní báze vzhledem k podprostoru P. Jsou-li z_1, . . . , z_k relativnì lineárnì nezávislé vektory vzhledem k P, zvolíme libovolnou bázi y_1, . . . , y_l podprostoru P. Vektory z_1, . . . , z_k, y_1, . . . , y_l jsou lineárnì nezávislé. Platíli toti¿ a_1z_1 + · · · + a_kz_k = b_1y_1 + · · · + b_ly_l, pak a_1z_1 + · · · + a_kz_k ∈ P.

Proto¿e jsou vektory z_1, . . . , z_k relativnì lineárnì nezávislé vzhledem k podprostoru P, platí a_1 = a_2 = · · · = a_k = 0. Potom ale také

b_1y_1 + · · · + b_ly_l = 0,

a proto¿e y_1, . . . , y_l tvoøí bázi podprostoru P, plyne odtud rovnì¿ b_1 = · · · = b_l. Vektory z_1, . . . , z_k, y_1, . . . , y_l jsou tedy lineárnì nezávislé a mù¿eme je tedy doplnit do báze prostoru V. Vypustíme-li z této báze vektory y_1, . . . , y_l, dostaneme relativní bázi vzhledem k podprostoru P, která obsahuje vźechny vektory y_1, . . . , y_l.

Budeme napøed pøedpokládat, ¿e jediné vlastní èíslo operátoru A se rovná 0. Uva¿ujeme jeźtì jednou posloupnost podprostorù

P^1 ⊂ P^2 ⊂ · · · ⊂ P^p = P^{p+1} = · · ·

prostoru V, kde P^i = Ker(A^i) a kde p je nejmenźí pøirozené èíslo, pro které platí Ker(P^p) = Ker(P^{p+1}). V nejvìtźím z tìchto podprostorù P^p zvolíme nìjakou relativní bázi

e_1, . . . , e_q

vzhledem k podprostoru P^p�^1. Pro libovolný vektor x ∈ P^p, platí 0 = A^p(x) = A^p�^1(A(x)) a tedy A(x) ∈ P^p�^1. Vektory

A(e_1), A(e_2), . . . , A(e_q) proto vźechny le¿í v podprostoru P^p�^1.

Uká¿eme, ¿e jsou relativnì lineárnì nezávislé vzhledem k podprostoru P^p�^2 ⊂ P^p�^1. Jsou-li a_1, a_2, . . . , a_q komplexní skaláry a

a_1A(e_1) + · · · + a_qA(e_q) = A(a_1e_1 + · · · + a_qe_q) ∈ P^p�^2.

Potom ale a_1e_1 + · · · + a_qe_q ∈ P^p�^1, a proto¿e jsou vektory e_1, . . . , e_q relativnì lineárnì nezávislé vzhledem k podprostoru P^p�^1, plyne odtud a_1 = a_2 = · · · = a_q = 0, vektory A(e_1), . . . , A(e_q) jsou tedy relativnì lineárnì nezávislé vzhledem k podprostoru P^p�^2.

Mù¿eme tedy doplnit vektory A(e_1), . . . , A(e_q) do relativní báze prostoru P^p�^1 vzhledem k podprostoru P^p�^2. Dostaneme tak q + s vektorù

A(e_1), A(e_2), . . . , A(e_q), f_1, f_2, . . . , f_s.

Tyto vektory znovu zobrazíme operátorem A do podprostoru P^p�^2. O jejich obrazech

A^2(e_1), A^2(e_2), . . . , A^2(e_q), A(f_1), A(f_2), . . . , A(f_s)

mù¿eme zcela stejnì dokázat, ¿e jsou relativnì lineárnì nezávislé vzhledem k podprostoru P^p�^3. Opakováním tohoto postupu se nakonec dostaneme do podprostoru P^1 a doplníme døíve získané vektory do báze celého podprostoru P^1. Získané vektory si uspoøádáme do následující tabulky

e_1 . . . e_q A(e_1) . . . A(e_q) f_1 . . . f_s A^2(e_1) . . . A^2(e_q) A(f_1) . . . A(f_s) . . . . . . . . A^p�^1(e_1) . . . A^p�^1(e_q) A^p�^2(f_1) . . . A^p�^2(f_s) . . . h_1 . . . h_r

Vektory ve spodním øádku tvoøí bázi podprostoru P^1 = Ker(A). Vektory ve dvou dolních øádcích tvoøí bázi podprostoru P^2, neboż sestávají a relativní báze P^2 vzhledem k podprostoru P^1 a z báze samotného podprostoru P^1. Vektory ve tøech dolních øádcích tvoøí bázi v P^3, atd. Vźechny vektory v tabulce tvoøí bázi v prostoru P^p, tj. v cel0m prostoru V. Uká¿eme si, ¿e v této bázi má matice operátoru A Jordanùv normální tvar. Uva¿ujme napøíklad první sloupec. Uspoøádáme-li vektory prvního sloupce v poøadí

A^p�^1(e_1), A^p�^2(e_1), . . . , A(e_1), e_1,

pak se ka¿dý vektor v této posloupnosti operátorem A zobrazí do pøedcházejícího vektoru, s výjimkou prvního vektoru v posloupnosti, který se zobrazí operátorem A do 0. Podprostor prostoru V generovaný prvky této posloupnosti je tedy invariantní podprostor operátoru A. Oznaème si tento invariantní podprostor Q. Matice operátoru A vzhledem k bázi

A^p�^1(e_1), A^p�^2(e_1), . . . , A(e_1), e_1 je tedy ètvercová matice s q øádky a q sloupci. Jediné nenulové prvky jsou 1 na místech (i,i+1) pro i = 1, . . . , q −1. Matice operátoru A na podprostoru Q je tedy Jordanova buòka

0 1 0 . . . 0 0 0 1 . . . 0 . . . . . . ... . . 0 0 0 . . . 1 0 0 0 . . . 0

odpovídající vlastnímu èíslu λ = 0.

Analogický invariantní podprostor odpovídá ka¿dému sloupci naźí tabulky vektorù tvoøících bázi prostoru V, na kterém má operátor A jediné vlastní èíslo 0. Dimenze ka¿dého z tìchto invariantních podprostorù se rovná poètu vektorù v pøísluźném sloupci tabulky. Matice operátoru A na ka¿dém z tìchto invariantních podprostorù se rovná Jordanovì buòce odpovídající vlastnímu èíslu λ = 0. Matice operátoru A na celém prostoru V má tedy v bázi tvoøené vektory naźí tabulky blokovì diagonální tvar a ka¿dý blok je Jordanova buòka. Poèet Jordanových bunìk se tedy rovná poètu sloupcù v naźí matici a øád ka¿dé takové buòky se rovná poètu vektorù v pøísluźném sloupci.

Nyní budeme uva¿ovat operátor A, který má na prostoru V jediné vlastní èíslo λ. Operátor B = A − λI má potom jediné vlastní èíslo 0. Právì jsme dokázali, ¿e existuje báze prostoru V, ve které má operátor B matici, která je blokovì diagonální, a ka¿dý diagonální blok je Jordanova buòka odpovídající vlastnímu èíslu 0. Matice operátoru A = B + λI má potom v té¿e bázi blokovì diagonální tvar, ve kterém je ka¿dý diagonální blok Jordanova buòka odpovídající vlastnímu èíslu λ. Dokázali jsme tak následující vìtu.

Vìta 20.115. Buï A lineární operátor na prostoru V nad komplexními èísly. Pøedpokládejme, ¿e operátor A má jediné vlastní èíslo λ. Potom existuje báze z_1, . . . , z_n prostoru V, ve které má operátor A matici v Jordanovì normálním tvaru. Vźechny prvky na hlavní diagonále této matice se rovnají vlastnímu èíslu λ. �

Spojíme-li poslední vìtu s Dùsledkem 20.114, dostaneme hlavní výsledek této èásti pøednáźky.

Vìta 20.116. Pro ka¿dý lineární operátor A na komplexním vektorovém prostoru V existuje báze z_1, . . . , z_n prostoru V, ve které má matice operátoru A Jordanùv normální tvar. �

Jiný dùkaz vìty o Jordanovì normálním tvaru.

Uká¿eme si jeźtì struènìji dalźí dùkaz vìty o Jordanovì normálním tvaru. Tentokrát budeme postupovat indukcí podle dimenze n prostoru V. Budeme pøedpokládat, ¿e pro libovolný lineární operátor A na vektorovém prostoru dimenze n existuje báze, ve které má A matici v Jordanovì kanonickém tvaru, a uká¿eme, ¿e také pro libovolný lineární operátor na prostoru dimenze n + 1 existuje báze, ve které je operátor vyjádøený maticí v Jordanovì kanonickém tvaru. Zaèátek indukce je snadný. Ka¿dá matice øádu 1 je v

Jordanovì normálním tvaru. Proto libovolný operátor na jednodimenzionálním prostoru má vzhledem k jakékoliv bázi matici v Jordanovì normálním tvaru.

Pøedpokládejme, ¿e n + 1 ≥ 2 je dimenze prostoru V (nad komplexními èísly) a A je lineární operátor na V. Podle Vìty 16.99 existuje v prostoru V invariantní podprostor P operátoru A, který má dimenzi n. Podle indukèního pøedpokladu existuje v P báze

e_1, . . . , e_p, f_1, . . . , f_q, . . . , h_1, . . . , h_s,

kde p + q + · · · + s = n, a operátor A zobrazuje vektory této báze následujícím zpùsobem:

A(e_1) = λ_1e_1, A(e_2) = e_1 + λ_1e_2, . . A(e_p) =e_p�_1 + λ_1e_p, A(f_1) = λ_2f_1, A(f_2) = f_1 + λ_2f_2, . . A(f_q) =f_q�_1 + λ_2f_q, ... A(h_1) = λ_kh_1, A(h_2) = h_1 + λ_kh_2, . . A(h_s) =h_s�_1 + λ_kh_s.

Doplníme tuto bázi nìjakým vektorem e, který spolu s vektory e_1, . . . , e_p, f_1, . . . , f_q, . . . ,h_1, . . . , h_s tvoøí bázi prostoru V.

Zobrazíme vektor e operátorem A a vyjádøíme obraz A(e) pomocí této báze:

A(e) = α_1e_1 + · · · + α_pe_p + β_1f_1 + · · · + β_qf_q + · · · + δ_1h_1 + · · · + δ_sh_s + τe.

Má-li operátor A v nìjaké bázi normální tvar, pak také operátor A − τI má v té¿e bázi normální tvar. Pokud je τ ≠ 0, pak mù¿eme místo operátoru A uva¿ovat operátor A − τI a hledat bázi, ve které má operátor A − τI normální tvar. Potom i operátor A bude mít v této bázi normální tvar. Mù¿eme tedy pøedpokládat rovnou, ¿e τ = 0. Potom

A(e) = α_1e_1 + · · · + α_pe_p + β_1f_1 + · · · + β_qf_q + · · · + δ_1h_1 + · · · + δ_sh_s.

Dále se budeme sna¿it zamìnit vektor e za vektor e0 tak, aby byl obraz A(e0) co nejjednoduźźí. Vektor e0 budeme hledat ve tvaru

e0 = e − κ_1e_1 − · · · − κ_pe_p − μ_1f_1 − · · · − μ_qf_q − · · · − ω_1h_1 − · · · − ω_sh_s.

Potom platí

A(e0) =_A(e)_{− A}(_{κ1}e_1 +_{· · ·} +_{κp}e_p)_{− A}(_{μ1}f_1 +_{· · ·} +_{μq}f_g)_{− · · · − A}(_{ω1}h_1 +_{· · ·} +_{ωs}h_s)_,

a po dosazení za A(e) dostaneme

A(e0) =_{α1}e_1 +_{· · ·} +_{αp}e_p +_{β1}f_1 +_{· · ·} +_{βq}f_q +_{· · ·} +_{δ1}h_1 +_{· · ·} +_{δs}h_{s−}

− A(κ_1e_1 + · · · + κ_pe_p) − A(μ_1f_1 + · · · + μ_qf_g) − · · · − A(ω_1h_1 + · · · + ω_sh_s).

Komplexní koe˛cienty κ_1, . . . , κ_p, μ_1, . . . , μ_q, . . . , ω_1, . . . , ω_s mù¿eme zvolit libovolnì. Vybereme je tak, aby v pravé èásti poslední formule pro A(e0) bylo co nejménì sèítancù.

Rozliźíme nyní dva pøípady. Jako první budeme uva¿ovat pøípad, kdy vźechna vlastní èísla λ_1, . . . , λ_k operátoru A na invariantním podprostoru P jsou rùzná od 0. V tomto pøípadì uká¿eme, ¿e vektor e0 mù¿eme zvolit tak, aby platilo A(e0) = 0. Operátor A zobrazuje ka¿dý z vektorù e_1, . . . , e_p do lineární kombinace tìchto vektorù. Podobnì operátor A zobrazuje ka¿dý z vektorù f_1, . . . , f_q do lineární kombinace vektorù f_1, . . . , f_q, atd. Uká¿eme si, jak zvolit koe˛cienty κ_1, . . . , κ_p tak, aby ve vyjádøení vektoru A(e0) byly koe˛cienty u vźech vektorù e_1, . . . , e_p rovné 0. Èleny na pravé stranì vyjádøení A(e0) obsahující vektory e_1, . . . , e_p mají tvar

α_1e_1 + · · · + α_pe_p − A(κ_1e_1 + · · · + κ_pe_p) = =α_1e_1 + · · · + α_pe_p − κ_1λ_1e_1 − κ_2(e_1 + λ_1e_2) − · · · − κ_p(e_p�_1 + λ_1e_p) = =(α_1 − κ_1λ_1 − κ_2)e_1 + (α_2 − κ_2λ_1 − κ_3)e_2 + · · · + (α_p�_1 − κ_p�_1λ_1 − κ_p)e_p�_1+ +(α_p − κ_pλ_1)e_p.

Polo¿íme-li koe˛cient u e_p rovný 0, vypoèteme odtud κ_p, neboż λ_1 ≠ 0. Podobnì z rovnosti α_p�_1 − κ_p�_1λ_1 − κ_p = 0 vypoèteme κ_p�_1, a tak dále, a¿ dostaneme hodnotu κ_1. Tak dostaneme koe˛cienty κ_1, . . . , κ_p. Podobnì najdeme koe˛cienty μ_1, . . . , μ_q, atd. Naźli jsme tak vektor e0 takový, ¿e A(e0) = 0.

Pøidáme-li tento vektor e0 k pùvodní bázi e_1, . . . , e_p, f_1, . . . , f_q, . . . , h_1, . . . , h_s, invariantního podprostoru P, dostaneme bázi celého prostoru V. Vzhledem k této bázi má lineární operátor A matici v Jordanovì normálním tvaru. Vektor e0 tvoøí bázi invariantního podprostoru operátoru A, na kterém má A jediné vlastní èíslo 0 (nebo jediné vlastní èíslo τ, pokud místo operátoru A uva¿ujeme operátor A − τI).

Nyní se budeme zabývat druhým pøípadem, kdy nìkterým skupinám vektorù báze e_1, . . . , e_p, f_1, . . . , f_q, . . . , h_1, . . . , h_s odpovídají vlastní hodnoty operátoru A rovné 0. V tomto pøípadì jsou na pravé stranì následující rovnosti sèítanci dvou typù:

A(e0) =_{α1}e_1 +_{· · ·} +_{αp}e_p +_{β1}f_1 +_{· · ·} +_{βq}f_q +_{· · ·} +_{δ1}h_1 +_{· · ·} +_{δs}h_{s−}

− A(κ_1e_1 + · · · + κ_pe_p) − A(μ_1f_1 + · · · + μ_qf_g) − · · · − A(ω_1h_1 + · · · + ω_sh_s).

Jedny jsou skupiny vektorù odpovídající vlastním hodnotám rùzným od 0 a druhé skupinám vektorù odpovídajícím vlastní hodnotì 0. V pøípadì skupin odpovídajícím vlastním hodnotám rùzným od 0 mù¿eme postupovat stejnì jako v prvním pøípadì. Pøedpokládejme pro jednoduchost, ¿e poté nám zùstanou tøi skupiny vektorù e_1, . . . , e_p, f_1, . . . , f_q a g_1, . . . , g_r s vlastními hodnotami λ_1 = λ_2 = λ_3 = 0.

Potom

A(e0) =_{α1}e_1 +_{· · ·} +_{αp}e_p +_{β1}f_1 +_{· · ·} +_{βq}f_q +_{· · ·} +_{γ1}g_1 +_{· · ·} +_{γr}g_{s−}

− A(κ_1e_1 + · · · + κ_pe_p) − A(μ_1f_1 + · · · + μ_qf_g) − · · · − A(ν_1g_1 + · · · + ν_sg_s).

Proto¿e je λ_1 = λ_2 = λ_3 = 0, dostáváme

A(e_1) = 0,A(e_2) = e_1,. . . ,A(e_p) = e_p�_1, A(f_1) = 0, A(f_2) = f_1, . . . ,A(f_q) = f_q�_1, A(g_1) = 0,A(g_2) = g_1,. . . ,A(g_r) = e_r�_1.

Lineární kombinace vektorù e_1, . . . , e_p na pravé stranì posledního vyjádøení A(e0) má potom tvar α_1e_1 + α_2e_2 + · · · + α_pe_p − κ_2e_1 − κ_3e_2 − · · · − κ_pe_p�_1.

Polo¿íme-li κ_2 = α_1, κ_3 = α_2, . . . , κ_p = α_p�_1, zbavíme se vźech sèítancù s výjimkou jednoho, který se rovná α_pe_p.

Udìláme-li toté¿ se skupinami f_1, . . . , f_q a g_1, . . . , g_r, dostaneme vektor e0, pro který platí

A(e0) =_{αp}e_p +_{βq}f_q +_{γr}g_{r.}

Pokud by nastal pøípad α_p = β_q = γ_r = 0, pak pro vektor e0 platí A(e0) = 0 a operátor A má vzhledem k bázi e0, e_1, . . . , e_p, f_1, . . . , f_q, . . . , h_1, . . . , h_s matici, která je v Jordanovì normálním tvaru. Vektor e0 tvoøí samostatnou buòku s vlastní hodnotou rovnou 0.

Zbývá pøípad, kdy aspoò jeden z koe˛cientù α_p, β_q, γ_r je rùzný od 0. V tomto pøípadì, narozdíl od vźech pøedchozích, musíme zmìnit i nìkteré z vektorù báze podprostoru P. Seøadíme èísla p, q, r podle velikosti, nechż napøíklad p > q > r. Potom sestrojíme novou skupinu vektorù poèínající vektorem e0 následovnì. Polo¿íme e0_{p+1} = e0, e0_p = A(e0_{p+1}), e0_p�_1 = A(e0_p), . . . , e0_1 = A(e0_2). Dostáváme tak

e0_{p+1}= e0 = α_pe_p + β_qf_q + γ_rg_r,

e0_p= A(e0_{p+1}) = α_pe_p�_1 + β_qf_q�_1 + γ_rg_r�_1, . . e0_p�_{r+2}= A(e0_p�_{r+3})= α_pe_p�_{r+1} + β_qf_q�_{r+1} + γ_rg_1, e0_p�_{r+1}= A(e0_p�_{r+2})= α_pe_p�_r + β_qf_q�_r, . . e0_1= A(e0_2) = α_pe_1.

Nahradíme nyní vektory e0, e_1, . . . , e_p pùvodní báze novými vektory

e0_1, e0_2, . . . , e0_p, e0_{p+1},

a ostatní vektory necháme beze zmìny. Vzhledem k této bázi má operátor A matici v Jordanovì normálním tvaru.