2. Vektory a vektorové prostory

Vlastnosti sèítání vektorù a násobení vektoru skalárem.

A: Ka¿dé dvojici vektorù x, y odpovídá vektor x + y, který nazýváme souètem vektorù x, y a platí:

(A1) sèítání vektorù je komutativní, tj. platí x + y = y + x pro ka¿dé dva vektory x, y, (A2) sèítání vektorù je asociativní, tj. platí (x + y) + z = x + (y + z) pro ka¿dé tøi vektory x, y, z, (A3) existuje vektor 0 (nulový vektor) pro který platí x + 0 = 0 + x = x pro ka¿dý vektor x, (A4) ke ka¿dému vektoru x existuje opaèný vektor −x pro který platí x + (−x) = (−x) + x = 0.

B: Ka¿dé dvojici a, x, kde a je skalár a x je vektor odpovídá vektor a·x nazývaný souèinem a, x a platí

(B1) násobení vektoru skalárem je asociativní, tj. platí a(bx) = (ab)x pro ka¿dé dva skaláry a, b a ka¿dý vektor x, (B2) platí 1x = x pro ka¿dý vektor x.

C: Dále platí následující dva distributivní zákony:

(C1) násobení vektoru skalárem je distributivní vzhledem ke sèítání skalárù, tj. platí (a + b)x = ax + bx pro ka¿dé dva skaláry a, b a ka¿dý vektor x, (C2) násobení vektoru skalárem je distributivní vzhledem ke sèítání vektorù, tj. platí a(x + y) = ax + ay pro ka¿dý skalár a a ka¿dé dva vektory x, y.

De˛nice 2.4. Buï T nìjaké tìleso (skalárù). Vektorový prostor nad tìlesem T je mno¿ina

V (jejím prvkùm øíkáme vektory), na které je de˛nována operace sèítání vektorù (+) a operace násobení vektoru skalárem (·) splòující podmínky (A1)-(A4), (B1), (B2), (C1), (C2).

Je-li T tìleso racionálních, reálných nebo komplexních èísel, pak vektorový prostor nad T nazýváme také racionální (reálný, komplexní) vektorový prostor.

Pøíklad 2.4. Pøíklady vektorových prostorù. a) Aritmetický reálný 2-dimenzionální prostor R^2.

b) Prostor R^3.

c) Prostor C^1(= C).

d) Vektorový prostor P vźech polynomù jedné promìnné t s komplexními koe˛cienty. e) Aritmetický komplexní n-dimenzionální prostor Cn.

f) Vektorový prostor Pn vźech polynomù jedné promìnné t s komplexními koe˛cienty stupnì menźího ne¿ n.

Typeset by AMS-TEX 1

2 g) Aritmetický reálný n-dimenzionální prostor Rn.

h) Aritmetický 4-dimenzionální vektorový prostor Z^4_2 nad tìlesem Z_2. i) Aritmetický n-dimenzionální vektorový prostor T n nad tìlesem T. j) Jednoprvkový vektorový prostor O nad tìlesem T. k) Reálná èísla R jako vektorový prostor nad racionálními èísly. l) Komplexní èísla C jako reálný vektorový prostor.

Vìta 2.4. Základní vlastnosti sèítání a násobení ve vektorových prostorech. Buï

V vektorový prostor nad tìlesem T. Potom platí:

a) a · 0 = 0 pro ka¿dý skalár a ∈ T, b) 0 · x = 0 pro ka¿dý vektor x ∈ V, c) Vektor −x je urèen jednoznaènì vektorem x pro ka¿dý prvek x ∈ V, d) je-li ax = 0, pak buï a = 0 nebo x = 0, e) −x = (−1)x pro ka¿dý vektor x ∈ V. f) Souèet vektorù x_1 + x_2 + · · · + xn

nezávisí na uzávorkování.

Dùkaz. a) a0 = a(0 + 0) = a0 + a0. Nyní pøièteme k obìma krajním stranám vektor −(a0). b) Dùkaz je témìø stejný jako v pøípadì a). Platí 0x = (0 + 0)x = 0x + 0x. Tentokrát pøièteme k obìma stranám vektor −(0x).

c) Dùkaz je zcela stejný jako v pøípadì Vìty 1b).

d) Je-li ax = 0 a souèasnì a ≠ 0, vynásobíme obì strany první rovnosti èíslem a�^1. dostaneme tak 0 = a�^10 = a�^1(ax) = (a�^1a)x = 1x = x.

e) Platí x + (−1)x = 1x + (−1)x = (1 + (−1))x = 0x = 0. � f) Dùkaz je zcela stejný jako u Vìty 1.3. �

Povídání o kódech. Kontrola parity a její vliv na správnost pøenosu informace. Nejjednoduźźí Hammingùv kód.