18. Stereogra˛cká projekce a kruhová inverze

V této a následující èásti pøednáźky se budeme vìnovat ortogonálním zobrazením v tøídimenzionálním euklidovském prostoru R^3. Najdeme jiný popis tìchto zobrazení pomocí kterého bude snazźí najít slo¿ení dvou rotací.

Ortogonální zobrazení zachovávají velikost vektorù. Zobrazí proto ka¿dý bod na jednotkové sféøe (povrchu koule o polomìru 1 se støedem v bodì 0 - poèátku souøadnic) do nìjakého jiného bodu na této sféøe. Ka¿dé ortogonální zobrazení tedy urèuje vzájemnì jednoznaèné zobrazení jednotkové sféry do sebe. Vzhledem k linearitì ortogonálních zobrazení je hodnota ortogonálního zobrazení v jakémkoliv bodu prostoru R^3 urèena jeho hodnotami v bodech jednotkové sféry. Ve skuteènosti staèí znát hodnoty zobrazení pouze ve tøech lineárnì nezávislých bodech této sféry.

Ka¿dý bod na jednotkové sféøe má euklidovské souøadnice (x, y, z) vzhledem k nìjaké pevnì zvolené ortonormální bázi prostoru R^3. Pro tyto souøadnice platí x^2 + y^2 + z^2 = 1 a ka¿dý bod prostoru R^3, jeho¿ souøadnice splòují tuto rovnost, na jednotkové sféøe le¿í. Uká¿eme si teï. jak na jednotkové sféøe zavést komplexní souøadnice. Pou¿ijeme k tomu tzv. stereogra˛ckou projekci.

Stereogra˛cká projekce spoèívá v promítnutí bodù jednotkové sféry do roviny z = 0 z bodu (0, 0, 1), kterému budeme øíkat severní pól a oznaèovat jej N. Nyní vezmeme libovolný bod P ≠ N jednotkové sféry, spojíme jej s bodem N pøímkou a podíváme se, jak závisejí souøadnice (u, v, 0) prùseèíku P^0 této pøímky s rovinou z = 0 na souøadnicích (x, y, z) bodu P . Spojnice bodù N a P^0 má smìr (u, v, −1), jejich spojnice má tedy parametrické vyjádøení x = 0 + tu, y = 0 + tv, z = 1 − t. Hodnoty parametru t pro prùseèíky této pøímky se sférou

x^2 + y^2 + z^2 = 1

dostaneme z rovnice t^2u^2 + t^2v^2 + (1 − t)^2 = 1,

neboli t^2(u^2 + v^2 + 1) = 2t.

Tato rovnice má dva reálné koøeny

t = 0, t = 2 u^2 + v^2 + 1 . První z nich odpovídá severnímu pólu N a druhý bodu P o souøadnicích (x, y, z) = ( 2u u^2 + v^2 + 1 , 2v u^2 + v^2 + 1 , u^2 + v^2 − 1 u^2 + v^2 + 1 ) . Typeset by AMS-TEX 1

Jsou-li naopak známy souøadnice (x, y, z) bodu P ≠ N, platí pro souøadnice bodu P^0 u = x t = x 1 − z , v = y t = y 1 − z . Dokázali jsme tak následující vìtu.

Vìta 18.107. Pøi stereogra˛cké projekci bodu P = (x, y, z) rùznému od severního pólu N odpovídá bod P^0 = ( x 1 − z , y 1 − z , 0)

roviny z = 0. Inverzní zobrazení naopak zobrazuje bod (u, v, 0) této roviny do bodu (x, y, z) = ( 2u u^2 + v^2 + 1 , 2v u^2 + v^2 + 1 , u^2 + v^2 − 1 u^2 + v^2 + 1 )

jednotkové sféry. �

V dalźím textu budeme souøadnice bodù roviny z = 0 zapisovat pouze jako (u, v). Místo dvou reálných souøadnic budeme pozdìji také psát jediné komplexní èíslo u + iv. V tom spoèívá pravý smysl stereogra˛cké projekce { zavést komplexní souøadnice pro body na jednotkové sféøe v prostoru R^3. Ka¿dý bod této sféry s výjimkou severního pólu N tak má jednoznaènì urèené komplexní souøadnice. Z mnoha dùvodù, z nich¿ nìkteré vyplynou na povrch pozdìji, je výhodné rozźíøit rovinu komplexních èísel o jedno \nekoneèné komplexní èíslo", které budeme oznaèovat ∞, a které budeme pova¿ovat za souøadnice severního pólu N. Stereogra˛cká projekce je potom vzájemnì jednoznaèné zobrazení mezi body na jednotkové sféøe a prvky rozźíøené komplexní roviny. Toto zobrazení pochopitelnì nezachovává vzdálenosti, ale v jistém smyslu zachovává úhly. Jednotkovou sféru v R^3 budeme dále oznaèovat S_2. Index vyjadøuje, ¿e sféra sama je dvoudimenzionální.

V minulé kapitole jsme si ukázali, ¿e ka¿dé ortogonální zobrazení v libovolném euklidovském prostoru lze slo¿it z jednoduchých re‚exí. Nyní si uká¿eme, jaké zobrazení komplexní roviny odpovídá jednoduché re‚exi sféry S_2. K tomu napøed popíźeme rovinu bodù, které jsou stejnì vzdálené od dvou bodù P, P^0 ∈ S_2.

Lemma 18.108. Mno¿ina bodù prostoru R^3, které mají stejnou vzdálenost od dvou daných bodù P = (α, β, γ) a P^0 = (α^0, β^0, γ^0) sféry S_2, se rovná rovinì

(α − α^0)x + (β − β^0)y + (γ − γ^0)z = 0.

Dùkaz. Má-li bod (x, y, z) stejnou vzdálenost od bodù P, P^0, platí

(x − α)^2 + (y − β)^2 + (z − γ)^2 = (x − α^0)^2 + (y − β^0 )^2 + (z − γ^0)^2.

Vzhledem k tomu, ¿e α^2 + β^2 + γ^2 = α^{0 2} + β^{02} + γ^{02} = 1, mù¿eme poslední rovnost zjednoduźit na −2αx − 2βy − 2γz = −2α^0x − 2β^0y − 2γ^0z, neboli (α − α^0)x + (β − β^0)y + (γ − γ^0)z = 0. � Dále si pøipomeneme kruhovou inverzi. Je-li dána v rovinì kru¿nice C se støedem O a polomìrem ρ, pak kruhová inverze urèená kru¿nicí C zobrazuje libovolný bod P ≠ O do bodu P^0, který le¿í na polopøímce OP a pro vzdálenosti bodù P, P^0 od støedu O platí |OP | · |OP^0| = ρ^2. Bod P^0 se tedy touto kruhovou inverzí zobrazí do bodu P . Ka¿dý bod na kru¿nici C se zobrazí sám do sebe. Kruhová inverze urèená C je de˛novaná pro ka¿dý bod roviny rùzný od støedu O. Kruhová inverze tak není vzájemnì jednoznaèným zobrazením roviny do sebe. Pøidáme-li ale k rovinì bod v nekoneènu ∞, pak mù¿eme rozźíøit de˛nici kruhové inverze urèené C tak, ¿e støed O zobrazíme do ∞ a naopak ∞ do bodu O. Kruhová inverze je potom vzájemnì jednoznaèným zobrazením rozźíøené roviny do sebe.

Osová soumìrnost vzhledem k pøímce je limitním pøípadem kruhové inverze, zvìtźujemeli polomìr ρ kru¿nice C tak, ¿e posunujeme støed O a souèasnì zachováváme prùseèík polopøímky OP s kru¿nicí C. Bude se nám hodit pova¿ovat osovou symetrii rovnì¿ za kruhovou inverzi urèenou \kru¿nicí s nekoneèným polomìrem". Osová inverze zobrazuje bod ∞ do sebe.

De˛nujeme tedy inverzi jako osovou symetrii rL urèenou pøímkou L nebo jako kruhovou inverzi IC urèenou kru¿nicí C. Døíve ne¿ si uká¿eme, jak popsat inverze pomocí zobrazení rozźíøené komplexní roviny do sebe, uká¿eme si souvislost inverzí a jednoduchých re‚exí v tøídimenzionální euklidovském prostoru R^3.

Vìta 18.109. Vzájemnì jednoznaèné zobrazení sféry S_2 urèené jednoduchou re‚exí odpovídá po stereogra˛cké projekci nìjaké inverzi.

Dùkaz. Zobrazí-li jednoduchá re‚exe bod P = (α, β, γ) ∈ C_2 do bodu P^0 = (α^0, β^0, γ^0) rùzného do P , je podle Lemma 18.108 urèená rovinou

(α − α^0)x + (β − β^0)y + (γ − γ^0)z = 0.

Body (x, y, z) této roviny, které le¿í souèasnì na sféøe S_2, mají souøadnice ( 2u u^2 + v^2 + 1 , 2v u^2 + v^2 + 1 , u^2 + v^2 − 1 u^2 + v^2 + 1 ) , kde (u, v) jsou souøadnice jejich stereogra˛ckých projekcí. Souøadnice (u, v) tìchto bodù tak splòují rovnici

(α − α^0) 2u u^2 + v^2 + 1

+ (β − β^0 ) 2v u^2 + v^2 + 1

+ (γ − γ^0) u^2 + v^2 − 1 u^2 + v^2 + 1 ) = 0.

Tuto rovnici zjednoduźíme do tvaru ( u + α − α^0 γ − γ^0 )_2 + ( v + β − β^0 γ − γ^0 )_2 = 1 + (α − α^0 γ − γ^0 )_2 + ( β − β^0 γ − γ^0 )_2 , co¿ je rovnice kru¿nice se støedem O = ( − α − α^0 γ − γ^0 , − β − β^0 γ − γ^0 )

a polomìrem

ρ = √ 1 + (α − α^0 γ − γ^0 )_2 + ( β − β^0 γ − γ^0 )_2 = √ 2(1 − αα^0 − ββ^0 − γγ^0) γ − γ^0 .

Poslední rovnost vyplývá z toho, ¿e α^2 + β^2 + γ^2 = α^{0 2} + β^{0 2} + γ^{02} = 1. Tyto formule pochopitelnì platí pouze za pøedpokladu γ ≠ γ^0. Je-li γ = γ^0, je obrazem prùniku sféry S_2 s rovinou re‚exe (α − α^0)x + (β − β^0 )y = 0

pøímka (α − α^0)u + (β − β^0)v = 0.

Budeme opìt pøedpokládat γ ≠ γ^0. Uká¿eme si, ¿e stereogra˛cký obraz bodu P = (α, β, γ) se zobrazí do stereogra˛cké projekce bodu P^0 = (α^0, β^0, γ^0) kruhovou inverzí urèenou kru¿nicí ( u + α − α^0 γ − γ^0 )_2 + ( v + β − β^0 γ − γ^0 )_2

= 1 + (α − α^0 γ − γ^0 )_2 + ( β − β^0 γ − γ^0 )_2 , kterou jsme nalezli v pøedchozím odstavci.

Stereogra˛cké obrazy bodù P, P^0 jsou podle Vìty 18.107 rovné Q = ( α 1 − γ , β 1 − γ ) , Q^0 = ( α^0 1 − γ^0 , β^0 1 − γ^0 )

Vektory spojující støed O s Q, Q^0 jsou po øadì ( α − α^0 γ − γ^0 + α 1 − γ , β − β^0 γ − γ^0 + β 1 − γ ) = 1 (γ − γ^0)(1 − γ)

(α − α^0 + α^0 γ − αγ^0, β − β^0 + β^0 γ − βγ^0) a ( α − α^0 γ − γ^0 + α^0 1 − γ^0 , β − β^0 γ − γ^0 + β^0 1 − γ^0 ) = 1 (γ − γ^0)(1 − γ^0)

(α−α^0 +α^0 γ −αγ^0, β −β^0 +β^0 γ −βγ^0 ).

Druhý z tìchto vektorù dostaneme z prvního vynásobením reálným èíslem 1 − γ 1 − γ^0 > 0. Body Q a Q^0 tak le¿í na té¿e polopøímce vycházející z bodu O.

Souèin vzdáleností |OQ| · |OQ^0| se potom rovná 1 (γ − γ^0)^2(1 − γ)(1 − γ^0)

[(α − α^0 + α^0γ − αγ^0)^2 + (β − β^0 + β^0 γ − βγ^0)^2] = 1 (γ − γ^0)^2(1 − γ)(1 − γ^0)

{[α(1 − γ^0) − α^0(1 − γ)]^2 + [β(1 − γ^0) − β^0 (1 − γ)]^2} = 1 (γ − γ^0)^2 ( (α^2 + β^2)

1 − γ^0 1 − γ + (α^{02} + β^{0 2}) 1 − γ 1 − γ^0

− 2αα^0 − 2ββ^0 )

= 1 (γ − γ^0)^2 ( (1 − γ^2)

1 − γ^0 1 − γ + (1 − γ^{02}) 1 − γ 1 − γ^0

− 2αα^0 − 2ββ^0 )

= 2 − 2αα^0 − 2ββ^0 − 2γγ^0 (γ − γ^0)^2

= ρ^2.

Bod Q se tedy opravdu zobrazí do bodu Q^0 kruhovou inverzí urèenou kru¿nicí, kterou jsme naźli v prvním odstavci dùkazu.

Zbývá pøípad γ = γ^0. Stereogra˛cké obrazy bodù P, P^0 jsou v tomto pøípadì Q = ( α 1 − γ , β 1 − γ ) , Q^0 = ( α^0 1 − γ , β^0 1 − γ ) . Snadno si spoèítáte, ¿e pøímka tvoøená body (u, v), které mají stejnou vzdálenost od bodù Q, Q^0, má rovnici (α − α^0)u + (β − β^0)v = 0. � V dùkazu jsme ignorovali pøípad, kdy P nebo P^0 je severní pól N, tj. kdy γ = 1 nebo γ^0 = 1. Snazźí je pøípad, kdy P = P^0 = N. V tom pøípadì jsou jejich stereogra˛cké obrazy Q = Q^0 = ∞ a bod ∞ se zobrazí sám do sebe libovolnou osovou soumìrností rozźíøené roviny. Je-li P = N a P^0 ≠ N, plyne z γ = 1, ¿e α = β = 0 a v tom pøípadì se stereogra˛cká projekce bodu P^0 rovná ( α^0 1 − γ^0 , β^0 1 − γ^0 ) = O. Stereogra˛cká projekce bodu P , tj. bod Q = ∞, se tedy zobrazí do støedu kru¿nice urèující kruhovou inverzi. Také v tomto pøípadì tak jednoduché re‚exi sféry S_2 odpovídá po stereogra˛cké projekci inverze rozźíøené roviny.