15. Determinant

V této èásti budeme symbolem S_n oznaèovat mno¿inu vźech permutací na mno¿inì {1, 2, . . . , n}. De˛nice 15.43. Buï M = (a_{ij} ) ètvercová matice øádu n s prvky v tìlese T. Determinant matice M je prvek |M| = ∑ p∈Sn sgn(p) · a_{1p(1)}a_{2p(2)} · · · a_{np(n)}.

V pøípadì matice M = ( a_{11} a_{12} a_{21} a_{22} )

øádu 2 existují pouze dvì permutace v mno¿inì S_2, identická permutace a transpozice (1, 2). Identické permutaci odpovídá pøi výpoètu determinantu matice M podle De˛nice 15.43 souèin a_{11}a_{22} s koe˛cientem 1, co¿ je znaménko identické permutace. Transpozici (1, 2) odpovídá souèin a_{12}a_{21} s koe˛cientem −1, proto¿e znaménko libovolné transpozice je −1. Platí proto |M| = a_{11}a_{22} − a_{12}a_{21}.

Je-li n = 3, má mno¿ina S_3 źest prvkù. Obsahuje tøi sudé permutace, identitu a trojcykly (1, 2, 3), (1, 3, 2) a tøi liché permutace { transpozice (1, 2), (1, 3) a (2, 3). Sudým permutacím odpovídají pøi výpoètu determinantu matice M = a_{11} a_{12} a_{13} a_{21} a_{22} a_{23} a_{31} a_{32} a_{33}

podle De˛nice 15.43 souèiny a_{11}a_{22}a_{33} (pro identickou permutaci), a_{12}a_{23}a_{31} (pro trojcyklus (1, 2, 3)) a a_{13}a_{21}a_{32} (pro trojcyklus (1, 3, 2)), vźechny s koe˛cientem 1. Tøem lichým permutacím odpovídají postupnì souèiny a_{12}a_{21}a_{33} (pro transpozici (1, 2)), a_{13}a_{22}a_{31} (pro transpozici (1, 3)) a a_{11}a_{23}a_{32} (pro transpozici (2, 3)). Vźechny tøi souèiny odpovídající transpozicím mají koe˛cient −1. Determinant matice M = (a_{ij} ) øádu 3 se tedy rovná

|M| = a_{11}a_{22}a_{33} + a_{12}a_{23}a_{31} + a_{13}a_{21}a_{32} − a_{12}a_{21}a_{33} − a_{13}a_{22}a_{31} − a_{11}a_{23}a_{32}.

Uká¿eme si jeźtì, jak vypoèítat determinant trojúhelníkové matice. Ètvercová matice M = (a_{ij}) øádu n se nazývá trojúhelníková, jestli¿e a_{ij} = 0 pro vźechny prvky takové, ¿e i > j. Trojúhelníková matice M má tedy tvar

M = a_{11} a_{12} · · · a_{1n} 0 a_{22} · · · a_{2n} . . . . ... . . 0 0 · · · 0

Typeset by AMS-TEX 1

Nechż je nyní p ∈ S_n nìjaká neidentická permutace. Existuje tedy prvek i ∈ {1, 2, . . . , n} takový, p(i) ≠ i. Je-li p(i) < i, platí a_{ip(i)} = 0. Jestli¿e p(i) > i, pak v cyklu permutace p obsahujícím prvek i musí existovat jiný prvek j, pro který musí platit p(j) < j, neboż èísla v tomto cyklu nemohou stále rùst. Souèin odpovídající permutaci p tak i v tomto pøípadì obsahuje prvek a_{jp(j)} = 0. Pro ka¿dou neidentickou permutaci p ∈ S_n proto platí

a_{1p(1)}a_{2p(2)} · · · a_{np(n)} = 0,

proto¿e se v nìm vyskytne prvek le¿ící pod hlavní diagonálou M. Pro determinant matice M proto platí |M| = a_{11}a_{22} · · · a_{nn}, rovná se tedy souèinu prvkù na hlavní diagonále M.

V následujících tøech vìtách si uká¿eme, jak se zmìní hodnota determinantu matice M, udìláme-li na M nìjakou elementární øádkovou transformaci.

Vìta 15.79. Dostaneme-li matici N = (b_{ij}) z matice M = (a_{ij} ) vynásobením k-tého øádku ètvercové matice M prvkem c, pak platí |N| = c · |M|.

Dùkaz. Toto tvrzení je jednoduché. Je-li i ≠ k, platí b_{ij} = a_{ij} , a pro ka¿dé j ∈ {1, 2, . . . , n} platí b_{kj} = c · a_{kj} . Pro ka¿dou permutaci p ∈ S_n platí proto

b_{1p(1)}b_{2p(2)} · · · b_{np(n)} = c · a_{1p(1)}a_{2p(2)} · · · a_{np(n)},

neboż v souèinu b_{1p(1)}b_{2p(2)} · · · b_{np(n)} se vyskytuje právì jeden prvek z k-tého øádku matice N. Dostáváme tak |N| = ∑ p∈Sn b_{1p(1)}b_{2p(2)} · · · b_{np(n)} = ∑ p∈Sn c · a_{1p(1)}a_{2p(2)} · · · a_{np(n)} = c · |M|. � Vìta 15.80. Dostaneme-li matici N = (b_{ij} ) ze ètvercové matice M = (a_{ij} ) prohozením k-tého a l-tého øádku, platí |N| = −|M|.

Dùkaz. Pro prvky matice N platí, ¿e b_{ij} = a_{ij} pro ka¿dé i ≠ k, l, a dále b_{kj} = a_{lj} a b_{lj} = a_{kj} pro ka¿dé j = 1, 2, . . . , n. Pro libovolnou permutaci p ∈ S_n tak platí

b_{1p(1)}b_{2p(2)} · · · b_{np(n)} = b_{kp(k)}b_{lp(l)} ∏ i≠k,l b_{ip(i)} = a_{lp(k)}a_{kp(l)} ∏ i≠k,l a_{ip(i)}.

Oznaème si t transpozici (k, l), která prohazuje èísla k a l. Pro slo¿ení q = p ∘ t potom platí q(i) = p(t(i)) = p(i), je-li i ≠ k, l, a dále q(k) = p(t(k)) = p(l) a q(l) = p(t(l)) = p(k). Poslední souèin v pøedchozí formuli tedy mù¿eme vyjádøit ve tvaru a_{lp(k)}a_{kp(l)} ∏ i≠k,l a_{ip(i)} = a_{lq(l)}a_{kq(k)} ∏ i≠k,l a_{iq(i)} = n∏ i=1 a_{iq(i)}.

Podle Vìty 14.77a) platí sgn(q) = sgn(p ∘ t) = −sgn(p) a tedy

sgn(p)b_{1p(1)}b_{2p(2)} · · · b_{np(n)} = sgn(p)a_{1q(1)}a_{2q(2)} · · · a_{nq(n)} = −sgn(q)a_{1q(1)}a_{2q(2)} · · · a_{nq(n)}.

Seèteme-li poslední rovnosti pro vźechny permutace p ∈ S_n, dostaneme |N| = ∑ p∈Sn sgn(p)b_{1p(1)}b_{2p(2)} · · · b_{np(n)} = ∑ p∈Sn −sgn(q)a_{1q(1)}a_{2q(2)} · · · a_{nq(n)}.

Zbývá si vyjasnit, ¿e poslední souèet je roven −|M|. Jak se liźí suma ∑ p∈Sn sgn(q)a_{1q(1)}a_{2q(2)} · · · a_{nq(n)},

kde pro ka¿dé p ∈ S_n sèítáme souèin sgn(q)a_{1q(1)}a_{2q(2)} · · · a_{nq(n)} kde q = p ∘ t, od sumy ∑ q∈Sn sgn(q)a_{1q(1)}a_{2q(2)} · · · a_{nq(n)} = |M|?

V první z obou sum sèítáme souèiny sgn(q)a_{1q(1)}a_{2q(2)} · · · a_{nq(n)} pro ty permutace q ∈ S_n, které lze vyjádøit ve tvaru q = p ∘ t, kde p ∈ S_n, ka¿dý souèin tolikrát, kolik rùzných takových vyjádøení dané permutace q existuje. Proto¿e pro ka¿dou permutaci q ∈ S_n platí q = q ∘ (t ∘ t) = (q ∘ t) ∘ t, ka¿dý souèin sgn(q)a_{1q(1)}a_{2q(2)} · · · a_{nq(n)} se v první ze sum vyskytne aspoò jednou (staèí zvolit p = q ∘ t). Jsou-li permutace p_1, p_2 ∈ S_n rùzné, pak se snadno pøesvìdèíme, ¿e také p_1 ∘ t ≠ p_2 ∘ t. Ka¿dý souèin sgn(q)a_{1q(1)}a_{2q(2)} · · · a_{nq(n)} se tak v první z obou sum vyskytne právì jednou, stejnì jako ve druhé z nich. Oba souèty se liźí pouze poøadím sèítancù, platí tedy skuteènì ∑ p∈Sn sgn(q)a_{1q(1)}a_{2q(2)} · · · a_{nq(n)} = ∑ q∈Sn sgn(q)a_{1q(1)}a_{2q(2)} · · · a_{nq(n)} = |M|

a tedy |N| = −|M|. � Vìta 15.81. Jsou-li ve ètvercové matici P = (c_{ij} ) dva øádky stejné, pak |P | = 0. Dùkaz. Nechż se tedy v matici P rovná k-tý a l-tý øádek, tj. platí c_{kj} = c_{lj} pro ka¿dé j ∈ {1, 2, . . . , n}. Oznaème si t transpozici (k, l). Pro ka¿dou permutaci p ∈ S_n uva¿ujme také permutaci q = p ∘ t. Platí tedy q(i) = p(t(i)) = p(i) pro i ≠ k, l, q(k) = p(t(k)) = p(l) a q(l) = p(t(l)) = p(k). Vzhledem k tomu, ¿e c_{kp(k)} = c_{lp(k)} a c_{lp(l)} = c_{kp(l)}, a rovnì¿ sgn(q) = sgn(p ∘ t) = −sgn(p), dostáváme

sgn(p)c_{1p(1} · · · c_{np(n)} =sgn(p)c_{kp(k)}c_{lp(l)} ∏ i≠k,l c_{ip(i)} = sgn(p)c_{lp(k)}c_{kp(l)} ∏ i≠k,l c_{ip(i)} = = − sgn(q)c_{lq(l)}c_{kq(k)} ∏ i≠k,l c_{iq(i)} = = − sgn(q)c_{1q(1)} · · · c_{nq(n)}.

Platí tedy pro ka¿dé p ∈ S_n, ¿e sgn(p)c_{1p(1)} · · · c_{np(n)} + sgn(q)c_{1q(1)} · · · c_{nq(n)} = 0. Mno¿inu S_n mù¿eme rozlo¿it do tøíd rozkladu podle ekvivalence R_t (Vìta 14.78). Právì jsme ukázali, ¿e souèet dvou èlenù z de˛nice determinantu matice P odpovídajících jedné tøídì rozkladu podle ekvivalence R_t se rovná 0. Proto¿e jsou rùzné tøídy rozkladu podle R_t dizjunktní, platí také |P | = ∑ p∈Sn sgn(p)c_{1p(1)}c_{2p(2)} · · · c_{np(n)} = 0. � Vźimnìte si jeźtì, ¿e v dùkazu Vìty 15.81 bychom mohli postupovat rychleji, pokud bychom pøedpokládali, ¿e charakteristika tìlesa T, ze kterého jsou prvky matice P , je rùzná od 2. Matice P , ve které se k-tý øádek rovná l-tému øádku, se nezmìní, prohodíme-li k-tý a l-tý øádek. Pro takto získanou matici Q platí podle Vìty 15.80 |Q| = −|P |. Proto¿e ale Q = P , platí |Q| = |P |, tedy |P | = −|P |, neboli 2|P | = 0. Je-li charakteristika T rùzná od 2, plyne z toho, ¿e |P | = 0.

Vìta 15.82. Dostaneme-li matici N = (b_{ij} ) ze ètvercové matice M = (a_{ij} ) pøiètením c-násobku l-tého øádku ke k-tému øádku matice M, pak platí |N| = |M|. Dùkaz. Tentokrát platí b_{ij} = a_{ij} pro vźechny prvky i ≠ k, a b_{kj} = a_{kj} + c · a_{lj} . Pro libovolnou permutaci p ∈ S_n tak dostáváme, ¿e

b_{1p(1)}b_{2p(2)} · · · b_{np(n)} =b_{kp(k)} ∏ i≠k b_{ip(i)} = (a_{kp(k)} + c · a_{lp(k)}) ∏ i≠k a_{ip(i)} =

= n∏ i=1 a_{ip(i)} + c · a_{lp(k)} ∏ i≠k a_{ip(i)}.

Seèteme-li tyto rovnosti pro vźechny permutace p ∈ S_n (po vynásobení sgn(p)), dostaneme |N| =sgn(p) ∑ p∈Sn b_{1p(1)}b_{2p(2)} · · · b_{np(n)} = = ∑ p∈Sn sgn(p)a_{1p(1)}a_{2p(2)} · · · a_{np(n)} + c · ∑ p∈Sn (sgn(p)a_{lp(k)} ∏ i≠k a_{ip(i)}) = =|M| + c · ∑ p∈Sn (sgn(p)a_{lp(k)} ∏ i≠k a_{ip(i)}). K dokonèení dùkazu Vìty 15.82 staèí ukázat, ¿e ∑ p∈Sn (sgn(p)a_{lp(k)} ∏ i≠k a_{ip(i)}) = 0.

V souèinu a_{lp(k)} ∏ i≠k a_{ip(i)} sice násobíme n prvkù z matice M, z ka¿dého sloupce jeden, ale ¿ádný z nich nele¿í v k-tém øádku, zato z l-tého øádku násobíme dva prvky: a_{lp(k)} a a_{lp(l)}. Stejné souèiny se vyskytují pøi výpoètu determinantu matice P = (c_{ij} ), kterou dostaneme z M tak, ¿e nahradíme k-tý øádek matice M l-tým øádkem té¿e matice. Tedy c_{ij} = a_{ij} pro i ≠ k a c_{kj} = a_{lj} pro vźechna èísla j ∈ {1, 2, . . . , n}. Pro ka¿dé i ≠ k tedy platí c_{ip(i)} = a_{ip(i)} a rovnì¿ c_{kp(k)} = a_{lp(k)}. Pro libovolnou permutaci p ∈ S_n tak platí

c_{1p(1)}c_{2p(2)} · · · c_{np(n)} = a_{lp(k)} ∏ i≠k a_{ip(i)} a tedy také |P | = ∑ p∈Sn sgn(p)c_{1p(1)}c_{2p(2)} · · · c_{np(n)} = ∑ p∈Sn (sgn(p)a_{lp(k)} ∏ i≠k a_{ip(i)} = 0).

K dokonèení dùkazu tak staèí ukázat, ¿e |P | = 0. Vźimnìte si, ¿e v matici P se k-tý øádek rovná l-tému øádku. Podle Vìty 15.81 tedy skuteènì platí |P | = 0.

Vìta 15.83. Je-li M ètvercová matice øádu n, pak platí |M| = |M^′|. Dùkaz. Jsou-li p, q ∈ S_n libovolné dvì permutace, pak souèiny a_{1p(1)}a_{2p(2)} · · · a_{np(n)} a a_{q(1)p∘q(1)}a_{q(2)p∘q(2)} · · · a_{q(n)p∘q(n)} jsou stejné, liźí se pouze poøadím èinitelù, neboż v obou pøípadech jsou ze stejných øádkù matice M vybrány stejné prvky.

Zvolme q = p^{−1}. Potom podle pøedchozího odstavce platí

a_{1p(1)}a_{2p(2)} · · · a_{np(n)} = a_p�1_{(1)1}a_p�1_{(2)2} · · · a_p�1_{(n)n}.

Rovnì¿ platí sgn(p) = sgn(p^{−1}), proto¿e obì permutace p a p^{−1} mají cykly stejných délek. Proto |M| = ∑ p∈Sn sgn(p)a_{1p(1)}a_{2p(2)} · · · a_{np(n)} = ∑ p∈Sn sgn(p)a_p�1_{(1)1}a_p�1_{(2)2} · · · a_p�1_{(n)n} = = ∑ p∈Sn sgn(p^{−1})b_{1p}�1_{(1)}b_{2p}�1_{(2)} · · · b_{np}�1_{(n)}.

Poslední suma se ale rovná |M^′|, proto¿e inverzní permutace k permutaci p je urèena jednoznaènì. V souètu de˛nujícím determinant |M^′| a v posledním souètu pøedchozího výpoètu tedy sèítáme stejné souèiny, pouze v jiném poøadí. �

De˛nice 15.44. Buï M = (a_{ij}) ètvercová matice øádu n. Pro libovolná dvì èísla i, j ∈ {1, 2, . . . , n} oznaème M_{ij} matici, kterou dostaneme z matice M vypuźtìním i-tého øádku a j-tého sloupce. Èíslo c_{ij} = (−1)^{i+j} |M_{ij} | se nazývá kofaktor prvku a_{ij} v matici M. Matice (c_{ij} ) se nazývá kofaktorová matice matice M. Matice transponovaná ke kofaktorové matici (c_{ij} ) se nazývá adjungovaná matice k matici M a oznaèuje se adjM.

Vìta 15.84. Pro ka¿dou ètvercovou matici M = (a_{ij}) a libovolná dvì èísla k, l ∈ {1, 2, . . . n} platí |M| = n∑ j=1 a_{kj} c_{kj} a |M| = n∑ i=1 a_{il}c_{il}. Dùkaz. Ka¿dý èlen v souètu de˛nujícím determinant |M| podle De˛nice 15.43 obsahuje právì jeden èinitel z k-tého øádku. Seèteme-li vźechny souèiny obsahující prvek a_{kj}a tento prvek vytkneme, a udìláme-li to pro ka¿dé j ∈ {1, 2, . . . , n}, dostaneme |A| = a_{k1}d_{k1} + a_{k2}d_{k2} + · · · + a_{kn}d_{kn}. K dokonèení dùkazu první formule Vìty 15.84 nám staèí dokázat, ¿e platí d_{kj} = c_{kj} = (−1)^{k+j}|M_{kj} |, kde M_{kj} je matice, kterou dostaneme z M vynecháním k-tého øádku a j-tého sloupce. Odmyslíme-li si koe˛cienty ±1, vyskytují se v d_{kj} vźechny mo¿né souèiny n − 1 prvkù matice M, které le¿í v rùzných øádcích matice M s výjimkou k-tého øádku, a v rùzných sloupcích matice M s výjimkou j-tého sloupce. Jsou to ty samé souèiny, jaké se vyskytují v souètu de˛nujícím determinant matice M_{kj} . Zbývá pouze ukázat, ¿e se ty samé souèiny n èinitelù vyskytují v obou souètech se stejným znaménkem.

Jako první se budeme zabývat pøípadem k = j = 1. Máme dokázat, ¿e platí d_{11} = |M_{11}|. Permutace p ∈ S_n, pro které platí, ¿e výraz

sgn(p)a_{1p(1)}a_{2p(2)} · · · a_{np(n)}

obsahuje prvek a_{11}, musí splòovat podmínku p(1) = 1. Prvek d_{11} se tedy rovná souètu ∑ p sgn(p)a_{2p(2)} · · · a_{np(n)},

kde sèítáme pøes vźechny permutace p ∈ S_n, pro které platí p(1) = 1.

Poèítáme-li determinant matice M_{11} podle De˛nice 15.43, dostáváme

|M_{11}| = ∑ q sgn(q)a_{2q(2)} · · · a_{nq(n)},

kde tentokrát sèítáme pøes vźechny permutace q na mno¿inì {2, 3, . . . , n}.

Ka¿dý sèítanec v poslední sumì de˛novaný permutací p na mno¿inì {2, 3, . . . , n} odpovídá v souètu urèujícím prvek d_{11} sèítanci de˛novaným permutací p ∈ S_n, kterou dostaneme z q rozźíøením na celou mno¿inu {1, 2, . . . , n} tak, ¿e polo¿íme p(1) = 1. Permutace p a q tak mají stejné cykly a¿ na cyklus permutace p obsahující jediný prvek 1. Obì permutace mají proto stejné znaménko (permutace q má sice o jeden cyklus ménì ne¿ p, pùsobí ale na mno¿inì, která má také o jeden prvek ménì). Stejné souèiny se proto vyskytují jak v souètu de˛nujícím d_{11} tak v souètu de˛nujícím |M_{11}| se stejným znaménkem. Proto platí d_{11} = M_{11}.

Pøípad obecných d_{kj} a |M_{kj}| pøevedeme na právì dokázaný pøípad k = j = 1. Napøed vymìníme k-tý øádek matice M s øádkem tìsnì nad ním ((k−1)-tým øádkem) a opakujeme to postupnì (k − 1)-krát. Tím pøesuneme k-tý øádek matice M na místo prvního øádku a vzájemná poloha zbývajících øádkù zùstane beze zmìny. Potom stejným zpùsobem vymìníme j-tý sloupec s (j −1)-tým sloupcem a opakujeme to opìt (j −1)-krát. Tím pøemístíme j-tý sloupec na místo prvního sloupce a vzájemná poloha zbývajících sloupcù se nezmìní. Dostaneme tak matici N = (b_{ij}), pro kterou platí b_{11} = a_{kj} a podle Vìt 15.80 a 15.83 také platí |N| = (−1)^{k−1+j−1}|M| = (−1)^{k+j} |M|. Kromì toho platí, ¿e matice M_{kj} se rovná matici N_{11}.

Podle výźe dokázaného tvrzení se souèet vźech výrazù v souètu de˛nujícím |N| obsahujících prvek b_{11}(=a_{kj} ) rovná b_{11}|N_{11}| a to se podle de˛nice matice N rovná a_{kj}|M_{kj} |. Ze vztahu |N| = (−1)^{k+j} |M| plyne, ¿e vynásobíme-li sumu de˛nující |N| èíslem (−1)^{k+j} , dostaneme sumu de˛nující |M|. Proto sèítanci v souètu (−1)^{k+j} a_{kj} |M_{kj}| jsou také sèítanci v |M|. Proto d_{kj} = (−1)^{k+j} |M_{kj}|. Tím je dokázáno první z obou tvrzení Vìty 15.84.

Druhé tvrzení dostaneme z prvního pou¿itím Vìty 15.83. �

Právì dokázaná vìta udává metodu výpoètu determinantu, které se øíká rozvinutí podle k-tého øádku nebo podle l-tého sloupce. Je to druhá metoda výpoètu determinantu, která plyne z dokázaných vlastností determinantu. První plyne z Vìt 15.79, 15.80 a 15.82 a výpoètu determinantu trojúhelníkové matice bezprostøednì po De˛nici 15.43. Tu pou¿ijeme také v dùkazu následující vìty.

Vìta 15.85. Matice M je singulární právì kdy¿ platí |M| = 0.

Dùkaz. Z Vìty 9.40 plyne, ¿e pomocí elementárních transformací mù¿eme matici M pøevést do matice N, která splòuje podmínky této vìty (odstupòovaná matice). Z Vìt 15.79, 15.80 a 15.82 potom plyne, ¿e |N| = d|M| pro nìjaký nenulový prvek d ∈ T.

Je-li matice M singulární, obsahuje matice N nulový øádek, neboż poèet nenulových øádkù v matici N se rovná hodnosti matice M. Determinant matice s nulovým øádkem se ale rovná 0, proto rovnì¿ |M| = 0.

Je-li M regulární matice, má matice N vźechny øádky nenulové. V ka¿dém z nich je první nenulové èíslo rovné 1, tyto jednotky jsou v rùzných sloupcích matice N a vźechny ostatní prvky v tìchto sloupcích jsou nulové. Proto¿e je matice N ètvercová (neboż M je ètvercová), je matice N jednotková matice a tedy |N| = 1. Proto |M| = d ≠ 0. �

Vìta 15.86. Pro ka¿dou ètvercovou matici M platí M · adjM = adjM · M = |M| · I, kde I je jednotková matice øádu n. Je-li |M| ≠ 0, platí

M^{−1} = 1 |M| adjM.

Dùkaz. Z Vìty 15.84 plyne, ¿e a_{k1}c_{k1} + a_{k2}c_{k2} + · · · + a_{kn}c_{kn} = |M|, kde c_{kj} je kofaktor prvku a_{kj} . Proto¿e adjungovaná matice k matici M je transponovaná matice ke kofaktorové matici M, plyne odtud, ¿e prvky na hlavní diagonále souèinu M · adjM se rovnají |M|. Zbývá ukázat, ¿e pro ka¿dé l ≠ k platí

a_{k1}c_{l1} + a_{k2}c_{l2} + · · · + a_{kn}c_{ln} = 0.

Oznaème N matici, kterou dostaneme z matice M tak, ¿e nahradíme l-tý øádek v matici M jejím k-tým øádkem. Matice N má tedy dva stejné øádky a podle Vìty 15.81 platí |N| = 0. Poèítáme-li |N| pomocí rozvoje podle l-tého øádku, dostaneme výraz na levé stranì poslední formule. Tím je dokázáno, ¿e se tento souèet rovná 0 = |N|. Tím je dokázáno, ¿e platí M · adjM = |M| · I. Podobnì se doká¿e, ¿e také adjM · M = |M| · I. Odtud ihned plyne uvedené vyjádøení inverzní matice M^{−1} k matici M. �

Vìta 15.87. Jsou-li M, N dvì ètvercové matice øádu n, pak platí |NM| = |N||M|. Dùkaz. Nejdøíve si doká¿eme, ¿e pro ka¿dou elementární matici E platí |EM| = |E||M|. Je-li E = E_k(c), platí |E_k(c) = c, napøíklad proto, ¿e E_k(c) je trojúhelníková matice (viz výpoèet determinantu trojúhelníkové matice následující po De˛nici 11.43). Podle Vìty 15.79 potom platí |E_k(c)M| = c|M| = |E_k(c)||M|. Je-li E = E_{kl}, dostaneme matici E_{kl} z jednotkové matice I pøehozením k-tého a l-tého øádku. Podle Vìty 15.80 potom platí |E_{kl}| = −|I| = −1, neboż determinant jednotkové matice se rovná 1. Potom opìt podle Vìty 15.80 platí |E_{kl}M| = −|M| = |E_{kl}||M|. A je-li E = E_{kl}(c), dostaneme E_{kl}(c) z jednotkové matice I pøiètením c-násobku l-tého øádku ke k-tému øádku. Podle Vìty 15.82 potom platí |E_{kl}(c)| = |I| = 1. Potom podle stejné vìty |E_{kl}(c)||M| = |M| = |E_{kl}(c)||M|.

Je-li nyní N regulární matice, lze ji podle Vìty 10.45b) vyjádøit jako souèin elementárních matic N = E_mE_{m−1} · · · E_1. Podle pøedchozího odstavce platí |N| = ||E_mE_{m−1} · · · E_1| = |E_m||E_{m−1}| · · · |E_1| a rovnì¿ |NM| = |E_mE_{m−1} · · · E_1M| = |E_m||E_{m−1}| · · · |E_1||M| = |N||M|. Je-li N singulární matice, platí |N| = 0 podle Vìty 15.85. Sloupce v souèinu matic NM jsou obsa¿ené ve sloupcovém prostoru matice N. Proto¿e je matice N singulární, je její (sloupcová) hodnost menźí ne¿ n. Proto je i (sloupcová) hodnost souèinu NM menźí ne¿ n, souèin NM je tedy také singulární a podle Vìty 15.85 proto platí |NM| = 0. Tedy i v pøípadì singulární matice N platí |NM| = 0 = 0 · |M| = |N||M|.

� Vìta 15.88. Cramerovo pravidlo. Je-li

a_{11}x_1 + a_{12}x_2 + · · · + a_{1n}x_n = b_1 a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + · · · + a_{2n}x_n = b_2 . . a_{n1}x_1 + a_{n2}x_2 + · · · + a_{nn}x_n = b_n

soustava n lineárních rovnic o n neznámých, oznaème M = (a_{ij}) její matici. Pro ka¿dé k ∈ {1, 2, . . . , n} oznaème M(m) matici, kterou dostaneme z M tak, ¿e v ní nahradíme m-tý sloupec sloupcem pravých stran této soustavy. Je-li matice soustavy M regulární, potom platí x_m = |M(m)| |M| . Dùkaz. K dùkazu staèí pou¿ít vyjádøení inverzní matice k matici M z Vìty 15.86. Soustavu si napøed pøepíźeme v maticovém tvaru MX = K, kde K je sloupcový vektor pravých stran soustavy a X je sloupcový vektor neznámých. Poslední rovnost vynásobíme zleva maticí

M^{−1} = 1 |M| adjM. Dostaneme tak X = 1 |M| (adjM)K. Neznámou x_m dostaneme srovnáním m-tých øádkù v poslední rovnosti. Platí proto

x_m = c_{1m}k_1 + c_{2m}k_2 + · · · + c_{nm}k_m |M| . Vypoèítáme-li determinant |M(m)| rozvinutím podle m-tého sloupce, dostaneme výraz v èitateli posledního zlomku. Proto

x_m = |M(m)| |M| . �