14. Permutace

V pøíźtí èásti se budeme zabývat determinanty matic. Determinant je zobrazení, které pøiøazuje ka¿dé ètvercové matici M s prvky z tìlesa T nìjaký prvek tohoto tìlesa nazývaný determinant M. Abychom mohli de˛novat determinant ètvercové matice M øádu n, potøebujeme umìt vźemi mo¿nými zpùsoby vybrat z matice n prvkù tak, abychom vzali z ka¿dého sloupce a ka¿dého øádku jeden prvek.

Je-li i jedno z èísel 1, 2, . . . , n, pak z i-tého øádku vybereme prvek, který le¿í v j-tém sloupci, kde j je rovnì¿ jedno z èísel 1, 2, . . . , n. Oznaème si prvek j symbolem p(i). Tento symbol p(i) tedy oznaèuje nìjaké z èísel 1, 2, . . . , n. Proto¿e z ka¿dého øádku vybíráme jeden prvek, symbol p(i) je dobøe de˛nován pro ka¿dé i = 1, . . . , n. Náź výbìr je ale takový, ¿e vybíráme také z ka¿dého sloupce jeden prvek. Proto se ka¿dé z èísel 1, 2, . . . , n rovná právì jednomu p(i). Symbol p tedy oznaèuje vzájemnì jednoznaèné zobrazení mno- ¿iny {1, 2, . . . , n} prvních n kladných pøirozených èísel do sebe. Vzájemnì jednoznaèným zobrazením nìjaké mno¿iny øíkáme permutace.

De˛nice 14.39. Permutace na mno¿inì X je vzájemnì jednoznaèné zobrazení p : X → X. Je-li p permutace na mno¿inì X, pak inverzní zobrazení p�^1 : X → X je rovnì¿ permutace na mno¿inì X, které øíkáme inverzní permutace k permutaci p. Jsou-li p, q dvì permutace na mno¿inì X, pak slo¿ené zobrazení q ∘ p, které pøiøazuje ka¿dému prvku i ∈ X prvek q(p(i)), je také permutace na mno¿inì X. Nazýváme ji slo¿ení permutací p a q.

Døíve, ne¿ se budeme zabývat permutacemi podrobnìji, uvedeme si nìkolik technických pojmù.

De˛nice 14.40. Relace na mno¿inì X je libovolná mno¿ina R ⊆ X × X uspoøádaných dvojic prvkù mno¿iny X. Relace R je re‚exivní, jestli¿e platí (x, x) ∈ R pro ka¿dý prvek x ∈ X. Relace R je symetrická, jestli¿e z (x, y) ∈ R plyne (y, x) ∈ R. Relace R se nazývá tranzitivní, jestli¿e pro ka¿dé tøi prvky x, y, z ∈ X z pøedpokladu (x, y), (y, z) ∈ R plyne rovnì¿ (x, z) ∈ R. Relace R se nazývá antisymetrická, jestli¿e pro ka¿dé dva prvky x, y ∈ X z pøedpokladu (x, y), (y, x) ∈ R plyne x = y.

Relace R na mno¿inì X se nazývá ekvivalence na X, je-li re‚exivní, symetrická a tranzitivní. Relace R se nazývá kvaziuspoøádání, je-li re‚exivní a tranzitivní. Nazývá se uspoøádání, je-li re‚exivní, antisymetrická a tranzitivní.

Vìta 14.72. Buï R ekvivalence na mno¿inì X. Pro ka¿dý prvek x ∈ X de˛nujeme mno¿inu R[x] = {z ∈ X : (x, z) ∈ R}. Potom platí a) Je-li pro nìjaké dva prvky x, y ∈ X R[x] ∩ R[y] ≠ ∅, pak R[x] = R[y],

Typeset by AMS-TEX 1

b) X = ⋃ x2X^R[^x].

Dùkaz. Dùkaz je velmi jednoduchý. Je-li prùnik R[x]∩R[y] neprázdný, vezmìme libovolný prvek z ∈ R[x] ∩ R[y]. Potom platí (y, z) ∈ R a proto¿e R je symetrická relace, dostáváme rovnì¿ (z, y) ∈ R. Proto¿e také (x, z) ∈ R, z tranzitivity R plyne, ¿e také (x, y) ∈ R a proto¿e R je symetrická, také (y, x) ∈ R. Je-li nyní u ∈ R[x] libovolný prvek, platí (x, u) ∈ R. Proto¿e také (y, x) ∈ R, opìt z tranzitivity R dostáváme (y, u) ∈ R, tj. u ∈ R[y]. Proto R[x] ⊆ R[y]. Opaèná inkluze se doká¿e zcela stejnì. Tolik k dùkazu tvrzení a). Tvrzení b) plyne okam¿itì z toho, ¿e R je re‚exivní relace. Platí proto pro ka¿dé x ∈ X, ¿e (x, x) ∈ R, neboli x ∈ R[x]. �

De˛nice 14.41. Rozklad mno¿iny X na dizjunktní podmno¿iny R[x] podle pøedchozí vìty nazýváme rozklad urèený ekvivalencí R. Mno¿iny R[x] se nazývají tøídy (bloky) ekvivalence R. Vìta 14.73. Buï X = ⋃ i2I^{Xi} rozklad mno¿iny^X na dizjunktní sjednocení podmno¿in

X. De˛nujme relaci R na mno¿inì X pøedpisem

(x, y) ∈ R právì kdy¿ existuje i ∈ I tak, ¿e x, y ∈ X_i.

Takto de˛novaná relace R je ekvivalence na mno¿inì X.

Dùkaz. Dùkaz re‚exivity a symetrie relace R je snadný. Platí-li (x, y) ∈ R a (y, z) ∈ R, existují prvky i, j ∈ I takové, ¿e x, y ∈ X_i a y, z ∈ X_j. Mno¿iny X_i, i ∈ I, jsou ale vzájemnì dizjunktní a y ∈ X_i ∩ X_j, proto i = j a x, z ∈ X_i = X_j, tj. (x, z) ∈ R. Relace R je tedy také tranzitivní. �

Snadno si ovìøíte, ¿e vyjdeme-li od ekvivalence R na mno¿inì X, sestrojíme rozklad mno¿iny X urèený R podle Vìty 14.72 a z tohoto rozkladu ekvivalenci podle Vìty 14.73, dostaneme pùvodní ekvivalenci R (rozmyslete si, co je tøeba dokázat). Stejnì tak vyjdemeli z nìjakého rozkladu mno¿iny X na dizjunktní sjednocení podmno¿in, pøiøadíme mu ekvivalenci R podle Vìty 14.73 a této ekvivalenci R pøiøadíme rozklad X podle Vìty 14.72, dostaneme pùvodní rozklad mno¿iny X. Ekvivalence na mno¿inì X a jí urèený rozklad mno¿iny X jsou jenom dva rùzné pohledy na stejný matematický objekt.

Nyní se vrátíme zpìt k permutacím na mno¿inì X. Napøed si zavedeme oznaèení. Jeli p permutace na mno¿inì X a n kladné pøirozené èíslo, pak symbolem p^n oznaèujeme permutaci p ∘ p ∘ · · · ∘ p n ,

tj. n-násobné slo¿ení permutace p. Podobnì symbolem p�^n oznaèujeme permutaci

p�1_{∘ p}�1_{∘ · · · ∘ p}�1 n , tj. n-násobné slo¿ení inverzní permutace k permutaci p. Dále jeźtì de˛nujeme p^0 jako identickou permutaci na mno¿inì X, tj. platí p^0(x) = x pro ka¿dý prvek x ∈ X. Tím jsme dali význam oznaèení p^k pro ka¿dé celé èíslo k a platí p^k ∘ p^l = p^{k+l} pro libovolná dvì celá èísla k, l, a platí p^k ∘ p^l = p^{k+l} pro libovolná dvì celá èísla k, l.

Vìta 14.74. Buï p permutace na mno¿inì X. De˛nujme relaci R_p na mno¿inì X pøedpisem

(x, y) ∈ R_p právì kdy¿ existuje celé èíslo n takové, ¿e x = p^n(y).

Potom R_p je ekvivalence na mno¿inì X.

Dùkaz. Proto¿e platí p^0(x) = x pro ka¿dé x ∈ X, je relace R_p re‚exivní. Je-li (x, y) ∈ R_p, platí x = p^n(y) pro nìjaké celé èíslo n. Potom také platí y = p�^n(x), proto (y, x) ∈ R_p, relace R_p je tedy také symetrická. A nakonec, platí-li (x, y) ∈ R_p a (y, z) ∈ R_p, existují celá èísla n, m taková, ¿e x = p^n(y) a y = p^m(z). Potom x = p^{n+m}(z), co¿ znamená, ¿e R_p je také tranzitivní relace. �

Bloky ekvivalence R nazýváme cykly (orbity) permutace p. Jestli¿e pro nìjaká dvì pøirozená èísla i > j platí p^i(x) = p^j (x), pak také platí p^i�^j (x) = x a i − j > 0. Oznaème k nejmenźí kladné pøirozené èíslo takové, ¿e p^k(x) = x. Potom pro libovolná dvì pøirozená èísla 0 ≤ j < i < k platí, ¿e prvky p^j (x) a p^i(x) jsou rùzné. Orbita permutace p obsahující prvek x tedy sestává z prvkù {x = p^0(x), p^1(x), . . . , p^k�^1(x)}.

Dále budeme pøedpokládat, ¿e permutace p je de˛nována na koneèné mno¿inì X. Oznaème X_1, X_2, . . . , X_r vźechny orbity permutace p. V ka¿dé orbitì X_i zvolíme nìjaký prvek a_{i1}. Je-li k_i poèet prvkù orbity X_i, oznaème a_{i2} = p(a_{i1}), a_{i3} = p(a_{i2}), . . . , a_{iki} = p(a_{i(ki}�_{1)}) = p^k�^1(a_{i1}) vźechny prvky orbity X_i. Platí tedy také a_{i1} = p(a_{iki} ). Permutaci p mù¿eme tedy zapsat v tvaru

(a_{11}, a_{12}, . . . , a_{1k1} )(a_{21}, a_{22}, . . . , a_{2k2} ) . . . (a_{r1}, a_{r2}, . . . , a_{rkr} ).

Tomuto zápisu øíkáme cyklický zápis permutace p. Cyklický zápis permutace není urèený jednoznaènì, závisí na poøadí orbit a volbì prvkù a_{i1}. Pøesto mù¿eme z cyklického zápisu permutace zjistit hodnotu v ka¿dém prvku mno¿iny X. Není-li prvek x ∈ X posledním prvkem v závorce, ve které se nachází, je hodnota permutace p v bodì x rovna prvku, který následuje prvek x v cyklickém zápisu p. Pokud je prvek x poslední v pøísluźné závorce, zobrazí se permutací p do prvního prvku v té¿e závorce. Obvykle z cyklického zápisu vynecháváme vźechny cykly (orbity) délky 1. Takovému zápisu se také øíká redukovaný cyklický zápis permutace p. Transpozice na mno¿inì X je permutace, která má jeden cyklus délky 2 a ostatní cykly délky 1. Je-li redukovaný cyklický zápis transpozice t roven (a, b), znamená to, ¿e t(a) = b, t(b) = a a t(c) = c pro vźechny ostatní prvky c ≠ a, b mno¿iny X.

Vìta 14.75. Ka¿dou permutaci na koneèné mno¿inì X lze slo¿it z transpozic. Dùkaz. Buï (a_{11}, a_{12}, . . . , a_{1k1} )(a_{21}, a_{22}, . . . , a_{2k2} ) . . . (a_{r1}, a_{r2}, . . . , a_{rkr} ) redukovaný cyklický zápis permutace p na mno¿inì X. Snadno se pøesvìdèíme, ¿e platí

(a_{i1}, a_{i2}, . . . , a_{iki} ) = (a_{i(ki}�_{1)}, a_{iki} ) ∘ (a_{i(ki}�_{2)}, a_{i(ki}�_{1)}) ∘ · · · ∘ (a_{i1}, a_{i2}) pro ka¿dé i = 1, . . . , r. Podobnì vyjádøíme vźechny ostatní cykly z redukovaného cyklického zápisu permutace p jako slo¿ení transpozic a dostaneme tak vyjádøení celé permutace p jako slo¿ení transpozic. �

Pøímým výpoètem si sami mù¿ete dokázat následující lemma.

Lemma 14.76. Jsou-li r, s dvì pøirozená èísla, pak platí (a, b) ∘ (a, c_1, . . . , c_r, b, d_1, . . . , d_s) = (a, c_1, . . . , c_r)(b, d_1, . . . , d_s), (a, b) ∘ (a, c_1, . . . , c_r)(b, d_1, . . . , d_s) = (a, c_1, . . . , c_r, b, d_1, . . . , d_s), (a, c_1, . . . , c_r, b, d_1, . . . , d_s) ∘ (a, b) = (a, d_1, . . . , d_s)(b, c_1, . . . , c_r), a (a, c_1, . . . , c_r)(b, d_1, . . . , d_s) ∘ (a, b) = (a, d_1, . . . , d_s, b, c_1, . . . , c_r). � De˛nice 14.42. Je-li p permutace na koneèné mno¿inì X, pak znaménkem permutace p rozumíme èíslo sgn(p) = (−1)^n�^r,

kde n je poèet prvkù mno¿iny X a r je poèet orbit permutace p. Permutace se znaménkem 1 nazýváme sudé, permutace se znaménkem −1 nazýváme liché.

Snadno si ovìøíte, ¿e sgn(t) = −1 pro ka¿dou transpozici t a je-li p identická permutace, pak sgn(p) = 1.

Vìta 14.77. a) Buï t transpozice a p permutace na mno¿inì X. Potom platí

sgn(t ∘ p) = −sgn(p), sgn(p ∘ t) = −sgn(p),

b) permutace p je sudá právì kdy¿ ji lze slo¿it ze sudého poètu transpozic a je lichá právì kdy¿ ji lze slo¿it z lichého poètu transpozic,

c) slo¿ení dvou sudých nebo dvou lichých permutací je sudá permutace, slo¿ení liché permutace se sudou (v libovolném poøadí) je lichá permutace.

Dùkaz. a) Toto tvrzení plyne z Lemma 14.76, které ukazuje, ¿e slo¿ením nìjaké permutace p s transpozicí t se zmìní poèet cyklù o jeden. Poèet cyklù v permutaci t ∘ p je o jedna vìtźí ne¿ poèet cyklù v permutaci p, jestli¿e transpozice t prohazuje dva prvky z tého¿ cyklu permutace p. Podobnì je poèet cyklù v permutaci t ∘ p o jedna menźí ne¿ poèet cyklù v permutaci p, pokud t pøehazuje dva prvky z rùzných cyklù permutace p. Stejnì tak, skládáme-li p a t v opaèném poøadí.

b) Je-li p = t_k ∘ t_k�_1 ∘ · · · ∘ t_1 vyjádøení nìjaké permutace p jako slo¿ení transpozic, pak podle pøedchozí vìty platí sgn(p) = (−1)^k. Odtud plyne, ¿e permutace p je sudá, pokud ji lze slo¿it ze sudého poètu transpozic, a je lichá, pokud ji lze slo¿it z lichého poètu transpozic. Proto¿e je ka¿dá permutace buï sudá nebo lichá, platí v obou pøípadech ekvivalence.

c) Toto tvrzení plyne bezprostøednì z pøedchozí èásti. Jsou-li toti¿ p = t_k ∘ · · · ∘ t_1 a q = u_l ∘ · · · ∘ u_1 vyjádøení permutací p, q pomocí transpozic, pak q ∘ p = u_l ∘ · · · ∘ u_1 ∘ t_k ∘ · · · ∘ t_1. Permutace q ∘ p je tedy slo¿ením l + k transpozic. Toto èíslo je sudé právì kdy¿ jsou obì èísla l, k sudá nebo kdy¿ jsou obì lichá. Je liché, pokud je jedno z èísel l, k sudé a druhé liché. �

Závìrem doká¿eme jeźtì jedno tvrzení, které budeme potøebovat v pøíźtí kapitole. Vìta 14.78. Buï t libovolná transpozice na mno¿inì {1, 2, . . . , n}. De˛nujeme relaci R_t na mno¿inì vźech permutací na {1, 2, . . . , n} pøedpisem

pR_tq právì kdy¿ buï p = q nebo p = qt.

Relace R_t je ekvivalence na mno¿inì vźech permutací na mno¿inì {1, 2, . . . , n}. Dvì permutace p, q le¿í v té¿e tøídì rozkladu podle R_t právì kdy¿ buï p = q nebo p = qt. Ka¿dá tøída rozkladu podle R_t tak obsahuje právì dvì permutace.

Dùkaz. Snadno si sami ovìøíte, ¿e R_t je ekvivalence. Zbytek plyne z konstrukce rozkladu podle R_t. �