11. Skalární souèin

Skalární souèin je jeden ze základních matematických pojmù. Je to pokroèilejźí zpùsob, jak mìøit vzdálenosti a úhly ve vektorových prostorech. Budeme se jej ilustrovat na nejjednoduźźím pøípadu, mìøení úhlù a vzdáleností v rovinì. V aritmetickém reálném vektorovém prostoru R^2 dimenze 2 si zvolíme dva nenulové vektory x = (x_1, x_2) a y = (y_1, y_2). Pro jednoduchost je zvolíme oba z prvního kvadrantu. Buï α úhel, který svírá spojnice bodu (x_1, x_2) s poèátkem souøadnic s kladným smìrem vodorovné osy, a β úhel, který svírá spojnice bodu (y_1, y_2) s poèátkem souøadnic s kladným smìrem vodorovné osy. Dále pøedpokládejme, ¿e 0 < β < α < 90^∘ (nakreslete si obrázek). Pomocí trigonometrických vzorcù dostáváme

cos(α − β) = cosαcosβ + sinαsinβ = x_1y_1 + x_2y_2 ||x|| · ||y|| , kde ||x|| = √ x^2_1 + x^2 oznaèuje délku vektoru ||x||.

Výraz x_1y_1 + x_2y_2 nazýváme skalární souèin vektorù x = (x_1, x_2) a y = (y_1, y_2) a oznaèujeme ho (x, y). Ze skalárního souèinu (x, y) pak mù¿eme vypoèítat kosinus úhlu η mezi vektory x a y pomocí vztahu

cosη =

(x, y) ||x|| · ||y|| , známe-li délky vektorù x a y. Ty ale také spoèítáme pomocí skalárního souèinu, neboż ||x|| = √ (x, x) a ||y|| = √ (y, y).

De˛nice 11.28. Skalární souèin na reálném vektorovém prostoru V (tj. vektorovém prostoru nad reálnými èísly R) je funkce, která ka¿dé uspoøádané dvojici vektorù x, y ∈ V pøiøazuje èíslo (x, y) ∈ R takové, ¿e platí podmínky

a) (x, y) = (y, x) pro ka¿dé dva vektory x, y ∈ V, b) (a_1x_1 + a_2x_2, y) = a_1(x_1, y) + a_2(x_2, y) pro ka¿dé vektory x_1, x_2, y ∈ V a skaláry a_1, a_2 ∈ R,

c) (x, x) ≥ 0 pro ka¿dé x ∈ V, pøièem¿ (x, x) = 0 právì kdy¿ x = 0. V prostoru V se skalárním souèinem nazýváme èíslo √ (x, x) = ||x|| délka (norma) vektoru x. Reálný prostor V se skalárním souèinem se také nazývá euklidovský prostor.

Je-li V vektorový prostor nad komplexními èísly, pak skalárním souèinem na prostoru V nazýváme funkci, která pøiøazuje ka¿dé uspoøádané dvojici vektorù x, y ∈ V komplexní èíslo (x, y) takové, ¿e platí

a) (x, y) = (y, x) pro ka¿dé dva vektory x, y ∈ V, b) (a_1x_1 + a_2x_2, y) = a_1(x_1, y) + a_2(x_2, y) pro ka¿dé vektory x_1, x_2, y ∈ V a skaláry a_1, a_2 ∈ C,

Typeset by AMS-TEX 1

c) (x, x) ≥ 0 pro ka¿dé x ∈ V, pøièem¿ (x, x) = 0 právì kdy¿ x = 0. Zde c oznaèuje èíslo komplexnì sdru¿ené k c. Vzhledem k podmínce a) je první èást podmínky c) splnìna. Komplexní vektorový prostor V se skalárním souèinem se nazývá unitární prostor.

V euklidovském prostoru V se skalárním souèinem (· , ·) bychom rádi de˛novali úhel φ mezi libovolnými dvìma nenulovými vektory x a y. Aby byla naźe de˛nice úhlu v souladu s geometrickými úvahami, kterými jsme motivovali skalární souèin, mìlo by platit

cosφ =

(x, y) ||x|| · ||y|| . K tomu ale potøebujeme vìdìt, ¿e platí −1 ≤ (x, y) ||x|| · ||y|| ≤ 1 pro libovolné dva vektory x, y ∈ V. To je obsahem následující vìty.

Vìta 11.51. Cauchy-Schwarzova-Bunjakovského nerovnost. Je-li V euklidovský prostor, pak pro ka¿dé dva vektory x, y ∈ V platí |(x, y)| ≤ ||x|| · ||y||. Dùkaz. Buï t libovolné reálné èíslo. Potom platí 0 ≤ (x − ty, x − ty) = (x, x) − (x, ty) − (ty, x) + (ty, ty) = t^2(y, y) − 2t(x, y) + (x, x). Poslední výraz je polynom druhého stupnì v reálné promìnné t. Má-li platit 0 ≤ t^2(y, y)− 2t(x, y)+(x, x) pro ka¿dé reálné èíslo t, nemù¿e být diskriminant tohoto polynomu kladný. Platí proto 4(x, y)^2 − 4(x, x)(y, y) ≤ 0, neboli |(x, y)| ≤ ||x|| · ||y||. � Dùsledek 11.52. Pro libovolné dva vektory x, y v euklidovském prostoru V platí ||x+y|| ≤ ||x|| + ||y||. Speciálnì platí, ¿e jsou-li vektory x, y ortogonální, tj. platí (x, y) = 0, pak ||x + y||^2 = ||x||^2 + ||y||^2 (Pythagorova vìta). Dùkaz. Platí

||x + y||^2 = (x + y, x + y) = (x, x) + 2(x, y) + (y, y) = ||x||^2 + 2(x, y) + ||y||^2. Odtud ihned plyne Pythagorova vìta. Pou¿itím Vìty 11.51 dostaneme dále ||x + y||^2 = ||x||^2 + 2(x, y) + ||y||^2 ≤ ||x||^2 + 2||x|| · ||y|| + ||y||^2 = (||x|| + ||y||)^2.

� De˛nice 11.29. Nenulové vektory e_1, . . . , e_n tvoøí ortogonální bázi v n-dimenzionálním euklidovském vektoru V, platí-li

(e_i, e_j) = 0, kdykoliv i ≠ j.

Je-li navíc ||e_i|| = 1 pro vźechna i = 1, . . . , n, nazýváme e_1, . . . , e_n ortonormální báze ve V. Vìta 11.53. Vektory v libovolné ortogonální bázi e_1, . . . , e_n jsou lineárnì nezávislé. Dùkaz. Kdyby byly vektory e_1, . . . , e_n lineárnì závislé, existovalo by i ≥ 1 takové, ¿e vektor e_{i+1} by byl lineárnì závislý na vektorech e_1, . . . , e_i. Platilo by tedy e_{i+1} = a_1e_1 + · · · a_ie_i. Pak ale

(e_{i+1}, e_{i+1}) = (e_{i+1}, a_1e_1 + · · · + a_ie_i) = a_1(e_{i+1}, e_1) + · · · + a_i(e_{i+1}, e_i) = 0.

Z vlastnosti c) skalárního souèinu odtud plyne e_{i+1} = 0, co¿ je ve sporu s tím, ¿e prvky ortogonální báze jsou nenulové. �

Dále si uká¿eme, ¿e v ka¿dém euklidovském prostoru existuje ortonormální báze. K dùkazu pou¿ijeme metodu, které se øíká Gramm-Schmidtova ortogonalizace. Udìláme to takhle: buï x_1, . . . , x_n lineárnì nezávislé vektory v euklidovském prostoru V. Sestrojíme vektory e_1, . . . , e_n takové, ¿e generují prostor V, a jsou navíc navzájem ortogonální.

Polo¿íme e_1 = x_1. Vektor e_2 budeme hledat ve tvaru e_2 = x_2 +ae_1. Chceme, aby platilo (e_2, e_1) = 0, tj. 0 = (x_2 + ae_1, e_1) = (x_2, e_1) + a(e_1, e_1). Odtud vypoèteme a = − (x_2, e_1) (e_1, e_1)

a tedy e_2 = x_2 − (x^2, e^1)

(e_1, e_1) e^1 . Pøedpokládejme, ¿e pro nìjaké k < n u¿ máme sestrojené vektory e_1, . . . , e_k, které jsou po dvou ortogonální a generují stejný podprostor V jako vektory x_1, . . . , x_k. Vektor e_{k+1} budeme hledat ve tvaru

e_{k+1} = x_{k+1} + a_1e_1 + · · · + a_ke_k.

Skaláry a_i najdeme tak, ¿e poslední rovnost postupnì skalárnì násobíme vektory e_i, i = 1, . . . , k. Po úpravì dostáváme

(e_{k+1}, e_i) = (x_{k+1}, e_i) + a_i(e_i, e_i), èili a_i = −

(x_{k+1}, e_i) (e_i, e_i) pro i = 1, . . . , k. Vzhledem k tomu, ¿e vektory x_1, . . . , x_k a e_1, . . . , e_k generují stejný podprostor, a vektor x_{k+1} je lineárnì nezávislý na vektorech x_1, . . . , x_k, je vektor x_{k+1} také lineárnì nezávislý na vektorech e_1, . . . , e_k. Proto je e_{k+1} ≠ 0. Z první rovnosti pøedchozího odstavce pak plyne, ¿e vektor x_{k+1} je lineárnì závislý na vektorech e_1, . . . , e_{k+1} a proto vektory x_1, . . . , x_{k+1} generují stejný podprostor V jako vektory e_1, . . . , e_{k+1}.

Dále platí

(e_{k+1}, e_i) = (x_{k+1}, e_i) + a_1(e_1, e_i) + · · · + a_k(e_k, e_i) = (x_{k+1}, e_i) + a_i(e_i, e_i) = 0

pro i = 1, . . . , k. Tím je dokázáno indukcí podle dimenze prostoru V první tvrzení následující vìty.

K dùkazu druhé èásti staèí nahradit ka¿dý vektor e_i vektorem

e^′_i = e^i (e_i, e_i) .

Vìta 11.54. V ka¿dém euklidovském prostoru V existuje ortogonální báze. V ka¿dém euklidovském prostoru V existuje ortonormální báze. �

Vìta 11.55. Buï e_1, . . . , e_n ortonormální báze v euklidovském prostoru V, x, y ∈ V libovolné dva vektory a x = ∑_n 1 a_ie_i, y = ∑_n 1 b_ie_i jejich vyjádøení pomocí báze e_1, . . . , e_n.

Potom

(x, y) = n∑ i=1 a_ib_i. Dùkaz. Staèí vyu¿ít rovností (e_i, e_j) = δ_{ij} pro i, j = 1, . . . , n. Pak dostaneme

(x, y) = ( n∑ 1 a_ie_i, n∑ 1 b_ie_i) = n∑ i,j=1 a_ib_j (e_i, e_j) = n∑ i,j=1 a_ib_j δ_{ij} = n∑ i=1 a_ib_i. � Vìta 11.56. Buï e_1, . . . , e_n ortonormální báze v euklidovì prostoru V a x ∈ V libovolný vektor. Je-li x = n∑ i=1 a_ie_i

vyjádøení vektoru x pomocí báze e_1, . . . , e_n, pak a_i = (x, e_i) pro i = 1, . . . , n.

Dùkaz. Buï e_1, . . . , e_n ortonormální báze v prostoru V a

x = a_1e_1 + a_2e_2 + · · · + a_ne_n

vyjádøení vektoru x pomocí této báze. Vynásobíme-li toto vyjádøení skalárnì vektorem e_i, dostaneme (x, e_i) = a_i pro i = 1, . . . , n. �

Dále si uká¿eme, ¿e vźechny euklidovské prostory té¿e dimenze n jsou izomorfní.

De˛nice 11.30. Buï U a V dva euklidovské prostory. Izomor˛zmus F : U → V lineárních prostorù U, V se nazývá izomor˛zmus euklidových prostorù U a V, platí-li

(x, y)_U = (F (x), F (y))_V

pro ka¿dé dva vektory x, y ∈ U.

Vìta 11.57. Ka¿dé dva euklidovské prostory té¿e dimenze n jsou izomorfní. Dùkaz. Doká¿eme, ¿e ka¿dý n-dimenzionální euklidùv prostor je izomorfní jistému standardnímu euklidovu prostoru. Standardní euklidùv prostor je aritmetický n-dimenzionální vektorový prostor R^n vybavený obvyklým skalárním souèinem: jsou-li u = (u_1, u_2, . . . , u_n) a v = (v_1, v_2, . . . , v_n) dva vektory prostoru R^n, pak jejich skalární souèin je de˛nován

(u, v)_Rn = n∑ i=1 u_iv_i. Buï nyní V libovolný euklidùv prostor dimenze n. Podle Vìty 11.54 v nìm existuje ortonormální báze e_1, . . . , e_n. Vezmìme nyní vektory x, y ∈ V a jejich vyjádøení x = ∑_n 1 a_ie_i a y = ∑_n 1 b_ie_i pomocí této báze. Podle Vìty 11.55 platí

(x, y)_V = n∑ i=1 a_ib_i. Zobrazení F : V → R^n de˛nované pøedpisem

F (x) = (a_1, a_2, . . . , a_n),

kde x = ∑_n 1 a_ie_i je vyjádøení x pomocí báze e_1, . . . , e_n, je izomor˛zmus lineárních prostorù V a R^n podle Vìty 6.24. Potom F (x) = (a_1, a_2, . . . , a_n) a F (y) = (b_1, b_2, . . . , b_n) a tedy

(F (x), F (y))_Rn = n∑ i=1 a_ib_i = (x, y)_V .

Tím je dokázáno, ¿e ka¿dý n-dimenzionální euklidùv prostor V je izomorfní standardnímu n-dimenzionálnímu euklidovu prostoru R^n. Odtud plyne, ¿e ka¿dé dva n-dimenzionální euklidovy prostory jsou izomorfní. �

De˛nice 11.31. Buï V euklidùv prostor a P jeho podprostor. Vektor x ∈ V je ortogonální k P, platí-li (x, z) = 0 pro ka¿dý prvek z ∈ P. Mno¿ina vźech vektorù prostoru V ortogonálních k P se nazývá ortogonální doplnìk podprostoru P v prostoru V a oznaèuje se P^⊥.

Lemma 11.58. Pro ka¿dý podprostor P euklidova prostoru V platí

a) P^⊥ je podprostor V, b) (P^⊥)^⊥.

Dùkaz. a) Jsou-li x, y dva libovolné prvky P^⊥, a, b libovolná dvì reálná èísla a z ∈ P, pak (ax + by, z) = a(x, z) + b(y, z) = 0,

tedy také ax + by ∈ P^⊥.

b) Jsou-li x ∈ P^⊥ a z ∈ P libovolné dva prvky, pak (z, x) = (x, z) = 0, tedy z ∈ (P^⊥)^⊥. Proto P ⊆ (P^⊥)^⊥.

Abychom dokázali opaènou inkluzi, zvolme nìjakou bázi x_1, . . . , x_m v podprostoru P a doplòme ji do báze x_1, . . . , x_n celého prostoru V. Pomocí Gram-Schmidtovy ortogonalizace dostaneme ortonormální bázi e_1, . . . , e_n prostoru V, ve které prvních m vektorù e_1, . . . , e_m tvoøí ortonormální bázi P. Potom e_i ∈ P^⊥ pro ka¿dé i = m+1, . . . , n. Vyjádøíme libovolný vektor z ∈ V pomocí báze e_1, . . . , e_n: z = ∑_n 1 a_ie_i. Jestli¿e nyní z ∉ P, pak a_i ≠ 0 pro nìjaký index i ≥ m + 1. Pro tento index i pak platí (z, e_i) = a_i ≠ 0 a tedy z ∉ (P^⊥)^⊥. Tím je dokázána opaèná inkluze (P^⊥)^⊥ ⊆ P. �

Vìta 11.59. Buï V euklidùv prostor dimenze n a P jeho podprostor dimenze m < n. Buï x ∈ P libovolný prvek, který nele¿í v P. Potom existuje právì jeden vektor x_0 ∈ P takový, ¿e ||x − x_0|| < ||x − y|| pro libovolný prvek y ∈ P rùzný od x_0. Pro tento prvek x_0 platí, ¿e x − x_0 ∈ P^⊥.

Vektor x_0 se nazývá pata kolmice spuźtìné z vektoru x na podprostor P nebo také ortogonální projekce vektoru x na podprostor P.

Dùkaz. Je-li x_0 ∈ P takový vektor, ¿e x − x_0 ∈ P^⊥ a y ≠ x_0 libovolný prvek P, pak x_0, y ∈ P a tedy x − x_0 je ortogonální k x_0 − y. Podle Dùsledku 11.52 (Pythagorova vìta) dostáváme ||x − y||^2 = ||x − x_0||^2 + ||x_0 − y||^2 > ||x − x_0||^2.

K dokonèení dùkazu Vìty 11.59 staèí ukázat, ¿e existuje vektor x_0 ∈ P takový, ¿e x − x_0 ∈ P^⊥. K tomu zvolíme nìjakou bázi e_1, . . . , e_m podprostoru P. Potom mù¿eme vyjádøit hledaný vektor x_0 ∈ P ve tvaru

x_0 = c_1e_1 + · · · + c_me_m,

kde c_1, . . . , c_m jsou nìjaká reálná èísla. Má-li být x − x_0 ∈ P^⊥, musí platit (x − x_0, e_i) = 0 pro i = 1, . . . , m, neboli (x_0, e_i) = (x, e_i) pro i = 1, . . . , m. Dosadíme-li za x_0 jeho vyjádøení pomocí báze e_1, . . . , e_m, dostaneme dále

(c_1e_1 + · · · + c_me_m, e_i) = c_1(e_1, e_i) + · · · + c_m(e_m, e_i) = (x, e_i) pro i = 1, . . . , m. Neznámé koe˛cienty c_1, . . . , c_m tak musí splòovat soustavu m lineárních rovnic o m neznámých.

Pøedpokládejme dále, ¿e e_1, . . . , e_m je ortonormální báze prostoru P. Potom i-tá rovnice naźí soustavy se rovná (x, e_i) = c_i,

tak¿e naźe soustava má v tomto pøípadì právì jedno øeźení c_1, . . . , c_m. Proto¿e v ka¿dém euklidovì prostoru existuje ortonormální báze, je tím dokázána existence vektoru x_0 ∈ P, pro který platí x − x_0 ∈ P^⊥. Tím je vìta dokázána. �

Vrażme se jeźtì k soustavì

c_1(e_1, e_i) + c_2(e_2, e_i) + · · · + c_m(e_m, e_i) = (x, e_i),

i = 1, . . . , m, kde e_1, . . . , e_m je libovolná (ne nutnì ortonormální) báze podprostoru P. Jsou-li reálná èísla c_1, . . . , c_m øeźením této soustavy, pak vektor x_0 = ∑_m i=1 c_ie_i má tu vlastnost, ¿e x − x_0 ∈ P^⊥. Podle pøedchozí vìty takový vektor existuje právì jeden. Naźe soustava má tedy rovnì¿ právì jedno øeźení. Odtud plyne, ¿e její matice

(e_1, e_1) (e_2, e_1) . . . (e_m, e_1) (e_1, e_2) (e_2, e_2) . . . (e_m, e_2) . . . . ... . . (e_1, e_m) (e_2, e_m) . . . (e_m, e_m)

je regulární.

Poslední matici mù¿eme de˛novat pro libovolný systém m vektorù e_1, . . . , e_m (i v pøípadì, ¿e netvoøí bázi). Tato matice se nazývá Grammova matice systému vektorù e_1, . . . , e_m. Metoda nejmenźích ètvercù. Pøedpokládejme, ¿e y a x_1, . . . , x_m jsou nìjaké promìnné velièiny, které mohou nabývat reálných hodnot. Dále pøedpokládáme, ¿e velièina y je lineárnì závislá na velièinách x_1, . . . , x_m, tj. platí

y = c_1x_1 + c_2x_2 + · · · + c_mx_m,

kde c_1, . . . , c_m jsou nìjaká reálná èísla. Tato èísla neznáme, mù¿eme ale provádìt mìøení velièin y, x_1, . . . , x_m. Provedeme n nezávislých mìøení a nechż pøi k-tém mìøení má promìnná y hodnotu y_k a promìnné x_1, . . . , x_n mají hodnoty x_{1k}, . . . , x_{mk}. Koe˛cienty c_1, . . . , c_m se pak mù¿eme pokusit vypoèítat ze soustavy

c_1x_{1k} + c_2x_{2k} + · · · + c_mx_{mk} = y_k,

kde k = 1, . . . , n. Budeme dále pøedpokládat, ¿e poèet mìøení n je vìtźí ne¿ m. Naźe soustava má tedy více rovnic ne¿ neznámých. Mìøení hodnot promìnných velièin y, x_1, . . . , x_m jsou navíc zatí¿ena chybami, a tak je pravdìpodobné, ¿e naźe soustava nebude mít ¿ádné øeźení.

Pokusíme se najít koe˛cienty c_1, . . . , c_m tak, aby si levé a pravé strany naźí soustavy byly \co nejblí¿e". \Blízkost" mù¿eme mìøit rùznými zpùsoby. Jedna z èasto pou¿ívaných mìr blízkosti je kvadratická odchylka levých stran naźí soustavy od pravých stran. Kvadratická odchylka se de˛nuje jako n∑ k=1 (c_1x_{1k} + c_2x_{2k} + · · · + c_mx_{mk} − y_k)^2.

Budeme hledat koe˛cienty c_1, . . . , c_m tak, aby kvadratická odchylka levých stran soustavy od pravých byla co nejmenźí. Vezmeme si standardní n-dimenzionální euklidùv prostor R^n a v nìm vektory e_i = (x_{i1}, x_{i2}, . . . , x_{in}) pro i = 1, . . . , m, a vektor f = (y_1, y_2, . . . , y_n).

Levé strany naźí soustavy jsou souøadnice vektoru c_1e_1 + · · · c_me_m a pravé strany soustavy jsou souøadnice vektoru f. Kvadratická odchylka levých stran soustavy od pravých se potom rovná druhé mocninì euklidovy vzdálenosti vektorù c_1e_1 + · · · c_me_m a f. Oznaème P podprostor R^n generovaný vektory e_1, . . . , e_m. Podle Vìty 11.59 existuje právì jeden vektor f_0 ∈ P, který má od f mezi vźemi vektory podprostoru P nejmenźí vzdálenost. Je to pata kolmice spuźtìné z vektoru f na podprostor P. Tuto patu kolmice mù¿eme vypoèítat pomocí postupu z dùkazu Vìty 11.59 a poznámek následujících, pokud jsou vektory e_1, . . . , e_m lineárnì nezávislé. Koe˛cienty c_1, . . . , c_m jsou potom urèené jednoznaènì. Jsou øeźením soustavy c_1(e_1, e_i) + · · · + c_m(e_m, e_i) = (f, e_i), i = 1, . . . , m, kde (f, e_i) = n∑ k=1 x_{ik}y_k, (e_j, e_i) = n∑ k=1 x_{jk}x_{ik}. Pokud nejsou vektory e_1, . . . , e_m lineárnì nezávislé, má jednoznaènì urèená ortogonální projekce vektoru f na podprostor P rùzná vyjádøení jako lineární kombinace vektorù e_1, . . . , e_m. Proto také koe˛cienty c_1, . . . , c_m nejsou v tomto pøípadì urèené jednoznaènì. Pro výpoèet koe˛cientù c_1, . . . , c_m napøed najdeme nìjakou lineárnì nezávislou podmno¿inu mno¿iny vektorù e_1, . . . , e_m a potom postupujeme podobnì jako v pøedchozím pøípadì (lineárnì nezávislých vektorù e_1, . . . , e_m).

Pøíklad. Nechż jsou (x_1, y_1), . . . , (x_n, y_n) body v euklidovì rovinì. Najdìte pøibli¿né øeźení soustavy rovnic x_kc = y_k, k = 1, . . . , n, metodou nejmenźích ètvercù. Jaký je geometrický význam konstanty c ?