10. Inverzní matice

De˛nice 10.26. Jednotková matice øádu n je ètvercová matice I_n = (a_{ij} ), kde a_{ii} = 1 pro i = 1, . . . , n, a a_{ij} = 0, je-li i ≠ j.

Jednotková matice I_n má tedy jednotky na místech, kterým øíkáme hlavní diagonála matice, a nuly na vźech ostatních místech. Snadno si ovìøíte, ¿e je-li M matice tvaru m×n, pak MI_n = M a je-li N matice tvaru n × m, pak I_nN = N. Speciálnì, je-li M ètvercová matice øádu n, pak MI_n = I_nM = M.

Následující vìta je jednou z vìt, k jejich¿ formulaci a dùkazu jste byli vyzváni závìrem pøedchozí kapitoly.

Vìta 10.42. Je-li M matice tvaru m × n a E elementární matice øádu n, pak matici ME dostaneme z M nìjakou elementární transformací posloupnosti sloupcových vektorù. Dùkaz. Je-li E = E_{ij}, dostaneme ME z M pøehozením i-tého a j-tého sloupce. Je-li E = E_i(a), dostaneme ME z E vynásobením i-tého sloupce skalárem a. A je-li E = E_{ij} (a), pak ME dostaneme z M pøiètením a-násobku i-tého sloupce k j-tému sloupci (ovìøte si to pøímým výpoètem). �

Vìta 10.43. Buï M ètvercová matice øádu n. Následující tøi tvrzení jsou ekvivalentní:

(a) existuje matice N taková, ¿e NM = I_n, (b) hodnost matice M je rovna n, (c) existuje matice P taková, ¿e MP = I_n. Jestli¿e tato tøi tvrzení platí, pak je N = P .

Dùkaz. (a) ⇔ (b). Ka¿dý øádek matice I_n = NM je lineární kombinací øádkù matice M. Proto je øádkový prostor matice I_n obsa¿en v øádkovém prostoru matice M. Øádky jednotkové matice I_n tvoøí standardní bázi prostoru T^n, øádkový prostor matice M má tedy dimenzi aspoò n. Vìtźí mít nemù¿e, neboż je generován n vektory, platí tedy, ¿e hodnost matice M je rovna n.

Naopak hodnost matice M je rovna hodnosti matice P , která splòuje podmínky Vìty 10.40 (je v odstupòovaném tvaru) a kterou dostaneme z M pomocí elementárních øádkových operací. Ka¿dá elementární øádková operace je vlastnì vynásobení matice M zleva nìjakou elementární maticí. Existují tedy elementární matice E_1, . . . , E_k, pro které platí E_k · · · E_1M = P . Matice P má stejnou hodnost jako matice M podle Vìty 9.38f, tj. n. Z podmínek (a)-(d) Vìty 9.40 tedy plyne, ¿e P je jednotková matice I_n. Proto mù¿eme polo¿it N = E_k · · · E_1.

Ekvivalence (b) ⇔ (c) se dokazuje úplnì stejnì, jediný rozdíl je v tom, ¿e tentokrát násobíme elementárními maticemi zprava, za pou¿ití Vìty 10.42.

Typeset by AMS-TEX 1

Jestli¿e tato tøi tvrzení platí, pak N = NI_n = N(MP ) = (NM)P = I_nP = P , pou¿ili jsme asociativitu násobení matic. �

De˛nice 10.27. Ètvercová matice M øádu n se nazývá regulární, jestli¿e je její hodnost rovna n. V opaèném pøípadì se nazývá singulární. Je-li N taková matice, ¿e NM = MN = I_n, pak se nazývá inverzní matice k M a oznaèuje se M�^1.

Inverzní matice k M tedy existuje právì kdy¿ je M regulární matice. V dùsledku Vìty 10.43 je urèena jednoznaènì. Proto¿e je naopak matice M inverzní k matice M�^1, platí

(M�1_)�1_{= M.}

Ne¿ si uká¿eme jednu metodu výpoètu inverzní matice, uvedeme si jeźtì jednu jednoduchou vìtu.

Vìta 10.44. Souèin regulárních matic je regulární matice.

Dùkaz. V tomto pøípadì je dùkaz zcela jednoduchý. Jsou-li M, N dvì regulární matice tého¿ øádu n, existují matice k nim inverzní, M�^1 a N�^1. Potom s vyu¿itím asociativity násobení matic dostáváme, ¿e (MN)(N�^1M�^1) = M(NN�^1)M�^1 = MI_nM�^1 =

MM�1_{= In.} �

Následující vìta udává v èásti c) metodu výpoètu inverzní matice k matici M. Tato metoda je zalo¿ena na skuteènosti, ¿e umíme najít inverzní matice k elementárním maticím a ¿e ka¿dou regulární matici lze vyjádøit jako souèin elementárních matic.

Vìta 40. a) Ka¿dá elementární matice je regulární matice a matice k ní inverzní je také elementární matice.

b) Matice M je regulární právì kdy¿ ji lze vyjádøit jako souèin elementárních matic. c) Jsou-li E_1, . . . , E_k elementární matice takové, ¿e

E_kE_k�_1 · · · E_1M = I_n,

pak M�^1 = E_k · · · E_1I_n.

Dùkaz. a) Pøímým výpoètem se pøesvìdèíme, ¿e E_{ij} E_{ij} = I_n, dále ¿e E_i(a)E_i(a�^1) = E_i(a�^1)E_i(a) = I_n, a nakonec E_{ij} (a)E_{ij}(−a) = E_{ij} (−a)E_{ij}(a) = I_n.

b) Je-li hodnost matice M rovna n, existují podle Vìty 9.40 elementární matice E_1, . . . , E_k takové, ¿e souèin E_k · · · E_1M splòuje podmínky (a)-(d) této vìty. Proto¿e má souèin také hodnost n, musí být E_k · · · E_1M = I_n, tj. M = E�^1_1 · · · E�^1_k .

Opaèné tvrzení plyne ihned z Vìty 10.40.

c) Z rovnosti E_k · · · E_1M = I_n a z jednoznaènosti inverzní matice, pokud existuje, ¿e M�1_{= Ek · · · E1 = Ek · · · E1In.} � Dùsledek 10.46. Jsou-li x_1, . . . , x_n a y_1, . . . , y_n dvì báze prostoru U, pak existuje posloupnost elementárních transformací, kterými z báze x_1, . . . , x_n dostaneme bázi y_1, . . . , y_n. Dùkaz. Bez újmy na obecnosti mù¿eme pøedpokládat, ¿e U je aritmetický n-dimenzionální prostor T^n a x_1, . . . , x_n je standardní báze prostoru T^n. Najdeme souøadnice vektoru y_i vzhledem ke standardní bázi a zapíźeme je do i-tého øáadku matice M. Matice M je regulární neboż její (øádková) hodnost je n. Lze ji tedy vyjádøit jako souèin elementárních matic M = E_kE_k�_1 · · · E_1.

Øádky jednotkové matice I_n obsahují souøadnice vektorù standardní báze vzhledem ke standardní bázi. Postupným násobením jednotkové matice elementárními maticemi E_1, E_2, . . . , E_k provádíme elementární øádkové transformace. Na konci dostaneme matici

M = E_kE_k�_1 · · · E_1I_n,

její¿ øádky obsahují vektory y_1, . . . , y_n a dostali jsme je z vektorù x_1, . . . , x_n pomocí elementárních transformací. �

Dále se budeme zabývat souvislostmi inverzní matice a matice pøechodu. Pøedevźím si pøipomeòme, ¿e je-li U vektorový prostor dimenze n a x_1, . . . , x_n jeho báze, pak matice identického zobrazení na prostoru U vzhledem k bázím x_1, . . . , x_n a x_1, . . . , x_n je rovna jednotkové matici I_n. Toto pozorování vyu¿ijeme v následující vìtì.

Vìta 10.47. Jsou-li x_1, . . . , x_n a y_1, . . . , y_n dvì báze prostoru U, M matice pøechodu od báze x_1, . . . , x_n k bázi y_1, . . . , y_n a N matice pøechodu od báze y_1, . . . , y_n k bázi x_1, . . . , x_n, pak N = M�^1.

Dùkaz. Je-li I : U → U identické zobrazení, je M matice I vzhledem k bázím y_1, . . . , y_n a x_1, . . . , x_n, matice N je maticí I vzhledem k bázím x_1, . . . , x_n a y_1, . . . , y_n. Podle Vìty 7.34 je NM maticí identického zobrazení vzhledem k bázím y_1, . . . , y_n a y_1, . . . , y_n, tedy je NM = I_n. �

Pøíklad 10.17. Spoètìte inverzní matici k matici

1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0 .

Má-li vektor x souøadnice (1, 0, 1, 0) vzhledem ke standardní bázi prostoru R^4, najdìte jeho souøadnice vzhledem k bázi y_1 = (1, 1, 1, 1), y_2 = (1, 1, 1, 0), y_3 = (1, 1, 0, 0), y_4 = (1, 0, 0, 0).

Vìta 10.48. Je-li A : U → V lineární zobrazení, x_1, . . . , x_n báze v U, y_1, . . . , y_n báze ve V a M(A) je matice zobrazení A vzhledem k bázím x_1, . . . , x_n a y_1, . . . , y_n, pak je M(A) regulární matice právì kdy¿ je A izomor˛zmus. V takovém pøípadì je matice inverzního lineárního zobrazení A�^1 : V → U vzhledem k bázím y_1, . . . , y_n a x_1, . . . , x_n rovna matici M(A)�^1 inverzní k matici M(A).

Dùkaz. Matice M(A) je regulární právì kdy¿ je její hodnost rovna n. Hodnost M se rovná její sloupcové hodnosti podle Vìty 9.41. Z de˛nice matice lineárního zobrazení vzhledem k bázím plyne, ¿e j-tý sloupec matice M(A) tvoøí koe˛cienty pøi vyjádøení vektoru

A(x_j ) pomocí báze y_1, . . . , y_n. Sloupcová hodnost matice M(A) je tedy rovna dimenzi l(A(x_1), . . . , A(x_n)), neboli dim Im(A) = n. Podle Vìty 6.27, platí dim Ker(A) = 0. Zobrazení A je tedy na celý prostor V a podle Vìty 6.23 je také prosté. Je proto izomor˛zmem.

K dùkazu opaèné implikace si staèí uvìdomit, ¿e je-li A izomor˛zmus, je dim Im(A) = n, tedy (sloupcová) hodnost matice M(A) je rovna n, neboli matice je regulární.

Podle Vìty 7.34 je matice M(A�1_{)M(A)} maticí slo¿eného zobrazení A�^1A vzhledem k bázím x_1, . . . , x_n a y_1, . . . , y_n. Proto¿e je slo¿ené zobrazení identické zobrazení I na prostoru U, je M(A�1_{)M(A) = M(I) = In.} � Vìta 10.49. Je-li A : U → V lineární zobrazení, x_1, . . . , x_n a y_1, . . . , y_n dvì báze prostoru U, z_1, . . . , z_m báze V a Q matice pøechodu do báze x_1, . . . , x_n k bázi y_1, . . . , y_n, pak matice zobrazení A vzhledem k bázím y_1, . . . , y_n a z_1, . . . , z_m se rovná M(A)Q, kde M(A) je matice A vzhledem k bázím x_1, . . . , x_n a z_1, . . . , z_m.

Dùkaz. Matice Q je maticí identického zobrazení I : U → U vzhledem k bázím y_1, . . . , y_n a x_1, . . . , x_n. Podle Vìty 7.34 je tedy matice M(A)Q maticí lineárního zobrazení AI = A vzhledem k bázím y_1, . . . , y_n a z_1, . . . , z_m. �

Vìta 10.50. Je-li A : U → V lineární zobrazení, pak existují báze x_1, . . . , x_n v U a y_1, . . . , y_m ve V takové, ¿e matice N zobrazení A vzhledem k bázím x_1, . . . , x_n a y_1, . . . , y_m se rovná matici ( I_r 0 0 0 ) . Dùkaz. Matici zobrazení M(A) vzhledem k nìjakým dvìma bázím v U a v V mù¿eme pomocí násobení elementárními maticemi zleva pøevést k matici M_1 splòující podmínky (a)-(d) Vìty 9.40. Násobení elementárními maticemi zleva znamená provádìní elementárních transformací na zvolené bázi prostoru V. Matici M_1 mù¿eme dále násobit elementárními maticemi zprava tak, abychom dostali matici ze znìní vìty. Násobení elementárními maticemi zprava znamená provádìní elementárních transformací na bázi prostoru U.

Uká¿eme si jeźtì jiný, \geometrický" dùkaz této Vìty, který se neodvolává na Vìtu 9.40, ale na dùkaz Vìty 6.27.

Pøedpokládejme, ¿e dim Ker(A) = k a tedy dim Im(A) = n − k. Zvolme libovolnou bázi x_1, . . . , x_k jádra Ker(A) zobrazení A. Tuto bázi doplníme (pokud ji¿ není bází V) báze x_1, . . . , x_n prostoru V. V dùkazu Vìty 6.27 jsme si ukázali, ¿e vektory A(x_{k+1}), . . . , A(x_n) tvoøí bázi prostoru Im(A). Napøed si pøeházíme vektory v bázi x_1, . . . , x_n tak, aby byly pùvodní vektory x_{k+1}, . . . , x_n na prvních n − k = r místech v x_1, . . . , x_n. Potom tedy vektory y_1 = A(x_1), . . . , y_r = A(x_r) tvoøí bázi prostoru Im(A). Tuto bázi mù¿eme opìt (pokud to ji¿ není báze celého V) doplnit do báze y_1, . . . , y_m. Matice lineárního zobrazení A : U → V vzhledem k bázím x_1, . . . , x_n a y_1, . . . , y_m má potom po¿adovaný tvar. �