Kapitola 20

Stereograficka projekce

Definice 20.1 Mnozinu vsech bodi x € R" takovijch, Ze ||x|| = 1 nazgvdme
jednotkové sféra v R™ a oznacujeme ji S*1.

Véta 20.1 Bud S? jednotkovd sféra v R3. Oznacme N = (0,0,1)7. Pro
libovolny bod P € S, P # N, necht P’ je prisecik poloprimky NP s rovinou
z = 0. Pak plati:

1. je-li P = (z,y,2)", potom

P’:( L 0>T
1—-2"1-2" ’

2. je-li P' = (u,v,0)”, pak

P 2u 20 u? +0v2 -1
o\ 41w 2+ w2 02 41
Definice 20.2 Zobrazeni, které kazdému bodu P # N jednotkové sféry S>

pritazuje prusecik poloprimky NP s rovinou z = 0, nazyvame stereograficka
projekce.

Definice 20.3 Bud v roviné ddna kruznice se stredem S a polomérem p.
Zobrazent, které kaZdému bodu Q # S priradi bod Q' na poloprimce SQ, pro
ktery plati |SQ| - |SQ'| = p?, se nazgvd kruhova inverze. Osovou symetrii
urcenou néjakou primkou v roviné rovnéz nazyvame kruhovd inverze.

Véta 20.2 Bud T : R? — R? reflexe vzhledem k néjakému podprostoru U
(tj. dimU = 2). Potom ezistuje kruhovd inverze Z v roviné z = 0 takovd,
Ze pro libovolné dva body P,Q € S? takové, %e T(P) = Q, plati Z(P') = @',
kde P', Q' je obrazy P,Q p¥i stereografické projekci S? na rovinu z = 0.
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Budeme tikat, ze kruhovéa inverze Z je urcena reflexi T'. V dalsim budeme
bod v roviné z = 0 o soufadnicich (u,v,0)7 zapisovat jednim komplexnim
¢islem w = w + . Tomuto ¢islu budeme tikat komplexni souradnice bodu
(u,v,0)T.

Tvrzeni 20.3 V komplexnich soutadnicich je kruhovd inverze urcend kruz-
nici o polomeru 1 se stredem v pocdtku popsand funkci

Tvrzeni 20.4 Bud T : R? — R? reflexe urcend rovnici (tj. jejim prostorem
reSeni) A\x + py + vz =0, kde v # 0 (tj. rovina reflexe neprochdzi severnim
pdlem N na jednotkové sfére S?), a A\? + u? + v? = 1. Pak kruhovd inverze
urcend reflexi T’ je ddana kruznici o stredu

a polomérem

Tato kruhovd inverze je v komplexnich soutadnicich popsdna zobrazenim

AN +ip)w —v

9(w) = —vw — (A —ip)

Tvrzeni 20.5 Osovd symetrie (reflexe) v roviné uréend primkou Az + py =
0, kde \> + p? = 1, tj. je v komplexnich soutadnicich popsdna zobrazenim
(A +ip)w
w) = ————".
g(w) py—

Véta 20.6 Zobrazeni v roviné z = 0 urcend rotacemi sféry S? (tj. rotacemi
v R3) jsou v komplexnich soutadnicich prdvé zobrazeni

aw +b
)= Zsa

kde a,b € C jsou komplexni ¢isla, |a|® + |b> = 1.

Lemma 20.7 Je-li

airw + by
crw +dy’

fi(w) =
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pak
aw + b

cw—+d’

a b o aq b1 a9 b2
c d] \ea 4 ca dy |-

Definice 20.4 Kvaternion je vyraz typu a+bi+cj+dk, kde a,b,c,d € R a
i, 7,k jsou kvaternionové jednotky, které se ndsobi podle pravidel i> = j> =
k? = ijk = —1. Norma kvaternionu ¢ = a + bi + c¢j + dk je definovdna jako
cislo

fifo(w) =

kde

|q| = Va2 + b2 + 2 + 2.

Kuvaterniony s normou 1 budeme nazyvat jednotkové kvaterniony.

Priklad 20.1 Kvaternionové vyjadreni zobrazeni

aw + b
f(w) N —bw +a’

Lemma 20.8 Norma soucinu dvou kvaterniont je soucin norem obou Ci-
nitelt.

Véta 20.9 Necht Ty : R? — R3 a T : R? — R? jsou rotace. Oznacme jimi
urcend zobrazeni v roviné z =0

_aw+b
h) =
a I b
. asw 2
fZ(U)) a Cow + d2

kde a1,b1 € C a ag,by jsou komplexni &isla takovd, Ze |ai|? + |b1]? = 1
|CL2|2 + |b2|2.

Oznacéme ddle oy + (11 +v1J + 01k a ag + PBoi + 25 + dok kvaternionové
reprezentace zobrazeni f1 a fo. Potom soucin kvaternioni

(a1 + Bri + 71j + 01k) (g + Bai + Y2) + 02k)

je kvaternionovou reprezentaci sloZen€ho zobrazeni f1fo.
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Priklad 20.2 Kvaternionova reprezentace rotace kolem osy z o tthel 2a v

kladném sméru.

Véta 20.10 1. Rotace kolem osyu = (b,c,a)’ o tihel a v kladném sméru
je dana kvaternionem

cos% + sin %(ai +bj + ck).

Plati ||u|| = 1 pravé kdyz |q| = 1.
2. Jednotkové kvaterniony q a r urcuji stejnou rotact prave kdyZ q = +r.

3. Naopak jednotkovy kvaternion q = a -+ bi+ cj + dk urcuje rotaci v R3,
jejiz matice vzhledem ke standardni bdzi se rovnd

a2+ b2 — 2 — 2 2bc — 2ad 2bd + 2ac
2bc + 2ad a2 — b2+ 2 — @2 2cd — 2ab
2bd — 2ac 2cd + 2ab a2 -2 -2+ d?



