Kapitola 19

Izometrie v eukleidovskych
prostorech

Definice 19.1 Bud'V komplexni nebo redlny vektorovy prostor se skaldrnim
soucinem. Zobrazeni f:V — V nazjvame izometrii pokud pro kazZdé dva
vektory x, y € V plati rovnost

1F () = F)I = llx =yl

Tvrzeni 19.1 SloZenim dvou izometrii na kompleznim nebo redlném vek-
toroném prostoru se skaldrnim soucinem je opé€t izometrie.

Dukaz. Bud V komplexni nebo redlny vektorovy prostor se skaldrnim
sou¢inem a f, g izometrie na V. Potom pro kazdé dva vektory x,y € V

plati, 7e [lgf (%) —gf () = I/ (x) = W = IIx—yl. B

Tvrzeni 19.2 Bud f:V — V izometrie na komplexnim (resp. redlném,)
vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem. Definujme zobrazeni T:V — 'V
predpisem T'(x) = f(x) — f(0) pro vSechny x € V. Potom plati, Ze

1. |T(x)|| = ||x]|| pro kazdé x € V,
2. IT(x) =T(y)ll = llx =yl pro vsechny x, y € V,

3. T je unitdrni (resp. ortogondlni) zobrazeni. Specialné je zobrazeni T
linearni.

Dikaz. Postupné ukazeme jednotlivé body tvrzeni.
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1. Pro kazdy vektor x € V plati, ze || T'(x)|| = ||.f(x) — f(0)]| = ||lx—0|| =
1]

2. Necht x,y € V. Potom plati, ze ||T'(x) — T(y)|| = ||f(x) — f(0) —
(f(y) = FO)I = 1f () = fFWIl = lIx = v

3. Podle Lemmatu 17.9 je T unitarni (resp. ortogondlni) zobrazeni. Podle
Lemmatu 17.10 je zobrazeni T' linearni.

O

Definice 19.2 Bud V wvektorovy prostor a v € V libovolny vektor. Posu-
nutim (o vektor v) budeme rozumét zobrazeni P:V — V dané predpisem
P(x) = x + v pro kazdy vektor x € V.

Poznamenejme, ze pokud je v nenulovy vektor potom posunuti o vektor
v neni linearni zobrazeni.

Dusledek 19.3 Bud V' komplexni (resp. redlny) vektorovy prostor se ska-
larnim soucinem. KazZdou izometrii f:V — V lze vyjddrit jako sloZeni f =
PT, kde T:V — V je unitdarni (resp. ortogondlni) zobrazeni a P:V — 'V je
posunuti definované predpisem P(y) =y + f(0) pro vSechny vektoryy € V.

Dukaz. Predpisem P(y) =y + f(0), pro vSechny y € V| je ziejmé de-
finovidno posunuti a podle Tvrzeni 19.2 je zobrazeni T: V — V dané pred-
pisem T'(x) = f(x) — f(0) pro vSechny x € V unitarni (resp. ortogondlni).
Pro kazdé x € V pak dostaneme, ze PT(x) = (f(x) — f(0)) + f(0) = f(x).
]

Poznamka 19.1 Vidime tedy, Ze unitarni (resp. ortogondlni) zobrazeni pro-
storu 'V (komplezniho, resp. redlného prostoru se skalarnim soucinem) jsou
prave izometrie tohoto prostoru zachovavajici pocatek, tj. izomterie f: V —
V takové, Ze f(0) = 0.

Definice 19.3 Snadno nahlédneme, pripadné pouzijeme Tvrzeni 15.8 a 15.9,
Ze podobné matice mayji stejny determinant. ProtoZe matice daného linedr-
niho zobrazeni vzhledem ke dvéma bazim jsou podobné, maji tyZ determi-
nant. MizZeme tedy definovat determinant linearniho zobrazeni A:V — V
(budeme jej znacit det A) jako determinant matice tohoto zobrazeni vzhle-
dem k libovolné zvolené bazi.
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Tvrzeni 19.4 Bud'V complexni (resp. redlny) vektorovy prostor se skaldr-
nim soucinem. Je-li T:V — V unitdrni (resp. ortogondlni) zobrazeni, potom
je |det T| = 1. Specidlné, je-li V wvektorovy prostor nad R a T ortogonalni
zobrazeni, je detT = +1.

Dukaz. Bud T:V — V unitarni (resp. ortogonélni) zobrazeni. Podle
Véty 17.11 je potom TT* = I (kde I znadi identicky izomorfismus prostoru
V). Zvolme libovolnou bazi X prostoru V. Podle Véty 16.11 je [T*]x =
[T)%, odkud plyne, ze det[T*]y = det[T]3} = det[T]y. Proto je podle de-
finice detT* = detT. Odtud dostaneme, 7e 1 = detI = det(TT*) =
det T det T* = det Tdet T = |det T|?. To znamen4, 7e |detT| = 1. Je-li V
realny vektorovy prosotor a T ortogondlni zobrazeni, je detT" € R. Odtud
je vidét, ze pak detT = +1. O

Ve zbytku kapitoly se omezime na redlné vektorové prostory se skaldrnim
souc¢inem. Pokusime se popsat jak na téchto prostorech mohou izometrie
vypadat. Za¢neme izometriemi redlné roviny.

Lemma 19.5 Necht a,b jsou redlnd cisla takovd, Ze a®> + b*> = 1. Potom
ezxistuje praveé jedno 0 < « < 27 takové, Ze a = cosa a zdroven b = sina.

Duikaz. Uvazme komplexni &islo z = a + ib. Protoze plati a® + b* = 1,
lezi ¢islo z na jednotkové kruznici a existuje tedy 0 < o < 27 takové, Ze
z = cos a + 4 sin a. Porovnanim komplexni a redlné c¢asti ¢isla z dostaneme,
7e a =cosa ab=sina.

Jsou-li 0 < o < B < 2m, plati, Ze cosa + isina # cos  + i sin 3. Proto
budto cos a # cos 8 nebo sina # sin 5. Odtud je vidét, ze ¢islo 0 < a < 27
spliujici a = cos a a zaroven b = sin« je urc¢eno jednoznac¢né. O

Lemma 19.6 Bud ddn redlny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem V
takovy, Ze dim'V = 2 a néjakd jeho ortonormdlni bdze X. Bud T:V — V
ortogondlni zobrazeni. Potom ezistuje prave jedno 0 < a < 27 tak, Ze

cosa —sina
sina  cos«

) , pokud detT =1,

[T]x =

cosa  sina
sina — Cos«

> , pokud detT = —1.

Dikaz. Protoze je T ortogonilni zobrazeni, tvoii podle Véty 17.11 ob-
raz ortonormalni baze X pfi tomto zobrazeni opét ortonorméalni bazi. To
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znamena, 7e je matice [T]x = (¢;;) otogonalni, specidlné sloupce této matice
tvori vektory délky 1. Proto plati, ze t%j + t%j =1proj=1,2. Odtud a z
Lemmatu 19.5 plyne, Ze existuji jednozna¢né urcena 0 < a, f < 27 takova,
7e t11 = cosa a t1g = sina, to; = cos B a t9g = sin .

Podle Tvrzeni 19.4 je det[T|y = det T = £1. Je-li det T' = 1, dostavame
rovnost t11tes — t1ate; = 1 a tedy 1 = cos asin f — cos acsin § = sin(f — «).
To je ekvivalentni tomu, Ze 8 — a = 5 + 2km pro néjaké celé cislo k. Odtud

plyne, ze cos 8 = cos(a + § + 2km) = cosacos § —sinasinf = —sina a
sin f = sin(a+ 5 +2km) = sina cos §+cos asin § = cos a. Odtud dostaneme,
ze
cosa —sina
mxz(. ).
sina  cosa
Predpokladejme, ze detT = —1. To znamend, ze —1 = t11t99 — t1oto; =

cosasin B — cosasin B = sin(f — ). To je ekvivalentni tomu, 7e f — a =
—% +2k7 pro néjaké celé ¢islo k. Odtud plyne, Ze cos 8 = cos(a— 5 +2km) =

cos acos(—%) — sinasin(—%) = cosacos § + sinasin§ = sina a sinff =
™ L —

2
sin(a— 5 +2km) = sina.cos(—F)+cos asin(—7) = sinacos § —cos asin J

— cos a. Odtud dostaneme, ze

cosa  sina
mX=<. ).

sina —cosa
|
Poznamka 19.2 Vsiméme si, Ze v dikazu predchozi véty jsme vyuzili jen
to, ze sloupce matice [T|x (tedy obrazy vektori ortonormdlni bdaze X ) maji
jednotkovou délku a Ze detT' = £1. Plati tedy, Ze linedrni zobrazeni T:V —
V, které neméni délky vektori néjaké ortonormalni baze a zachovdva obsah

(tj. |det T'| = 1) je nutné ortogondlni (samoziejmé za predpokladu dim'V =

2).

Cviceni 19.1 UvaZme vektorovy prostor R? se standardnim skaldrnim sou-
cimem a necht € znaci standardni bdzi tohoto prostoru. Rozmyslete si, Ze

1. linedrni zobrazeni T:R? — R? dané matici
cosa —Ssina
me= (G )
sinav  cos«

je otocenim o ihel o (se stiedem v poéatku souradnic);
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2. linedrni zobrazeni T: R? — R2 dané matici
cosa  sinao
[Tle=1| _.
sinaw — cosa
je osovou soumérnosti s osou uréenou rovnici

si @ cosa 0
in—x — —qy =
9 2?/ s

tj. svirajici s osou x thel 5.

Tvrzeni 19.7 KaZdd izometrie v prostoru R? je budto sloZenim rotace ko-
lem stredu soutadnic s posunutim nebo sloZenim osové soumernosti vzhledem
k ose x s nejakou rotaci kolem stredu souradnic a s posunutim.

Dukaz. Podle Dtisledku 19.3 je kazda izometrie v R? sloZenim orto-
gonalniho zobrazeni a posunuti. Podle Lemmatu 19.6 je kazdé ortogonalni
zobrazeni v roviné R? budto rotaci kolem st¥edu soufadnic nebo osovou sou-
mérnosti podle osy prochézejici stfedem soutadnic. Staci ukazat, ze kazda
takova osova soumérnost je sloZzenim osové soumérnosti vzhledem k ose = s
rotaci kolem stredu souradnic. Konkrétné plati, Ze osova soumérnost vzhle-
dem k ose svirajici s osou z tthel a/2 je slozenim osové soumérnosti vzhledem
k ose z s rotaci kolem stfedu souradnic o tthel a. Znaci-li totiz O osovou
soumeérnost vzhledem k ose z, T osovou soumérnost vzhledem k ose svirajici
s osou z uhel /2 a R rotaci kolem stfedu soutradnic o tihel a, potom plati,
7e

cosa  sina 1 0 cosa —sina
[Rle[O]e = ( sinad —cosa ) ( 0 —1 ) o < sina cosa ) = [Tle.
Proto RO =T. O

Definice 19.4 Bud V redlny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem.

(a) Linedrni zobrazeni T:V — V se nazjvd rotace ve V, pokud existugi
podprostor U dimenze 2 prostoru 'V, ortonormdlni bize O = {u,uy}
prostoru U a thel 0 < o < 27 tak, Ze T(v) = v pro viechna v € Ut

a
T(u;) = ujcosa+ ugsina,
T(uz) = upsina — ugcosa.

(b) Linedrni zobrazeni T:V — V se nazjvd reflexe ve V, pokud existuje
podprostor U dimenze 1 prostoru V takovy, Ze T(u) = —u pro kaZdy
vektor u € U a T(v) = v pro vsechna v € U™,



143

Pozndmka 19.3 Jako v piedeslé definici bud' V' redlny vektorovy prostor se
skaldrnim soucinem dimenze n > 2. Potom je linedrni zobrazeni T:V — V
rotaci prave kdyz existuji ortonormalni baze X prostoru V a uhel 0 < o < 27
tak, ze

cosa —sina 0
[Ty = | sina cosa 0
0 0 I, -

Podobné je linedrni zobrazeni T:V — V reflexi prave kdyz existuje ortonor-
malni baze X prostoru 'V takovd, Ze

Tlx = < e 0 )

Lemma 19.8 Bud V realny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem di-
menze 2. Bud T:V — 'V ortogondlni zobrazeni.

1. Je-lidetT =1, potom existuji ortonormdlni baze Y prostoru V a 1hel

0< B < tak, Ze
cosff —sinf
Ty = . .
71y (—smﬁ cos 3 )
2. Je-li detT = —1, potom existuje ortonormalni bdaze Y prostoru V

takova, Ze
1 0

Dukaz. Bud X = {x1,x2} libovolna ortonormélni baze prostoru V.

1. Je-li det T = 1, pak podle Lemmatu 19.6 existuje 0 < a < 27 tak, ze

T]v = < cosa —sina ) ‘

sina  cosa
Je-li 0 < a < 7 poloZzime prosté f = «. V pripadé, 7e 7 < a < 2,

polozme Y = {x1,—x2}. Je zfejmé, Ze ) je opét ortonotmélni baze
prostru V a snadno spocitame, ze

cosa  sina cosff —sinp
Ty =1 _ sina cosa | sinf  cospf ’

kde 8 = 2m — a.. Protoze m < a < 27, plati, 7ze 0 < 5 < m.
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2. Je-li det T = —1, pak podle Lemmatu 19.6 existuje 0 < « < 27 tak,

ze
cosa  sina
[T]x = . .
sina —cosa
A4 (e} : [0} : [0} [0}
Polozme y; = xjcos 5 + Xg8ing, y2 = —x18ing +Xxacos 5 a ) =

{y1,y2}. Snadno ovéiime, 7ze ) je ortonormalni baze prostoru V. Ma-
tice prechodu od baze X k bazi ) je rovna

cos2 sin&
[xy = < 2 2 > :

o
Sin 2 COS B}

Odtud primym vypoctem dostaneme, Ze

iy =t =5 %) ).
a

Véta 19.9 Bud'V redlny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem dimenze
2. Bud T:V — V ortogondlni zobrazeni. Potom je T budto rotace mebo
refleze. Pritom T je rotace prave tehdy kdyz dimT = 1 a reflexe prave tehdy
kdyz dimT = —1.

Dikaz. Podle Tvrzeni 19.4 je detT = +1. Je-li detT =1 je T podle
Lemmatu 19.6 rotaci. Naopak kazda rotace je ortogonalnim zobrazenim s
determinanetem rovnym 1. Je-li detT" = —1 je T podle Lemmat 19.6 a 19.8
reflexi a naopak kazda reflexe je ortogonalnim zobrazenim s determinantem
rovaoym —1. O

Tvrzeni 19.10 Bud V redlny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem.
1. SloZenim dvou reflexi ve V ziskame rotaci ve V.

2. Je-li dimV = 2, pak sloZenim refleze a rotace ve 'V ziskame opét
reflexi ve V.

Dukaz. Bud V reilny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem.

1. Necht T;, 1 = 1,2 je dvojice reflexi ve V. Pro i = 1,2 bud U; pod-
prostor dimenze 1 takovy, 7e T;(u) = —u pro kazdy vektor u € U; a
T;(v) = v pro viechna v € U}". Polozme T = TvT; a U = Uy + Uj.
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Je-li Uy = Uy, potom nutné Ty = T, (je to vidét z definice) a proto
je T = TyT, = T? identické zobrazeni. Identické zobrazeni je podle
definice rotaci a proto v tomto piipadé dokazované tvrzeni plati.

Predpoklidejme, ze U; # Us. Potom je nutné dimU = 2 a tedy
dimU+ = n — 2. Protoze U; # Us, je také Ui # Ug a vzhle-
dem k tomu, 7e dimU{ = dimUy = n — 1, je pak U{ + Us = V.
Podle Véty o dimenzi sou¢tu a priniku podprostori (Véta 12.12) je
dim(Ui NUy) = dimUf +dim Uy —dim(Ut +Ug) = (n—1) + (n—
1) —n =n—2=dimU"'. Zfejmé plati, 7 Uy NU{ C U', odkud
dostavame rovnost Us N Ui = UL, Odtud je vidét, 7e Ti(x) = x
pro kazdé x € Ut a kazdé i = 1,2 a tedy T(y) = y pro viechna
y € UL, Protoze je T ortogonalni zobrazeni, je potom U = (UL)+
invariantnim podprostorem T. Je-li totiz x € U a y € U, potom
(T(x),y) = (T(x),T(y)) = (x,y) = 0. Proto T(x) € (U4)* = U
Oznacme Ty, resp. Ty 1 restrikei zobrazeni T na podprostor U, resp.
U™, V&imnéme si, 7e obé tyto restrikci jsou ortogonalnimi zobrazenimi
na danych podprostorech. Zvolme ortonormélni baze X = {u;,us}
prostoru U a Y = {us,...,u,} prostoru U'. Protoze UNU"' = {0},
je Z = XU bazi prostoru V. Protoze jak U tak U~ jsou invariantni
podprostory prostoru V, plati, ze

_ [ [Tu] 0 _ ([ [Tu] 0
[T]z—< I(;X [TUJ_])}>_< gX In2>'

Odtud dostaneme, ze detTy = detT = detTyTy = detTh detT) =

(=1)2 = 1. Tedy Ty je ortogonalni zobrazeni na prostoru U dimenze

2 jehoz determinant je roven 1. Podle Lemmatu 19.6 pak existuje 0 <
a < 2w tak, ze

cosa —sina

[Tolx = ( sina  cosa )

Odtud plyne, ze

T(u;) = wuycosa+ ussina,
T(uz) =wuwsina—ugcosa a
T(u;) = u; pro vSechna i = 3,...,n (a tedy T(v) = v pro vSechna

v € Ut). To znamend, 7e T je rotace.

. Pfedpokladejme, 7e dim'V = 2. Necht T} je reflexe a Ty je rotace ve V.
Obé tato zobrazeni jsou ortogonalni a tedy také jejich slozeni T' = ToT}
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a T' = T\'Ty jsou ortogonalni zobrazeni. K tomu abychom ukézali, 7Ze
zobrazeni T a T" jsou refelexe, staci podle Véty 19.9 ukazat, ze det T' =
det T" = —1. To je snadné, nebot det T = det ToTy = det Th det Ty =
l-(-1)=—-1ladetT =detThTh =det Ty det Tp = (1) - 1 = —1.
O
Necht u = a+1ib a v = c+id. Pfipomenme, ze ¢islo komplexné sdruzené k
¢islu u, které znacéime u, je ¢islow = a —ib, a ze plati w-v = (a —ib)(c—id) =
(ac—bd) —i(ad+bc) = (uwv) au+v = (a—ib)+ (c—id) = (a+b) —i(c+d) =
U+ v.

Tvrzeni 19.11 Bud f(x) polynom s redlngmi koeficienty a u komplexni
¢islo. Potom plati, Ze f(u) = f(u).

Dukaz. Tvrzeni ukdzeme indukci podle stupné polynomu f. Jeho plat-
nost je ziejmda v pripadé, ze je stupen polynomu f roven nule. Bud 0 < n
prirozené ¢islo a predpokladejme, ze dokazované tvrzeni plati pro vSechny
polynomy stupné mensiho nez n. Bud f(z) = apz™ + -+ + a1z + ag poly-
nom s redlnymi koeficienty stupné n a u komplexni ¢islo. Polozme g(z) =
anz" "' + ... + asz + a1. Snadno nahlédneme, 7e f(z) = g(z)z + ag. Podle
indukéniho predpokladu je g(w) = g(u). Dale ag = @g, protoie f je realny
polynom a ag je tedy reilné Cislo. Proto plati, ze f(u) = g(@)u + ag =

g(u)a + ap = g(w)u + g = g(u)u+ ag = f(u). O

Dusledek 19.12 Bud f(z) polynom s redalnymi koeficienty a u komplexni
cislo. Je-li u kofenem polynomu f pak je také @ koremem polynomu f.

Dukaz. Vzhledem k Tvrzeni 19.11 plati, ze f(u) = f(u) =0=0. O
Oznacme deg f stupen polynomu f a pripomenme, ze deg gh = degg +
deg h pro kazdou dvojici nenulovych polynomi g, h.

Lemma 19.13 Jsou-li f a 0 # g polynomy s redlnymi koeficienty a h kom-
plexni polynom takové, Ze f = gh, potom jsou vsechny koeficienty polynomu
h redlné.

Dikaz. Redlné polynomy totiz mizeme délit se zbytkem a proto f =
gp + q pro néjaké realné polymy p a ¢, kde je navic degq < degg. Potom
ale 0 = f— f =gh— (9p+q) = g(h —p) — q, odkud ¢ = g(h — p). Pokud
by platilo, ze h — p # 0 (polynom g je nenulovy podle predpokladu), dostali
bychom deg g < deg g < deg g+ deg(h —p) = degq, coz vede ke sporu. Proto
h—p =20 a tedy h = p je redlny polynom. O
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Tvrzeni 19.14 KaZdy nekonstantni polynom f s redlnymsi koeficienty, ktery
nemd redlny koven, je delitelny néjakym polynomem g stupne 2 s redlnymi
koeficienty. Tento polynom lze volit ve tvaru g(z) = (x —u)(x —7), kde u, u
jsou komplexné sdruzené komplexni koreny polynomu f.

Dikaz. Vyuzijeme toho, ze téleso komplexnich ¢isel je algebraicky uza-
virené. To znamena, Ze existuje néjaky komplexni kofen u = a+4b polynomu
f. Potom plati, ze f(z) = (x — u)g(z) pro né&jaky (komplexni) polynom g.
Podle Diisledku 19.12 je také cislo w komplexné sdruzené s u korfenem po-
lynomu f. Protoze polynom f nemd redlny kofen, je nutné u # w. Proto
0= f(u) = (u—u)g(u). Protoze u # u, je u —u # 0 a tedy nutné g(u) = 0.
To znamend, Ze existuje polynom h tak, ze g(z) = (x — w)h(z). Odtud do-
staneme, ze f(z) = (z —u)(z —u)h(z) = (2? — (u + @)z + va)h(zr). Snadno
nahlédneme, 7e uti = a® + b*> a u + U = 2a. Vzhledem k Lematu 19.13 je
polynom f délitelny realnym polynomem z? — (a? + b?)z + 2a. O

Ddsledek 19.15 Polynomy nad télesem realnych cisel magji tyto vlastnosti:

1. Kazdy nekonstantni redlny polynom je délitelny redlnygm polynem stupné
1 nebo 2.

2. Kazdy polynom s redalnymi koeficienty lichého stupné mad redlny koren.
Dukaz. Ukizeme postupné obé tvrzeni.

1. Bud f nekonstatni polynom s redlnymi koeficienty. Ma-li f realny ko-
fen a, potom je délitelny polynomem z — a stupné 1. Pokud f nema
zaddny redlny koten, pak je podle Tvrzeni 19.14 délitelny néjakym re-
alym polynomem stupné 2.

2. Bud f redlny polynom stupné 2n + 1. Indukci podle n ukazeme, 7Ze ma
polynom f realny koten. Je-li n = 0, potom je f polynom stupné 1 a
tedy f(z) = ax + b pro néjakou dvojici redlnych &isel 0 # a, b. Pak je
—g redlnym kotfenem f. Bud n > 0 a predpokladejme, ze kazdy redlny
polynom stupné 2k-+1, kde k < n, ma koten. Pro spor predpokladejme,
7e polynom f nemd redlny kofen. Podle Tvrzeni 19.14 je polynom f
délitelny redlnym polynomem g stupné 2. Proto f = gh pro néjaky
realny polynom h a plati, ze degh = degf — degg = degf — 2 =
2(n — 1) 4+ 1. Podle indukéniho piedpokladu méa polynom h redlny
korfen. Ten je zaroven kofenem polynomu f.
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Lemma 19.16 Kazdé linedrni zobrazeni na redalném vektorovém prostoru

V dimenze alesponi 3 ma netrividlni invarianini podprostor dimenze nejvyse
2.

Dukaz. Bud V redlny prostor dimenze alespon 3 a A:V — V li-
nedrni zobrazeni. Ma-li zobrazeni A redlné vlastni ¢islo p, generuje libo-
volny vlastni vektor prislusny tomuto vlastnimu ¢&islu jednodimenzionalni
invariantni podprostor zobrazeni A. Proto muZeme predpokladat, Ze cha-
rakteristicky polynom p4 linedrniho zobrazeni A nemd zadné redlné ko-
feny. Podle Lemmatu 19.14 je pak polynom p4 délitelny néjakym redl-
nym polynomem ¢(z) = 22 + bz + ¢ = (z — u)(z — u) stupné 2, kde
u a u jsou komplexni korfeny polynomu py. Zvolme libovolné bazi pro-
storu V a oznatme A matici zobrazeni A vzhledem k této bézi. Poly-
nom py4 je pak nejen charakteristickym polynomem zobrazeni A, ale také
matice A a jeho kofeny jsou tedy jejimi vlastnimi cisly. Proto je matice
g(A) = A2 + bA + I = (A — ul)(A — al) singuldrni. Odtud plyne, Ze
existuje nenulovy vektor x € V tak, 7e A%(x) + bA(x) + cx = 0. Polozme
y = A(x)+bx. Potom plati, ze A(x) = y—bx a A(y) = A%(x)+bA(x) = —cx
a tedy vektory x a y generuji invariantni podprostor V. Tento podprostor je
netrividlni, nebot x # 0, a ma dimenzi nejvyse 2, nebot je generovan dvojici
vektori x ay. O

Véta 19.17 Bud'V redlny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem a T:V —
V ortogondlni zobrazeni. Potom existuji po dvou ortogondlni invariantni
podprostory W, ..., Wy, dimenze nejvyse 2 takové, Ze V.= 31" W, t].
jejichz sjednoceni generuje prostor V.

Dikaz. Vétu ukazeme indukci podle dimenze prostoru V. Je-1i dim'V <
2, polozime m =1 a Wy = V. Bud 2 < n = dim'V a piedpokladejme,
ze plati pro vSechna ortognalni zobrazeni na redlnych vektorovych prosto-
rech dimenze mensi nez n. Podle Lemmatu 19.16 existuje netrivialni 7T-
invariantni podprostor Wy prostoru V dimenze nejvyse 2. Oznac¢me T re-
strikci zobrazeni T' na podprostor Wi. Tato restrikce je ziejmé opét ortogo-
nalnim zobrazenim a podle Tvrzeni 19.4 je det 17 = +1, odkud je vidét, zZe
je zobrazeni T7: W1 — W/ izomorfismus. Proto mé kazdy vektor x € W1
jednoznaéné uréeny vzor T, '(x) € W takovy, 7e x = T(T7'(x)). Necht
y € Wi a x € W jsou libovolné zvolené vektory. ProtoZe je T ortogonalni
zobrazeni a T, ' (x) € W plati potom, ze (x,T(y)) = (T(Ty ' (x)),T(y)) =
(T; ' (x),y) = 0. Proto je T(y) € W1 a to znamend, 7e Wi je invariantni
podprostor vzhledem k zobrazeni T'. Protoze je podprostor Wy netrivialni,
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je dim Wll < n a podle indukéniho predpokladu existuji po dvou ortogo-
nalni T-invariantni podprostory Wa, ..., W,,, dimenze nejvyse 2 takové, ze
Wi = 5 W;. Odtud snadno nahlédneme, 7e podprostory Wy,..., W,,
tvori hledany rozhlad prostoru V. O

Vsimnéme si, ze rotaci o tthel &« = 7 ve dvoudimenziondlnim reilném
vektorovém prostoru dostaneme jako slozeni dvou reflexi jejichz osy jsou
vzajemné kolmé. Odtud, z Lemmatu 19.8 a z Véty 19.17 plyne nasledujici
popis ortogondlnich zobrazeni na redlnych vektorovych prostorech se skalar-
nim soucinem.

Véta 19.18 Bud'V redlny vektorovyj prostor se skaldrnim soucinem a T:V —
V ortogondlni zobrazeni. Potom existuje ortonormdlni bdaze X = {x1,x},...,
Xioy, Xjps Yise s Yt Z1s--- 1 Zm ), kde dim'V = 2k +4+m o W; = L({x;,x}}),
i=1,....k, U=L{y1,...,y¢}) a K=L({z1,...,2n}) jsou invariantni
po dvou ortogondlni podprostory a

- restrikce Tw, (pro i = 1,...,k) zobrazeni T na podprostor W; je
rotace o uhel c; pro néjake 0 < o <,

— restrikce Ty zobrazeni T' na podprostor U je stredovd soumeérnost, .
zobrazeni dané predpisem Ty(x) = —x pro vdechny x € U a

— restrikce Tk zobrazeni T na podprostor K je identita.

Matice [T|x je pak blokové diagondlni tvaru

[TWI]{Xl,XII} 0 0 0 0 0
0 [TWQ]{XQ,X{Z} 0 0 0 0
[T]X - : ) : : ’
0 0 0 [ka]{xkyxlk} 0 0
0 0 0 0 -I, O
0 0 0 0 o I,
kde

sino;  COSqy

cosq; — sino;
[TWZ]{X,,XIZ} = < ? 1 )

proi=1,... k.

Dusledek 19.19 Bud 'V redlny vektorovy prostor dimenze 3 se skaldrnim
soucinem a T:V — V ortogondlni zobrazeni. Potom existuje ortogondlni
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baze X = {x1,x9,x3} prostoru V a thel 0 < o < 7 takovd, Ze

CcoS «
sin «v

0

Ccos
sin &

| 0

—sina 0
cosaa 0 |, pokud detT =1,
0 1
—sina 0
cosa 0 , pokud detT = —1.
0 -1

V pripade, Ze detT = 1, je T' otocenim kolem osy urcene vektorem x3 o dhel
a. Pokud detT = —1, je T otocenim kolem osy urcené vektorem x3 o thel
a sloZenym s reflexi podle roviny generované vektory x1, Xs.

Cvicéeni 19.2 Ukazte, Ze kazdé ortogondlni zobrazeni na realném wvektoro-
vém prostoru se skaldrnim soucinem dimenze n je sloZenim nejviyse n reflexi.



