Kapitola 19

Izometrie v euklidovskych
prostorech

Definice 19.1 Bud'V redlny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem. Zob-
razent [ : V — V nazyvdme izometrie, pokud pro kazdé dva vektory x,y €
V plati

170 = F I = lx =yl

Tvrzeni 19.1 Je-li f : V — V izometrie, pak definujeme zobrazeni T :
V — V predpisem T'(x) = f(x) — f(0) pro kaZdé x € V. Potom plati

1. | T(x)|| = ||x|| pro kazdé x € V,
2. IT(x) =TIl = lIx =yl pro kazdé x,y € V,
5. (T(x), T(y)) = (x,y) pro kaidé x,y € V,

4. zobrazeni T je ortogondalni linedrni zobrazent.

Dusledek 19.2 KazZdou izometrii f : V. — 'V lze vyjddrit jako sloZeni f =
PT, kde T : V — 'V je néjaké ortogonalni linearni zobrazeni a P : V — 'V
je posunuti definované jako P(x) = f(x) — f(0)

Definice 19.2 Determinant linedrniho zobrazeni T : V — V, kde V je
vektorovy prostor nad libovolnym télesem T, je determinant matice zobra-
zeni T vzhledem k libovolné bazi X ve V. Hodnotju determinantu linedarniho
zobrazeni T zapisujeme detT'.

Tvrzeni 19.3 Bud T : V — V ortogondini zobrazent, pak detT = +1.
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Lemma 19.4 Je-li T : R?> — R? ortogondlni zobrazeni a € standardni bdze
ve R?, pak existuje 1ihel © takouvy, Ze

[Tle = sinf cosf

< cosf —sinf ) , pokud detT =1,

T)e = ( Sjg _Slcrc‘)ge ) , pokud detT = —1.

Véta 19.5 KaZdd izometrie v prostoru R? je bud sloZenim rotace kolem
stredu soutadnic s posunutim mebo sloZenim osové soumérnosti vzhledem k
ose x s néjakou rotaci kolem stredu soutadnic a s posunutim.

Definice 19.3 Bud V redlny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem. Li-
nearni zobrazeni T' : ' V — V se nazyvd rotace ve V, pokud je T identické
zobrazeni nebo existuje podprostor U dimenze 2 prostoru V a v ném orto-
normdlni baze {uy,us} takovd, Ze

T(u;) =ujcosf + ugsinb,

T(ug) = —u;sinf + ug cos b,

a T(x) = x pro kaZdé x € UL,

Zobrazeni T se nazyvd reflexe ve V, pokud existuje jednodimenziondlni
podprostor U prostoru 'V takovy, Ze T(x) = —x pro kazdy vektor x € U a
T(x) = x pro kaZdé x € U™,

Tvrzeni 19.6 SloZend libovolngch dvou reflexi ve V je néjakd rotace ve V.

Véta 19.7 Kazda izometrie v prostoru V dimenze 2 je bud sloZenim rotace
kolem stredu souradnic s posunutim nebo sloZenim reflexe vzhledem k ose x
s méjakou rotact kolem stredu soutadnic a s posunutim.

Véta 19.8 But T ortogondlni zobrazeni na realném prostoru V dimenze 2
se skaldrnim soucinem. Pak je T bud rotace nebo reflexe. Rotace je to prave
kdyz detT' = 1, reflexe je to praveé kdyz detT = —1.

Dusledek 19.9 V prostoru dimenze 2 je sloZeni rotace s reflexi (v libovol-
ném poradi) zase refleze.

Definice 19.4 Je-li V wvektorovy prostor nad télesem T a X, Y dva pod-
prostory 'V takové, Ze XNY = {0} a X +Y = V. Pak rikime, Ze V je
direktni soucet podprostoru X aY a piseme V=X@Y.
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Tvrzeni 19.10 Je-li V wvektorovy prostor nad télesem T a X, Y dva pod-
prostory 'V, pak jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

1. Vv=XagY,
2. je-li X baze vX a ) baze vY, pak X UY je baze vV,

3. kaZdy prvek u € V lze jednoznacné vyjadrit ve tvaru u = x +y, kde
xeXayeY.

Poznamky o tom, jak interpretovat X &Y @ Z.

Lemma 19.11 Buf T linedrni zobrazeni na redlném vektorovém prostoru
V se skaldrnim soucinem. Pak existuje invariantni podprostor U zobrazeni
V, ktery ma dimenzi 1 nebo 2.

Véta 19.12 Bud T : V — V ortogondlni linedrni zobrazeni na redlném
prostoru 'V se skalarnim soucinem. Pak existuji navzdjem ortogondlni pod-
prostory W1, ..., W,, ve V takové, Ze

1. kazdy podprostor Wy, je invarianitni podprostor zobrazeni T,
2. dim Wy, je bud 1 nebo 2 pro kazdé k =1,...,m,

S V=W oWy ---dW,,.

Jakkoliv posledni véta popisuje, jak vypadéa libovolné ortogonalni zobra-
zeni na realném prostoru se skalarnim soucinem, nerika nic o jednoznacnosti
rozkladu V na direktni soucet W; @ Wy @ --- & W,,.

Véta 19.13 Necht T, V,W1,..., W,, jsou jako v predchozi Vété 19.12.
Oznacme Tyy, zuzZeni zobrazeni T' na invariantni podprostor W,. Potom
platt

1. pocet indexi i, pro ktere je Ty, reflexe, je sudy nebo lichy v zavislosti
na tom, je-li det T =1 nebo detT = —1,

2. vZdy je mozné najit rozklad jako ve Véte 19.12, ve kterém je pocet
indext i, pro ktere je Ty, reflexe, nula nebo jedna v zdvislosti na tom,
je-li det T =1 nebo detT = —1.

Tvrzeni 19.14 1. Je-li p(x) = 2" + ap_12" 1 + -+ + a1 + ag nekon-
stantni polynom s redlnymi koeficienty a z € C néjaky jeho koten, pak
Z je také koren p(x),



108KAPITOLA 19. IZOMETRIE V EUKLIDOVSKYCH PROSTORECH

2. kazdy polynom lich€ého stupné s realnymi koeficienty md aspon jeden
realny korten.

Priklad 19.1 Ortogonalni zobrazeni a rotace v R3.



