Kapitola 18

Bilinearni a kvadratické
formy

Definice 18.1 Bud 'V wektorovy prostor nad télesem T. Bilinedrni forma
na prostoru 'V je zobrazeni f:V x V — T splnujici tyto podminky:

1. f(x+y,z)=f(x,2)+ f(y,z) pro vSechny vektory x, y, z € V;
2. flax,y) = af(x,y) pro vSechny vektory x,y € V a kazdé a € T;
3. f(x,y+2z)=f(x,y)+ f(x,2) pro vSechny vektory x,y, z € V;
4. f(x,ay) = af(x,y) pro vsechny vektory x, y € V a kaZdé a € T.

Definice 18.2 Bud 'V wvektorovy prostor nad télesem T, X = {uy,...,u,}
baze prostoru V a f:V XV — T bilinedrni forma na prostoru V. Matice
bilinearni formy f vzhledem k bazi X je matice {f}x = (a;j) Tddu n dand
predpisem a;; = f(u;,u;) pro vsechna i, j =1,...,n. Tj.

flu,uy) f(u,ug) ... f(up,uy)
{f}X _ f(u2:7 ul) f(uQ:a u2) f(uQ:a un)
flup,uy) f(uy,ug) ... f(uy,uy)

Lemma 18.1 Bud'V wvektorovy prostor nad télesem T, X bdze prostoru V
a f:V XV — T bilinedrni forma na prostoru V. Potom pro kazdou dvojici
vektoru x, y € V plati, Ze

fxy) = e {f rlyla. (18.1)

Pritom matice {f}x je vztahem (18.1) jednoznacéné urcena.
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Diikaz. Polozme n = dim V anecht X = {uy,...,u,}, [x]x = (21, -, zn)"

alyly = (y1,--- ,yn)T. Potom plati, ze x = Y i- z;u; ay = Z?:l yju; a

Fxy) = O i, Y yjwg) =D ) wiyif(wi,uy).
=1 7=1 i=175=1

Snadno ale nahlédneme, ze také [x]%{f}x[ylx = 0, Y=t Ty f (wi, uj).

Predpokladejme, 7e ¢tvercova matice A = (a;;) Ffadu n spliuje (18.1).
Potom pro viechna i,7 = 1,...,n plati, Ze f(w,u;) = [u]LbAlu,ly = a;.
Odtud plyne, ze {f}x = A. O

Tvrzeni 18.2 Bud V wektorovy prostor nad télesem T dimenze n a bud
f:V XV = T bilinearni forma na tomto prostoru. Necht X a Y jsou baze
prostoru V. Potom plati, Ze

{f}X = PT{f}yPa
kde P = [I]x,y je matice prechodu od bdze X k bdzi Y.

Diikaz. Pro kazdou dvojici vektorti u, v € V plati, ze [u] 2 PT{f},P[v]y =

(Plulx)™{f}y(Plv]x) = (Llxy[ulx){f}y([[xy¥]x) = [5{f}ylv]y =
f(u,v). Proto matice PT{f}P splituje rovnost (18.1) a podle Lemmatu 18.1

plati, 7e {f}x = PT{f}yP. ©

Definice 18.3 Dwve ctvercové matice A a B 7adu n nad télesem T se nazy-
vaji kongruentni (znacime A = B), pokud ezxistuje reguldrni matice P nad
telesem T pro kterou plati, Ze

A =PTBP.

Cvicéeni 18.1 Ukazte, Ze relace kongruence je ekvivalenci na mnozin€ vsech
ctvercovych matic nad télesem T Fadu n.

Bilinearni formy na daném vektorovém prostoru mizeme scitat a nasobit
skalary. Takto definujeme na mnoziné vSech téchto bilinearnich forem struk-
turu vektorového prostoru. Definujme obé vySe zminéné operace precizné.

Definice 18.4 Bud V wektorovy prostor nad télesem T.

1. Necht f, g je dvojice bilinearnich forem na prostoru V. Soucet (f + g)
definujeme predpisem

(f +g)(u,v) = f(ll,V) +g(u,v)

pro vsechny u, v € V.
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2. Bud f bilinedarni forma na prostoru V, necht a € T. Sou€in (af)
definujeme predpisem

(af)(u,v) = a(f(u,v)),

pro vSechny u, v € V.

Tvrzeni 18.3 Bud V wvektorovy prostor nad télesem T. MnoZina viech bi-
linedrnich forem na prostoru 'V tvori spolu s vyse definovanymi operacemi
souctu dvojice bilinearnich forem a soucinu bilinedrni formy a skaldru z te-
lesa T tvoTi vektorovy prostor.

Dukaz. Nulovy vektor tohoto prostoru je reprezentovan bilinedrni for-
mou n:'V x V. — T takovou, Ze n(u,v) = 0 pro vSechny dvojice vektort
u, v € V. Ovéfeni vSech axiomu vektorového prostoru je piimocaré a pone-
chame jej proto na ¢tenari. O

Definice 18.5 Vektorovy prostor tvoreny vsemi bilinedrnimi formami na
prostoru 'V budeme znacit B(V).

Véta 18.4 Bud 'V wektorovy prostor nad télesem T dimenze n. Prostor
2

B(V) je izomorfni s T™*™ a md tedy dimenzi n*.

Dukaz. Zvolme bazi X prostoru V. Podle Lemmatu 18.1 kazdé bili-
nearni formé f € B(V) pravé jedna étvercovd matice A = {f}y fadu
n spliujici (18.1). Snadno nahlédneme, ze {f + g}x = {f}x + {g}x a
{af}x = a{f}x pro kazdé f, g € B(V) a kazdé a € T. Proto je predpisem
f = {f}x urceno prosté linedrni zobrazeni z prostoru B(V) do prostoru
vSech ¢tvercovych matic nad télesem T tadu n. Je-li A étvercovd matice
nad télesem T ¥ddu n je piedpisem f(x,y) = {x}%A{y}r, pro viechny
x, y € V uréena bilinedrni forma f € B(V) takovd, ze A = {f}r. Proto
je vyse definované linearni zobrazeni izomorfismem vektorovych prostort.
Odtud jiz okamzité plyne dokazované. O

Definice 18.6 Bud'V wvektorovy prostor nad télesem T.

1. Bilinearni forma f: VxV — T se nazjvd symetricka, jestlize f(u,v) =
f(v,u) pro vsechna u, v € V.

2. Bilinedarni forma f:V x V — T se nazyvd antisymetricka, jestlize
f(u,v) = —f(v,u) pro vSechna u, v € V.
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Snadno nahlédneme, 7e jak symetrické, tak antisymetrické bilinedrni
formy tvori podprostor vektorového prostoru B(V). Podprostor vSech sy-
metrickych bilinearnich forem budeme déle znacit S(V) a podprostor viech
antisymetrickych bilinedrnich forem A (V).

Tvrzeni 18.5 Bud T téleso jehoZ charakteristika je riznd od 2 a 'V wvekto-
rovy prostor nad T. KazZdou bilinedrni formu f: V XV — T lze jednoznacné
rozloZit v soucet f = sy+ay, symetricke bilinedrni formy sy a antisymetrické
bilinedrni formy ay.

Dukaz. Nejprve si uvédomme, 7e bilinearni forma g € B(V) ktera je
soucasné symetrickd a antisymetricka je nutné rovna nulové bilinearni formé.
Pro kazdou dvojici vektorti u, v € V je totiz potom g(v,u) = g(u,v) =
—g(u,v), odkud plyne, ze 2g(u,v) = 0. Protoze charakteristika télesa T je
riznd od dvou, plyne odtud, ze g(u,v) = 0. Jsou-li s, ¢t symetrické a a, b
antisymetrické bilinearni formy takové, ze s4+a = t+b. Potom je s—t = b—a
bilinearni forma, kterd je zaroven symetrickd a antisymetrickd a proto je
nulova. Odtud plyne, 7ze s = t a zaroven a = b. Vidime tak, Ze kazdou
bilinearni formu lze rozlozit nejvyse jednim zpisobem v soucet symetrické
a antisymetrické bilinearni formy.

Pro kazdou dvojici vektori u, v € V poloZzme

fu,v) + f(v,u)
2

f(uav) — f(v,u)
2

sf(u,v) = a af(u,v)=

(v obou piipadech vyuzivime toho, ze charakteristika télesa T je rizna od
dvou). Snadno nahlédneme, ze takto definovana zobrazeni s;:'V x V — T,
resp. ay: V X 'V — T, urcuji symetrickou, resp. antisymetrickou, bilinedrni
formu, a ze f = sy +ay. O

Piedchozi tvrzeni lze formulovat tak, ze B(V) = S(V) @ A(V).

Lemma 18.6 Bud V wektorovy prostor nad télesem T a f:V xV — T
bilinedarni forma. Ndsledujict podminky jsou ekvivalentni:

1. Bilinedrni forma f je symetricka.
2. Matice {f}x je symetrickd pro kaZdou bazi X prostoru V.

3. Matice {f}x je symetrickd pro néjakou bazi X prostoru V.

Dukaz. (1. = 2.) Pfedpokliadejme, 7e je bilinearni forma f symetricka,
a bud X baze prostoru V. Potom pro kazdou dvojici vektorti x, y € V plati,
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e XG5 Iyle = (5 ab)” = 5 by = Fly,%) = F(x,¥)-
Proto matice {f}% spliuje (18.1) a podle Lemmatu 18.1 je takovd matice
uréend jednoznaéng. Proto plati, 7e {f}% = {f}x. To znamena4, %e je matice
{f}x symetrickd. (2. = 3.) Zfejmé. (3. = 1.) Bud & baze prostoru V takova,
7e matice {f}x je symetrickid. Potom pro kazdou dvojici vektori x, y € V
plati, 7e f(x,y) = KE{flxlyle = (K7 {fIalyle)” = DI E R =
[y % {f}x[x]x = f(y,x). Vidime, 7e bilinedrni forma f je symetrick4. O

Podobné lze ukazat, ze matice antisymetrickych bilinearnich forem jsou
pravé antisymetrické matice, tj. matice A splaujici AT = —A.

Cviceni 18.2 Bud T téleso charakteristiky rizné od dvou a 'V wvektorovy
prostor nad timto télesem dimeze n. Ukazte, Ze
nin+1)

dimS(V) = — A dimA(V) =

n(n—l).
2

Definice 18.7 Bud V wektorovy prostor nad libovolnym télesem T. Bili-
nedrni forma f na 'V se nazgvd diagonalizovatelnd, pokud existuje baze X
prostoru 'V takovd, Ze je matice {f}x diagondlni.

Z Lemmatu 18.6 okamzité plyne nasledujici:

Dusledek 18.7 Bud f bilinedrni forma na vektorovém prostoru V. Je-li
forma f diagonalizovatelnd, potom je symetrickd.

Lemma 18.8 Bud'T téleso charakteristiky rizné od dvou, V vektorovy pro-
stor nad T a f:'V xV — T nenulova symetricka bilinedrni forma na tomto
prostoru. Pak existuje vektor x € 'V takovy, Ze f(x,x) # 0.

Dukaz. Protoze je bilinearni forma f nenulova, existuji vektory x, y €
V takové, ze f(x,y) # 0. Z predpokladu, Ze bilinearni forma f je symetricka,
dostaneme, Ze

f(x+y,x+y)—f(x,x)—f(y,y)

0# f(x,y) = 5

Proto je alespon jedna z hodnot f(x+y,x+y), f(x,%x) a f(y,y) nenulova.
O

Véta 18.9 Bud T téleso charakteristiky rizné od dvou a 'V vektorovy pro-
stor nad T. Bilinedrni forma f na V je symetrickd pravé kdyz je diagona-
lizovatelna.
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Dukaz. (<) Je-li bilinearni forma f diagonalizovatelnd, je symetricka
podle Disledku 18.7. (=) Bud f symetricka bilinedrni forma na prostoru V.
Indukci podle dimenze prostoru V, kterou oznac¢ime n, ukazeme, %e forma,
f je diagonalizovatelnd. Kazda bilinearni forma na prostoru dimenze 1 je
ziejmé diagonalizovatelna. Bud dano n > 1 a predpoklddejme, 7e dokazo-
vana implikace plati kdykoli je dimenze prostoru V mensi nez n. Je-li forma
f nulova je diagonalizovatelna. Predpokladejme tedy, Ze f je nenulova. Po-
tom podle Lemmatu 18.8 existuje x € V tak, ze f(x,x) # 0. Zobrazenim
y — f(x,y) je uréen linedrni funkciondl A: V. — T. Ozna¢me U jadro tohoto
funkcionalu. Potom je U podprostor prostoru V dimenze n — 1 a protoze
A(x) = f(x,x) # 0, je x € U. Oznac¢me ¢: U x U — T restrikci bilinearni
formy f na podprostor U. Potom je zfejmé g symetrickd bilinedrni forma na
prostoru U a podle indukéniho predpokladu existuje baze ) prostoru U ta-
kova, Ze matice {g}y je diagonélni. Polozme X = {x} U Y. Protoze x ¢ U a
dim U = dim V — 1, tvoii mnozina X bazi prostoru V. Snadno nahlédneme,

a [ fx,x) 0
{f}x—< - {g}y).

Protoze je matice {g}y diagondlni, je pak také {f}y diagondlni. Ukézali
jsme, ze bilinearni forma f je diagonalizovatelna. O

Poznamka 18.1 Dukaz predchozi vety ddva ndvod jak pro symetrickou bi-
linedrni formu f najit bazi X tak, aby byla matice {f}x diagondlni.

Disledek 18.10 Je-li charakteristika télesa T miznd od 2, pak je kazZdd
symetrickd matice nad T kongruentni néjakée diagondlni matici.

Definice 18.8 Bud V wektorovy prostor nad télesem T. Funkce ¢:V — T
se nazgvd kvadratickd forma na V, pokud existuje symetrickd bilinedrni
forma f na 'V takovd, Ze q(x) = f(x,x) pro kazdy vektor x € V. Sy-
metrickd bilinedrni forma f se v takovém pFipadé nazyvd bilinedrni forma
asociovand ke kvadratické forme q. Naopak q se nazjvd kvadratickd forma
urcéena symetrickou bilinedrni formou f.

Tvrzeni 18.11 Bud T téleso charakteristiky rizné od 2, V vektorovy pro-
stor nad T a q:V — T kvadratickd forma na V. Potom je bilinedrni forma
asociovand ke kvadraticke formé q urcena jednoznacné.

Dukaz. Bud f symetricka bilinearni forma na 'V asociovana ke ¢q. Potom
pro vSechny u, v € V plati, ze

qu+v) —q(u) —q(v) _

f(u,v) - 2
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Odtud plyne jeji jednoznaénost. O

Véta 18.12 Bud 'V redlny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem a bud
iV XV — R symeltricka bilineirni forma. Potom existuje ortonormdlni
bdaze X prostoru V takova, Ze matice {f}x je diagondlni.

Dukaz. Bud )Y néjakd ortonormélni baze prostoru V. Protoze je bi-
linedrni forma f symetrickd je také matice {f}y symetrickd (podle Lem-
matu 18.6). Podle Véty 17.15 existuje ortogonalni matice P takova, ze
je sou¢in P~'{f}yP diagonalni matice. Polozme n = dimV a pro kazdé
i=1,...,n oznacme x; = {P,;}y. Protoze je baze ) ortonormélni a matice
P ortogonalni, tvori vektory xi,...,x, ortonormdlni bazi; ozna¢me ji X.
Uvédomme si, ze potom je P matici prechodu od baze ) k bazi X. Protoze
je P ortogonalni matice, coz znamend, 7e P~' = PT, dostdvame rovnost
{f}x =PT{f}yP =P {f}yP. To je ale diagondlni matice. O

Dusledek 18.13 Bud q kvadratickd forma na redlném vektorovém prostoru
V se skaldrnim soucinem dimenze m. Potom existuje ortonormdalni baze X
prostoru 'V a redlnd cisla A\, ...,y takova, Ze pro kaZdy vektor x € V plati

q(x) = Mt + -+ A,

kde {x}x = (x1,...,2m)T jsou souradnice vektoru x vzhledem k bdzi X.

Je-li f symetrickd bilinedrni forma asociovand ke kvadratické formé ¢,
lze za X wvolit libovolnou ortonormadlni bazi prostoru V, pro kterou je matice
{f}x diagondlni.

Poznamka 18.2 Vsimnéme si, Ze Ay, ..., Ay jsou prdave vlastni ¢isla matice

{f1x

Lemma 18.14 Bud q kvadratickd forma na redlném vektorovém prostoru V
a f s ni asociovand symetrickd bilinearni forma. Necht X je baze prostoru V
takovd, Ze matice {f}x je diagondlni. Polozme X = {x € X | q(x) > 0},
X, ={x e X |q(x) <0}. Potom plati, Ze

1. je-li 0 #u € L(X}), potom je q(u) > 0,
2. je-li v € L(&X, ), potom je q(v) < 0.

Dukaz. 1. Ozna¢me vektory mnoziny X+ po fadé x1,...,X,,. Bud 0 #
u € L(XT). Potom je u linedrni kombinaci vektorti xi,...,x,,, existuji
proto redlnd ¢éisla wuq,. .., u, takova, ze u = >, u;x;. Protoze u # 0, je
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alespon jedno 7z ¢isel u; nenulové. ProtoZe je matice bilinearni formy vzhle-
dem k bazi X diagonélni, plati, 7e 0 < 31", u2q(x;) = S w2 f(xi,%;) =
Doty fluixg uixi) = 30000 300 fuixi uixy) = f(3250 wixi, D070 ujx;) =
f(u,u) = g(u). 2. Oznaéme vektory mnoziny X, po fadé x/,...,x}. Bud
v € L(&, libovolny vektor. Vektor v je linedrni kombinaci vektori x1, . .., x},
tj. existuji redlnd &isla vq,...,v, takova, ze v = 25:1 v;x,. Protoze je
matice {f}y diagonalni, plati, ze 0 > YK v?q(x}) = X7, v f(x},x}) =

i1 floixg vixp) = 00, YOI f(vixg, vxg) = f (202 vixg, 50 05x)) =

fv,v)=q(v). D

Véta 18.15 (Sylvesteruv zdkon setrvaénosti.) Bud f symetrickd bili-
nedrni forma na realném vektorovém prostoru V. Necht X a ) jsou dvé baze
prostoru 'V takové, Ze matice {f}x a {f}y jsou diagonalni. Potom se pocet
kladnyjch, resp. pocet zaporngch, resp. pocet nulovych prvku na diagondle
matice {f}x se rovnd poctu kladnych, resp. pocétu zdpornich, resp. poctu
nulovych proki na diagondle matice {f}y.

Dukaz. Pocet nenulovych prvki na diagonaldch matic {f}x, resp. {f}y
je roven jejich hodnostem. Vzhledem k tomu, Ze to jsou matice kongruentni,
jsou jejich hodnosti stejné. Proto se také pocty nulovych prvka na diago-
naldch matic {f}x a {f}y rovnaji. K iplnému diikazu véty tedy staci ovérit,
ze se poCty kladnych prvki na diagonalach matic {f}r a {f}y. Vzhledeme k
symetrii dokonce sta¢i ukdzat, ze na diagonale matice {f}y neni vice prvku
nez na diagonale matice {f}y. Pocet kladnych prvki na diagondle matice
{f}x je roven poctu prvkil mnoziny X, ktery je roven dimenzi podprostoru
L(X™). Podobné pocet kladnych prvkii na diagonéle matice {f}y odpovida
dimenzi prostoru L(Y™). Pro tu plati, ze dimL(Y") +dimL(), ) = dim V.
Pro spor piedpokladejme, Ze dimL(X ™) > dimL(Y"). Potom dimL(X*) +
dimL(Y; ) > dim V. Podle Véty o dimenzi sou¢tu a priniku podprostort je
dimL(X*)+dimL(Y; ) = dim(L(X ) +L(Y; ) +dim(L(X )L, ). Od-
tud dostaneme, ze dim(L(XT)NL(Y;)) > dimV —dim(L(X ")+ L(Y;)) >
0. Proto existuje nenulovy vektor u € L(X*)NL(Y, ). Pro tento vektor plati
podle Lemmatu 18.14.1, resp. Lemmatu 18.14.2, 7e g(u) > 0, resp. g(u) < 0.
To je spor. O

Definice 18.9 Bud f symetrickd bilinedrni forma na redlném vektorovém
prostoru a bud X bdze tohoto prostoru takovd, Ze je matice { f}x diagondlni.
Potom nazyvame

— pocet kladnych prvki na diagondle matice {f}x indexem bilinedrni
formy f,
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— rozdil mezi poctem kladnych a zapornych prvku na diagondle matice
{f}x signaturou bilinearni formy f,

— hodnost matice {f}x» hodnosti bilinedrni formy f.

Indez, signatura a hodnost bilinedrni formy se nazyvaji souhrné invarianty
bilinedrni formy f. Podobné definujeme index, signaturu, hodnost a invari-
anty kvadratické formy q urcené symetrickou bilinedrni formou f.

Vsimnéte si, ze libovolné dva z invariant® symetrické bilinedrni formy f
(kvadratické formy ¢) jednozna¢né urcuji ten treti.

Definice 18.10 Bud'V redlnjj vektorovy prostor dimenze n. Bilinedrni forma
f:V xV = R se nazgjva pozitivné definitni, resp. pozitivné semidefinitni,

jestlize se jeji hodnost a index rovnaji n, resp. jestliZe se jeji index rovnd

jeji signatute.

Tvrzeni 18.16 Bud V redlny vektorovy prostor.

1. Bilinearni forma f: V x V — R je pozitivne semidefinitni prave kdyz
f(u,u) >0 pro kazdy vektor u € V.

2. Bilinearni forma f:V x V. — R je pozitivné definitni praveé kdyz
f(u,u) > 0 pro kazdy nenulovy vektor u € V.

Dukaz. Bud ddna symetrickd bilinedrni forma f na V. Podle Véty 18.9
existuje baze X = {x1,...,x,} prostoru V takovd, Ze je matice {f}r dia-
gonalni.

1. (=) Predpokladejme, ze forma f pozitivné je semidefinitni. Podle De-
finice 18.10 se index formy f rovna jeji signature. To znamend, Zze
v8echny prvky na diagondle matice {f}r jsou nezdporné. Bud u li-
bovolny vektor z prostoru V. Polozme {uly = (u1,...,u,)". Potom
plati, 7e f(u,u) = {u}f{flx{u} = ZiL; f(xi x))ui > 0. («) Pied-
pokladejme, ze f(u,u) > 0 pro kazdy vektor u € V. Podle definice

jsou je diagonala matice {f}y tvofena prvky f(x1,x1),...,f(Xn,Xn),
které jsou vSechny nezaporné. Odtud je vidét, Ze je forma f pozitivné
semidefinitni.

2. Dokazeme obdobné jako implikaci v predchozim bodé.

O
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Véta 18.17 Bud f:V x V — R pozitivné definitni bilinedrni forma na
redlném wvektorovém prostoru. Potom je predpisem (x,y) = f(x,y), pro
vsechny x,y € V, definovin skaldrni soucin na vektorovém prostoru V.
Naopak, je-li 'V redlny vektorovy prostor se skalarnim soucinem, je predpi-
sem f(x,y) = (x,¥), pro vsechny x, y € V, definovana pozitivné definitni
bilinedrni forma na V.

Duakaz. Vzhledem k Tvrzeni 18.16.2 odpovidaji axiomy skaldrniho sou-
¢inu na redlném vektorovém prostoru V vlastnostem charakterizujicim po-
zitivné definitni bilinedrni formy na V. O

Poznamka 18.3 V predchozi véte jsme ukazali, Ze pozitivné definitni bili-
nedrni formy ne redlngjch vektorovijch prostorech odpovidaji skalarnim souci-
num. Jind situace je v pripadé komplexnich vektorovich prostori. Zobrazeni
urcené sklarnimi souciny na kompleznich vektorovych prostorech totiz nede-
finugi bilinearni formy.

Véta 18.18 (Sylvesteruv zikon setrvaénosti pro matice.) Bud A re-
dlna symetrickd matice Tadu n. Necht P a Q jsou redlné reguldrni matice
Fadu n takové, e souciny PTAP a QT AQ jsou diagondlni matice. Pak se
pocty kladngch, resp. zapornych, resp. nulovych prvkid na hlavnich diago-
ndldch matic PTAP o QTAQ se rovnagi.

Dikaz. Plyne primo z Véty 18.15. O
Definice 18.11 Podobné jako v pFipadé symetrickych bilinedrnich (resp.

kvadratickych) forem definujeme index, signaturu a spolecné s hodnosti in-
varianty redlngch symetrickych matic.

Necht p, s a n jsou nezaporna celd cisla takova, ze 2s < 2p < s + n.
Symbolem E, , ,, ozna¢me diagonalni matici (e;;) fadu n takovou, ze
1 :1<i<p,
ei; =1 0 p<i<n+s—p,
-1 :n+s—p<i<n.

Napriklad

OO OO O
[=lelN ool =)
S OO = OO
OO OO oo
O = OO OO
_o o o oo
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Lemma 18.19 Bud A redlnd symetrickd matice vddu n indexu p a signa-
tury s. Potom plati, Ze 2s < 2p < n+ s a matice A je kongruentni matici

Ep,s,n-

Dukaz. Uvazme symetrickou bilinearni formu f na aritmetickém vekto-
rovém prostoru R™ uréenou matici A (tj. predpisem f(x,y) = x' Ay pro
viechny x, y € R".) Podle Véty 18.9 existuje baze X prostoru R" takova, ze
matice {f}y je diagonalni. Navic mizeme prvky bize X usporadat tak, ze
matice (ozna¢me ji D = (d;;)) bilinedrni formy f vzhledem k vysledné bazi
je diagonalni a plati di; > ... > dj,,. Vzhledem k Vété 18.15 je p pocet klad-
nych prvki na diagondle matice D. Ozna¢me g pocet zapornych prvki na
této diagonale. Podle definice signatury je pak s = p—¢q, dokud 0 < ¢ =p—s
ap+q < n,odkud 2p < n+s. Oznaéme C = (¢;;) diagonalni matici takovou,
7e ¢y = +/|di;| pro vSechna ¢ = 1,...,n. Potom je E, ,, = CTDC a tedy
D =E, ;.. Protoze A =D, dostavime tak A =E, ; ,. O

Tvrzeni 18.20 Duvé redlné symetrické matice téhoz radu jsou kongruenitni
prave tehdy kdyzZ magi stejné invarianty.

Dukaz. Necht A, B jsou redlné symetrické matice fadu n. (=) Jsou-li
matice A a B kongruentni, pak maji stejné invarianty podle Disledku 18.18.
(<) Predpokladejme naopak, ze matice A maji stejny index p a stejnou
signaturu s. Podle Lemmatu 18.19 jsou obé matice A a B kongruentni matici
E; s, a tedy jsou i vzadjemné kongruentni. O

Definice 18.12 Redlnd symetrickd matice A fadu n se nazyvd pozitivné
definitni, resp. pozitivné semidefinitni, jestliZe se jeji hodnost a index rovnaji
n, resp. jestliZe se jeji index rovnd jeji signatute.

Véta 18.21 Pro redlnou symetrickou matici A jsou ndsledujici podminky
ekvivalentni

1. A je pozitivné semidefinitni,
2. vsechna vlastni cisla matice A jsou nezdapornd,

3. existuje matice U takovd, 7e UTU = A.

Dukaz. (1 = 3) Ozna¢me n hodnost a p index matice A. Podle pred-
pokladu je matice A pozitivné semidefinitini a tedy jeji index je roven jeji
signatufe. Podle Lemmatu 18.19 pak plati, Ze A = E,, . Tato matice je
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diagondlni, na prvnich p mistech jeji diagonaly je ¢islo 1 a zbylé prvky na dia-

PN ; ;Y T . - .
gonale jsou nulové. Proto plati, ze By, , = E, , , Ep, 5 . Protoze jsou matice

A a E, ,, kongruentni, existuje regularni matice Q tak, ze A = QTEp’p,nQ.
Potom pro matici U = E,,,Q plati, 7e UTU = A. (3 = 2) Bud X libo-
volné vlastni ¢islo matice A a x € R" vlatni vektor prislusny tomuto vlast-
nimu &slu. Potom je Ax|? = MxTx = xT(\x) = xT(Ax) = xTUTUx =
(Ux)"(Ux) = ||Ux||?. Proto

_ [ox|?

A= > 0.

e

(2 = 1) Matice A je symetricka a tedy podle Véty 17.15 existuje ortogonalni
matice P takova, ze D = P~' AP je diagonalni matice na jejiz diagonéle jsou
vlastni ¢isla matice A. Protoze je matice P ortogonalni, plati, ze PT = P!
a proto D = PT AP. Specidlné je matice A s matici D kongruentni. Protoze
jsou vSechna vlastni ¢isla matice A nezdpornd, je pak matice A pozitivné
definitni. O

Véta 18.22 Pro redlnou symetrickou matici A jsou nasledujici podminky
ekvivalentni

1. A je pozitivné definitni,
2. wsechna vlastni c¢isla matice A jsou kladna,

3. existuje requldrni matice U takovd, e UTU = A.

Dukaz. Dikaz je obdobny jako ve Vété 18.22. V dikazu implikace (1 =
3) dostaneme, Ze pro pozitivné definitni matici A je p = n a tedy E,,,, =
E; nn = I,. Proto je matice U = E,;, ,Q = Q reguldrni a plati, ze A =
UTU. (3 = 2) Stejné jako v ditkazu odpovidajici implikace Véty 18.22
ukazeme, ze je-li vlastni ¢islo matice A a x odpovidajici vlastni vektor,
potom plati, ze
NLETS
[Ix[>

Protoze je matice U reguldrni a vektor x nenulovy (vlastni vektory jsou
podle definice nenulové), je Ux # 0. Proto je A > 0. (2 = 1) Stejné jako
v dikazu Véty 18.22 najdeme podle Véty 17.15 diagondlni matici D kon-
gruentni matici A. Ptritom hlavni diagondla matice D je tvorena vlastnimi
¢isly matice A. Protoze jsou vSechna vlastni ¢isla matice A kladna, je podle
Véty 18.15 matice A pozitivné definitni. O

Analogii Véty 18.17 zformulovanou pro matice je nasledujici véta:
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Véta 18.23 Je-li A pozitivné definitni matice Tddu n, pak je predpisem
(x,y) = x" Ay pro viechny x, y € R" definovin skaldrni soucin na R™,
Naopak, je-li (x,y) skaldrni soucin na R™, pak existuje pozitivné definitni
matice B takovd, Ze (x,y) = x' By pro viechny x, y € R



