Kapitola 18

Bilinearni a kvadratické
formy

Definice 18.1 V je vektorovy prostor nad T. Bilinearni forma na prostoru
V je zobrazeni f : V x V — T splnugjici podminky

1. f(ax + by,z) = af(x,z) + bf(y,z) pro kazdé x,y,z € V a kazdé
a,beT,

2. f(x,ay + bz) = af(x,2z) + bf(y,z) pro kazdé x,y,z € V a kazdé
a,beT.

Priklad 18.1 Bilinearni forma na T" definovand matici A = (a;;) fadu n.

Definice 18.2 Matice bilinedarni formy f vzhledem k bazi X = {uj,ug,...,u,}
je definovana jako matice {f}x = (ai;), kde a;; = f(us,u;) pro kazdé
ij=1,2,...,n.

Tvrzeni 18.1 Jak se zméni matice bilinedrni formy, zménime-li bazi. Je-li
f bilinedrni forma na prostoru 'V nad télesem T, X = {uj,ug,...,u,} a
Y ={v1,va,..., v} a P = (psj) matice prechodu od baze X k bdzi ), pak
plati {f}y = PT{f}xP.

Definice 18.3 Duvé ctvercové matice A a B 7vadu n nad télesem T se na-

zyvagi kongruentni, pokud existuje requldrni matice P nad télesem T, pro
kterou plati A = PTBP.
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Cviceni 18.1 Relace kongruence je ekvivalence na mnoziné vsech ¢tverco-
vych matic Tadu n nad telesem T.

Definice 18.4 1. Jsou-li f,g dve bilinedrni formy na prostoru V nad
telesem T, pak definujeme jejich soucet f + g jako bilinedrni formu,
pro kterou plati (f + g)(x) = f(x) + g(x) pro kaZdé x € V,

2. je-li f bilinedarni forma na V a a € T, pak definujeme soucin af jako
biliendrni formu na V, pro kterou plati (af)(x) = af(x) pro kazdy
vektor x € V

Tvrzeni 18.2 MnoZina viech bilinearnich forem na V s prvé definovanymi
operacemi scitdni bilinearnich forem a mdsobeni bilinedrni formy skaldrem
tvori vektorovy prostor.

Vektorovy prostor vSech bilinedrnich forem na V budeme oznacovat
B(V).

Véta 18.3 Prostor B(V) je izomorfni s T"*", kde n = dim'V. Md dimenzi
n?. Pro kaZdou bilinedrni formu ezistuje prdvé jedna matice A takovd, Ze

f(X, Y) = x7Ay.

Definice 18.5 Bilinedrni forma f na prostoru 'V se nazyvd symetricka,
plati-li f(x,y) = f(y,x) pro kaZdé dva vektory x,y € V.

Véta 18.4 Bilinedarni forma je symetrickd prdvée kdyz jeji matice vzhledem
k libovolné bazi je symetricka.

Definice 18.6 Bilinedrni forma f na V se nazyva diagonalizovatelna, po-
kud existuje baze X = {uj,ug,...,u,} ve V takovd, Ze matice {f}x je
diagondlny.

Dusledek 18.5 Je-li f diagonalizovatelnd, je symetrickad.

Lemma 18.6 Bud f nenulovd symetrickd bilinedrni forma na V nad T
a necht charakteristika T je rizna od 2. Pak existuje x € V takové, Ze

F(x,%) # 0.

Véta 18.7 Kazda symetrickd bilinedrni forma na prostporu V nad T, kde
charakteristika T je ruznd od 2, je diagonalizovatelnd.

Dusledek 18.8 Je-li charakteristika T riznd od 2, pak je kazZdd symetrickad
matice nad T kongruentni néjakée diagonalni matici.
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Priklad 18.2 Diagonalizace symetrickych matic pomoci elementarnich fad-

kovych a sloupcovych tprav.

Definice 18.7 Bud V wvektorovy prostor nad T. Funkce q : V — T se
nazyvd kvadraticka forma na V, pokud existuje symetrickd bilinedrni forma
f na 'V takovd, zZe q(x) = f(x,x) pro kaZdy vektor x € V. Bilinearni forma
f se v takovém pripadé nazyvd bilinearni forma asociovana ke kvadratické
formé q.

Lemma 18.9 Bud V wvektorovy prostor nad T a charakteristika T necht je
ruznd od 2. Je-li ¢ kvadratickd forma na 'V, pak je bilinedrni forma asocio-
vand ke q uréend jednoznacne.

Priklad 18.3 Realny kvadraticky polynom v n proménnych jako kvadra-

tickd forma nad R".

Véta 18.10 Bud V redlny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem a f
symetrickd bilinedrni forma na V. Pak existuje ortonormdlni bdze X ve V
takova, ze {f}x je diagonalni.

Dusledek 18.11 Necht q je kvadratickd forma na redlném vektorovém pro-

storu'V se skaldrnim soucinem. Pak existuje ortonormdlni baze X = {uy, ...
ve V a redlnd cisla M\ ..., \, takovad, Ze pro kaZde x € V plati
n
g(x) =Y Naf,
i=1
kde [x]x = (a1,...,a,)" jsou souradnice vektoru x vzhledem k bdzi X, tj.

n
Je-li f bilinedrni forma asociovand ke q, pak lze za X zvolit libovolnou
ortonormdlni bazi takovou, Ze matice {f}x je diagondlni.

Priklad 18.4 Jak vypada plocha v R? definovana rovnici

212 + 6t1tg + 53 — bty + 25 + 3t — 2y — t3 + 14 = 0.

sup}
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Véta 18.12 Sylvesteruv zdkon setrvacnosti pro symetrické biline-
arni formy Bud f symetrickd bilinedrni forma na redlném vektorovém pro-
storu se skaldrnim soucinem V. Jsou-li X a Y dve baze ve V takové, Ze ma-
tice A = {f}lx a B = {f}y jsou diagondlni, pak pocet kladnych prvki na
hlavni diagondle v A se rovnd poctu kladnych prvki na hlavni diagondle v B.
Podobné plati rovnost pro pocty zapornych prvki na hlavnich diagondlach
obou matic.

Definice 18.8 Pocet kladnych prvki v diagondlni matici {f}x symetrické
bilinedrni formy f na realném vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem
V wzhledem k bdzi X se nazyvd index bilineadrni formy f. Rozdil mezi po-
étem kladnych a zdpornych prvki na hlavni diagondle {f}x se nazyvd signa-
tura bilinedrni formy f. Hodnost matice {f}x se nazyvd hodnost bilinearni
formy f. Index, signatura a hodnost bilinedrni formy se nazyvaji souhrné
invarianty bilinearni formy f.

Podobné definujeme index, signaturu, hodnost a invarianty kvadratické
formy a(x) = f(x,%).

Vsimnéte si, ze libovolné dva z téchto invariantti jednoznacné urcuji ten

treti.

Dusledek 18.13 Sylvesteriv zdakon setrvacnosti pro redlné symetrické ma-
tice. Jsou-li P,Q requldrni matice takové, se PTAP o QTAQ jsou dia-
gondlni matice, pak pocet kladnych prvki na hlavni diagondle v PTAP se
rovnd poctu kladnych prvki na hlavni diagondle v QT AQ. Podobné plati
rovnost pro pocty zapornych prvkd na hlavnich diagondlach obou matic.

Definice 18.9 Index a signatura symetrickych redlnych matic.

Dusledek 18.14 Dwé redlné symetricke matice jsou kongruentni prdve tehdy
kdyz maji stejné invarianty.

Definice 18.10 Redlnd symetrickd matice A Tadu n se nazzyvd pozitivné
definitni, jestlize se jeji hodnost a index rovnaji n. Nazyvd se pozitivné
semidefinitni, pokud se jeji index rovnd signature.

Véta 18.15 Pro redlnou symetrickou matici A jsou ndsledujici podminky
ekvivalentni

1. A je pozitivne semidefinitni,

2. wSechna vlastni ¢isla matice A jsou nezdpornd,
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3. existuje matice U takovd, ze UTU = A.

Veéta 18.16 Pro redlnou symetrickou matici A tadu n jsou ndsledujici pod-
minky ekvivalentni

1. A je pozitivné definitni,
2. wvsechna vlastni ¢isla matice A jsou kladnd,

3. existuje matice U takovd, Ze UTU = A a hodnost U se rovnd n.

Véta 18.17 Je-li A pozitivné definitni matice tadu n, pak predpis f(x,y) =
xT"Ay pro kazdé x,y € R" definuje skaldrni soucin na R™. Naopak, je-
li (x,y) skalarni soucin na R"™, pak existuje pozitivné definitni matice B
takovd, Ze (x,y) = x' By pro kazdé x,y € R".

Priklad 18.5 Konstrukce z ty¢i v redlném prostoru dimenze n.

Véta 18.18 Je-li A pozitivné definitni matice fadu n, pak predpis f(x,y) =
x" Ay pro kazdé x,y € R" definuje skaldrni soucin na R"™. Naopak, je-
li (x,y) skaldrni soucin na R", pak existuje pozitivné definitni matice B
takovd, Ze (x,y) = x! By pro kaZdé x,y € R".



