Kapitola 17

Normalni, ortogonalni a
unitarni zobrazeni

V této kapitole budeme zkoumat vyhradné prostory se skaldrnim soucinem.
Téleso skalart proto vzdy bude budto téleso R readlnych ¢isel nebo téleso C
komplexnich éisel.

Lemma 17.1 Necht A je linearni zobrazeni na prostoru 'V se skaldrnim
soucinem. Je-li \ vlastni ¢islo linedrniho zobrazeni A, potom je X\ vlastni
c¢islo adjungovaného zobrazeni A*.

Dukaz. Bud X ortonormélni baze prostoru V. Podle Véty 16.11 plati, Ze
[A]}y = [A*]x. Protoze je A vlastni ¢islo zobrazeni A je pa(A\) = det([A]x —
AI) = 0. Aplikujeme-li Tvrzeni 16.12 dostaneme, ze ([A]lxy — AI)* = [A]%} —
Al = [A*]xy — AL Plati, ze det B* = detB' = detB = detB pro kazdou
komplexni ¢tvercovou matici ¥adu n. Proto pas(A) = det([A*]x — M) =
det([A]ly — AI)* = det([A]x —AI) = 0 = 0. Proto je A vlastnim é&islem
adjungovaného zobrazeni A*. O

Pripomenme si nékolik zakladnich vlastnosti polynomt nad danym té-
lesem T. Polynomy lze délit se zbytkem. To znamena, Ze je-li g nenulovy
polynom stupné k pak pro kazdy polynom f najdeme pomoci Eukleidova
algoritmu jednoznac¢né urcené polynomy h a r tak, ze stupen polonymu r je
men$i nez k a f = gh + r. Rekneme, Ze polynom ¢ déli polynom f, zna¢ime
g | h, existuje-li polynom h tak, 7e f = gh. Prvek a € T je kofenem po-
lynomu f pravé kdyz (z — a) | f. Vydélime-li totiz polynom f polynomem
(z — a) se zbytkem, dostaneme f(z) = (z — a)g(x) + r, kde r je polynom
stupné mensiho nez jedna. To znamend, ze r € T a snadno nahlédneme, 7Ze
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a je kofenem polynomu f pravé kdyz je » = 0. To nastane pravé tehdy kdyz
(z —a) | f(x).

Lemma 17.2 Necht f, g jsou polynomy nad télesem T takové, Ze g | f.
Jestlize se polynom f rozklddd v soucin linedrnich ciniteli, pak se také po-
lynom g rozkldda v soucin linedrnich cinitelu.

Diuikaz. Lemma ukaZeme indukci podle stupné polynomu f. Je-li stupen
polynomu f nejvyse 1 tvrzeni ziejmé plati. Pfedpokladejme, ze f je polynom
stupné n > 1 a 7e tvrzeni plati pro vSechny polynomy mensiho stupné. Podle
predpokladu existuje polynom h tak, ze f = gh. Bud f(z) = (x—aq) -+ (z—
ap) rozklad polynomu f v soudin linedrnich ¢initeld, kde aq,...,a, € T.
Polome fn(z) = (z —a1) - (z — ap—1) a vSimnéme si, ze 0 = f(a,) =
g(an)h(ay) a tedy ay, je kofenem nékterého z polynomt g a h. Je-li g(a,) = 0,
je g(x) = gn(x)(z — ayn) a fn = gnh. Podle indukéniho predpokladu (stupen
polynomu f,, je n — 1) se polynom g, rozklada v soucin linearnich ¢initeld.
Potom je i polynom g(z) = gn(z)(z — ay) soucinem linedrnich ¢initeli. Je-
i h(a,) = 0, potom je h(z) = h,(z)(z — a,) pro néjaky polynom h, nad
télesem T. Pak plati, ze f,, = gh, a polynom g se rozklada v soucin linearnich
¢initeli podle indukéniho predpokladu. O

Lemma 17.3 Bud A:V — V linedrni zobrazeni a U invariantni podprostor
prostoru 'V wvzhledem k zobrazeni A. Oznacéme B restrikci zobrazeni A na
podprostor U a bud'pa, resp. pp charakteristicky polynom zobrazeni A, resp.
B. Potom polynom pp déli polynom p4.

Dtkaz. Polozme n = dim'V a m = dim U. Zvolme bazi ) podprostoru
U a rozsifme ji na bazi X prostoru V. Protoze je U invariantni podprostor
zobrazeni A, je matice tohoto zobrazeni vzhledem k bazi X’ tvaru

_( By C
Al = ( 0 D)’
kde C, resp. D jsou matice fadu m x (n—m), resp. (n—m) X (n—m). Odtud

snadno nahlédneme, %Ze p4 = pp - pp, kde pp je charakteristicky polynom
matice D. O

Véta 17.4 (Schurova véta) Bud'V wvektorovy prostor nad télesem T (kom-
plexnich nebo redlnijch cisel) se skaldrnim soucinem a A:V — 'V linedrni
zobrazeni na tomto prostoru. Predpoklidejme, Ze charakteristicky polynom
pa zobrazeni A se rozkladad nad télesem T v soucin linedrnich ciniteli. Po-
tom existuje ortonormdalni baze X prostoru V takovd, Ze matice [Alx je
horni trojuhelnikova.
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Duakaz. Vétu ukizeme indukci podle dimenze n prostoru V. Tvrzeni
zirejmé plati pokud n = 1. Predpokladejme, ze n > 1 a tvrzeni plati kdyko-
liv je prostor V dimenze mensi nez n. Protoze se charakteristicky polynom
p4 zobrazeni A rozkliada nad télesem T v soucin linedrnich ¢initelt, mé v
tomto télese néjaky koren a tedy zobrazeni A ma v télese T néjaké vlastni
¢islo X. Podle Lemmatu 17.1 je X vlastni ¢islo adjungovaného zobrazeni A*.
Bud v vlastni vektor zobrazeni A* piislusny vlastnimu &islu A takovy, Ze
|v|| = 1. Ozna¢me U ortogonalni dopliek vektoru v v prostoru V. Podle
Tvrzeni 14.6 je dimU = n — 1. Necht u € U je libovolny vektor. Potom
(v, A(u)) = (A*(v),u) = (Av,u) = A(v,u) = 0. Proto A(u) € U a tedy
A(U) C U, jinymi slovy, U je invariantni podprostor zobrazeni A. Ozna¢me
B restrikci zobrazeni A na podprostor U. Potom charakteristicky polynom
zobrazeni pp zobrazeni B déli p4 podle Lemmatu 17.3 a tedy se rozklada na
linearni ¢initele podle Lemmatu 17.2. Podle indukéniho predpokladu existuje
ortonormalni baze ) prostoru U takova, ze matice [B]y je horni trojihel-
nikova. Polozme X = Y U {v}. Vsimnéme si, ze X je ortonormalni baze
prostoru V a matice zobrazeni A vzhledem k této bazi je tvaru

[A]F([B(}y ;),

kde ¢ € T" ! a d € T. Protoze je dle piedpokladu matice [B]y horni
trojuhelnikova, je také matice [A]y horni trojihelnikova. O

Definice 17.1 Bud 'V wvektorovy prostor a A:V — V linedrni zobrazeni.
Rekneme, Ze A je normdlni zobrazeni, jestlize A*A = AA*.

Bud A ¢tvercovd matice #adu n nad télesem kompleznich cisel. Rekneme,
ze A je normalni matice, jestlize plati A*A = AA*.

Tvrzeni 17.5 Necht A:'V — 'V je normadalni linedrni zobrazeni. Pak plati:
1. ||A(x)|| = [|A*(x)|| pro kazdy vektor x € V.

2. Pro kazdy skaldr X je zobrazeni A— I, kde I znaci identické zobrazent,
také normadlni.

3. Je-li x vlastni vektor zobrazeni A prFislusny vlastnimu cislu A, je x
vlastni vektor linedrniho zobrazeni A* prislusny vlastnimu cislu A.

4. Jsou-li x1, x5 vlastni vektory linearniho zobrazeni A, prislusné riznym
vlastnim c¢islim Ay a Ao, potom jsou vektory xi; a X9 na sebe kolmeé.
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Dukaz.

1. Z normality zobrazeni A dostaneme, 7e ||A(x)]|? = (A(x), A(x)) =
(A*A(x), x) = (AA*(x),x) = (x, AA*(x)) = (4*(x), A*(x)) = [|4*(x)[*

Po odmocnéni dostaneme dokazovanou rovnost.

2. Tento bod plyne snadno z Tvrzeni 16.12. Vypocet ponechdme jako
cviceni.

3. Polosme B = A — Al. Protoze je x vlastni vektor zobrazeni A pri-
slusny vlastnimu &islu A, je B(x) = 0. Z Tvrzeni 16.12 plyne, Ze
B* = A*—\I a vzhledem k predchozimu bodu je B normalni zobrazen,
t.j., BB* = B*B. Odtud plyne, 7e (B*(x), B*(x)) = (B*(x), B*(x)) =
(x, BB*(x)) = (x, BB*(x)) = (x, B*B(x)) = (x,B*(0)) = (x,0) = 0.
Proto je B*(x) = 0, odkud plyne dokazované.

4. Vzhledem k pifedchozimu bodu plati, Ze Ao(x1,%2) = (x1,Aox0) =
(x1,A(x2)) = (A*(x1),x2) = (Aax1,X2) = Aa(x1,X2). Odtud plyne, ze
(A1 — Xo)(x1,%x9) = 0. Vzhledem k tomu, Ze jsou vlastni ¢isla A a Ao
rizna, dostavame odtud, Ze (x1,x2) = 0.

O

Véta 17.6 Bud A:'V — V endomorfismus komplexniho vektorového pro-
storu V. Potom je A normdalni linedrni zobrazeni prave kdyz existuje orto-
normalni baze prostoru 'V sloZend z vlastnich vektori zobrazeni A.

Dukaz. (<) Pfedpokladejme, Ze existuje ortonormalni bize X prostoru
V slozend z vlastnich vektori zobrazeni A. Potom je matice [A]y zobrazeni
A vzhledem k bazi X diagonalni a vzhledem k Vété 16.11 je [A*]x = [A]%.
Proto je matice [A*]y také diagonalni a obé matice spolu komutuji. Proto
plati, ze
[AA"]x = [Alx[A"]x = [A"]x[ALx = [A* Al

Odtud dostavame, 7e AA* = A*A.

(=) Predpokladejme, Ze A je normélni linedrni zobrazeni. Implikaci uka-
zeme indukci podle dimenze prostoru V. V pripadé, ze dim'V =1 je zfejmé
splnéna. Bud' n > 1 a pfedpokladejme, ze dokazovana implikace plati kdykoli
je dimV < n a necht dim'V = n. Protoze uvazujeme prostor V nad alge-
braicky uzavienym télesem komplexnich ¢&isel rozklada se charakteristicky
polynom zobrazeni A:V — V v soudin linedrnich ¢initelt. Podle Schurovy
Véty 17.4 existuje ortonormalni baze X = {x1,...,%x,} prostoru V takova,



118 KAPITOLA 17. NORMALNI, ORTOGONALNI A UNITARNI ZOBRAZENI

ze matice [A]x je horni trojihelnikova. Polozme U = L({x1,...,x,_1}) a
uvédomme si, ze z predchoziho plyne, ze U = {x,}* je invariantni podpro-
stor zobrazeni A dimenze n — 1. Restrikce zobrazeni A na podprostor U je
opét norméalni linedrni zobrazeni a podle indukéniho predpokladu tak exis-
tuje ortonormalni ) slozena z jejich vlastnich vektord. Ty jsou vSak ziejmé
vlastnimi vektory zobrazeni A. UkdZzeme, Ze x,, je vlastni vektor zobrazeni
A. Podle Tvrzeni 17.5 staci ukazat, %e x, je vlastni vektor zobrazeni A*.
Pro kazdé u € U je (A*(xp),u) = (x5, A(u)) = 0, nebot A(u) € U (pro-
toze je U invariantni podprostor zobrazeni A) a U = {x,}*. Odtud plyne,
7e Y U {x,} je hledana ortonormalni baze prostoru V slozena z vlastnich
vektort zobrazeni A. O

Definice 17.2 Linedrni zobrazeni A:V — V se nazjva samoadjungované
(téZ hermitovské), pokud plati, Ze A = A*.

Redlnd (resp. komplexni) matice A se nazyvd symetrickd (resp. hermi-
tovska, pokud plati, Ze A = A*.

Lemma 17.7 Necht A:'V — V je samoadjungované linearni zobrazeni.
1. Potom jsou vsechna vlastni c¢isla zobrazeni A redlnd.

2. Je-li V prostor nad télesem R redlnyjch cisel, polynom pa se rozklada
v soucin linedrnich ciniteld.

Dukaz.

1. Je-li A vlastni ¢islo zobrazeni A a x vlastni vektor prislusny A, je podle
Tvrzeni 17.5(3) x vlastni vektor piislusny vlastnimu zobrazeni A* pii-
slugny vlastnimu &islu . ProtoZe je zobrazeni A samoadjungované, je
A= A* a tedy A = \. To znamena, 7e \ € R.

2. Zvolme libovolnou béazi prostoru V a bud A matice zobrazeni A vzhle-
dem k této bazi. Potom je py = pa. Nad télesem komplexnich cisel
se polynom pa rozkladd v soucin linedrnich ¢initeli, pritom jeho ko-
Feny jsou praveé vlastni ¢isla matice A. Matice samoadjungovaného
zobrazeni je hermitovskd, a proto A = A*. Podle Tvrzeni 17.5(3) jsou
vSechna vlastni ¢isla hermitovské matice realna a tedy polynom pa se
rozklada v soucin linearnich c¢initelit nad R.
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Véta 17.8 Bud A:V — V endomorfismus redlného prostoru V. Potom je
A samoadjungované zobrazeni prdvée kdyz existuje ortonormdlni bdze pro-
storu 'V sloZend z vlastnich vektori zobrazeni A.

Dukaz. (=) Podle Lemmatu 17.7 se charakteristicky polynom zobra-
zeni A rozklada v soucin linedrnich diniteld. Existenci ortonormalni baze
sloZené z vlastnich vektoru zobrazeni A ukdZzeme pomoci Schurova lemmatu
podobné jako ve Vété 17.6. (<) Bud &X' ortonormalni baze slozend z vlast-
nich vektort zobrazeni A. Matice [A]x vzhledem k bazi sloZené z vlastnich
vektorii zobrazeni A je diagondlni a protoze je redlnd, plati, ze [A]xy = [A]%.
ProtozZe je X ortonormalni baze, plyne z Véty 16.11, ze [A]% = [A*]x. Odtud
dostavame, ze A = A*. O

Definice 17.3 Bud 'V wektorovy prostor nad C (resp. nad R). Linedrni
zobrazeni A:V — 'V se nazgvd unitarni (resp. ortogonalni), jestlize

(A(x), Ay)) = (x,¥)
pro kazZdé dva vektory x,y € V.

Véta 17.9 Bud' V komplexni (resp. redlny) vektorovy prostor. Pro linedrni
zobrazeni A:V — 'V jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:

1. AA* = A*A =1, kde I:V — V je identické zobrazeni.
2. A je unitarni (resp. ortogondlni) zobrazeni.

3. Je-li X = {uy,...,u,} ortonormdlni baze prostoru V je A(X) =
{A(u1),...,A(uy)} opét ortonormdlni bdze.

4. Ezistuje ortonormdlni bize X = {uy,...,u,} prostoru V, takovd, Ze
A(X) = {A(ua1),...,A(u,)} je opét ortonormdlni bdze.

5. Pro kazdy vektor x € V plati, Ze ||A(x)|| = ||x]|.
Dukaz.

(1. = 2.) Predpoklddejme, ze A*A = I. Potom pro kazdou dvojici vektort
x, y € V plati, ze (A(x), A(y)) = (A"A(x),y) = (x,y).

(2. = 3.) Predpoklddejme, Ze A je unitarni (resp. ortogonalni) zobrazeni a bud
= {uy,...,u,} ortonormdalni baze prostoru V. Potom pro kazdé
< i < j < n plati, 7e (A(u;), A(u;)) = (u;,u;) = d;;. Proto je
(X) ={A(uy),...,A(u,)} opét ortonormalni béze.
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(3. = 4.) Ziejmé.

(4. = 5.) Bud X = {uy,...,u,} ortonormalni baze prostoru V takova, ze A(X) =
{A(w1),...,A(u,)} opét ortonorméalni baze. Bud x libovolny vektor
prostoru V. Snadno nahlédneme, ze {x}x = {A(x)}(x). Polozme

{A®)}a) = {x}x = (a1,-...an)". Potom | A(x)|| = ||x|| = /i, a?-

(5. = 2.) Necht x, y € V je dvojice vektorti. Rozndsobenim dostaneme, 7e ||x +
ylI* = (x+y.,x+y) = [x|]” +[ly]|* +2Re(x,y) a zaroven [x+iy[* =
(x +iy,x +iy) = ||x||? + ||y||? + 2iIm (x, y). Odtud odvodime, Ze

[ + y1I2 = Il = lIyll® [l + iyl — [l — lly]?

Proto je-li [|[A(x)|| = ||x]| pro kazdy vektor x € V|, pak (A(x), A(y)) =
(x,y) pto kazdou dvojici vektorti x, y € V.

(2. = 1.) Predpokladejme, 7e A je unitarni (resp. ortogonélni) zobrazeni. Potom
pro kazdy vektor x € V plati, ze (A* A(x),x—A*A(x)) = (A(x), A(x—
A*A(x))) = (x,x — A*A(x)), odkud dostaneme, 7e (x — A*A(x),x —
A*A(x)) = (x,x—A*A(x))— (A" A(x),x—A*A(x)) = (x,x— A" A(x))—
(x,x — A*A(x)) = 0. Proto x = A*A(x). Podobné ukazeme, 7e x =
AA*(x).

|

Dusledek 17.10 Bud'V realny vektorovy prostor a necht A:V — 'V je line-
arni zobrazeni. Potom 'V mda ortonormdlni bazi sloZenou z vlastnich vektoru
linedrniho zobrazeni A a vsechna vlastni c¢isla tohoto zobrazeni maji abso-
lutni hodnotu rovnou 1 prdvé kdyz je zobrazeni A zdroven samoadjungované
a ortogondalni.

Dukaz. Podle Véty 17.8 je linearni zobrazeni A samoadjungované prave
kdyz existuje ortonormalni baze X prostoru V sloZend z vlastnich vektoru
A. Matice [A]x = (ai;) linedrniho zobrazeni A vzhledem k bazi X je potom
diagondlni a na jeji diagondle jsou vlastni ¢isla zobrazeni A. Podle Véty 17.9
je zobrazeni A ortogonalni pravé kdyz AA* = A*A = I, coz nastane pravé
tehdy kdyz [A]% = [A] /._Vl. Protoze je matice A diagonélni, toto nastane prave
kdyz a;; = aif pro kazdé ¢+ = 1,...,n, kde n = dimV, tedy pravé kdyz je
absolutni hodnota v8ech prvkii na diagonale matice [A]y rovna jedné. O



121

Dusledek 17.11 Bud 'V komplezni vektorovy prostor a necht A:V — V
je linedrni zobrazeni. Potom V md ortonormadalni bazi sloZenou z vlastnich
vektori linearniho zobrazeni A a vSechna vlastni cisla tohoto zobrazeni magji
absolutni hodnotu rovnou 1 pravé kdyz je zobrazeni A unitdrni.

Dukaz. (=) Bud X ortonormélni baze prostoru slozend z vlastnich vek-
tori zobrazeni A které vSechny lezi na jednotkové kruznici. Matice [A]y je
pak diagonélni a vzhledem k tomu, ze na jeji diagondle jsou vlastni ¢isla ktera
vSechna lezi na jednotkové kruzmici, plati, ze [A]x[A]%} = [A]}[A]lx = L
Podle Véty 16.11 je [A]} = [A*]x, odkud dostaneme, ze AA* = A*A =1
a tedy zobrazeni A je unitarni podle Véty 17.9. (<) Je-li zobrazeni A uni-
tarni, potom je AA* = A*A = I podle Véty 17.9 a tedy je normalni. Zvolme
libovolné vlastni ¢islo A zobrazeni A a bud v p¥islusny vlastni vektor. Podle
Tvrzeni 17.5 je v také vlastni vektor zobrazeni A*, v tomto pripadé prislusny
vlastnimu ¢islu X. Proto plati, ze v = A*A(v) = A*(\v) = AA*(v) = AM\v =
A|%2v. Proto 1 = || a tedy vlastni ¢islo A lezi na jednotkové kruznici. O

Tvrzeni 17.12 Bud' 'V komplezni (redlny) vektorovy prostor a A:V — V
linedrni zobrazeni. Potom je A unitdrni (ortonormdlni) prdvé tehdy kdyz je
matice [A]lx unitdrni (ortogondlni) pro kaZdou ortonormdlni bazi X ve V.

Dukaz. Plyne okamzité z Véty 17.9 (2. & 3.). O

Véta 17.13 Plati nasledugici:

1. Komplexni matice A je normdlni prave tehdy kdyz existuje unitdrni
matice U takova, Zze U* AU je diagonalni matice.

2. Redlnd matice A je symetrickd prave tehdy kdyZ existuje ortogondlni
matice P takovd, Ze P~'AP je diagondlni matice.

Dikaz.

1. (=) Predpokladejme, ze je A normalni matice fadu n. Uvazme linedrni
zobrazeni A: C" — C" dané predpisem A(v) = Av pro kazdé v € C".
Protoze je matice A normadlni, je normalni také zobrazeni A a tedy
podle Véty 17.8 existuje ortonormalni baze X slozend z vlastnich vek-
tort zobrazeni A. Bud U matice prechodu od baze X ke standardni
bazi prostoru C" a oznaé¢me D diagonalni matici s vlastnimi vektory
zobrazeni A na diagondle (v pofadi odpovidajici poradi vektorti baze
X). Potom D = U*AU. (<) Pfedpokladejme, 7e existuje unitdrni
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matice U takova, ze U* AU = D, kde D je diagonalni matice. Protoze
je U unitarni matice, plati, ze U*U = UU* = I,,. Odtud dostaneme,
ze A =UDU* a dile A*A = (UDU*)*(UDU*) = UD*U*UDU* =
UD*DU* = UDD*U* = UDU*UD*U* = UDU*(UDU*)* = AA*.

To znamena, ze je matice A normélni.

2. (=) Bud A symetrickd matice fadun a A: R"™ — R" linedrni zobrazeni
dané predpisem A(u) = Au pro vSechny vektory u € R™. Protoze je A
symetricka, je zobrazeni A samoadjungované a tedy podle Véty 17.8
existuje ortonormalni baze prostoru R" slozena z vlastnich vektort
zobrazeni A. Podobné jako v predchozim piipadé bud P matice pre-
chodu od této baze ke standardni bazi prostoru R". Potom je P ortogo-
nalni matice a sou¢in P~'AP je diagonalni matice (na jejiz diagonale
jsou vlastni ¢isla matice A). (<) Predpokladejme, Ze existuje ortogo-
nalni matice P a diagonalni matice D takova, ze D = P~!AP. Protoze
je P ortogonalni matice, PT = P~!, a tedy A = PDP~! = PDP7.
Odtud dostaneme, 7e AT = (PDPT)T = PDPT = A. To znamena,
7e je matice A symetricka.



