Kapitola 17

Normalni, ortogonalni a
unitarni zobrazeni

V této kapitole budeme zkoumat linedrni zobrazeni na prostorech se skalar-
nim soucinem. Té&leso skalari tedy bude bud R nebo C.

Lemma 17.1 Necht A je linedrni zobrazeni na prostoru V se skaldrnim
soucinem. Je-li \ vlastni ¢islo linedrniho zobrazeni A, pak X\ je vlastni ¢islo
adjungovaného zobrazeni A*.

Duikaz. Pomoci charakteristického polynomu matice A vzhledem k or-
tonormalni bazi. O

Véta 17.2 Schurova véta . Bud A linedrni zobrazeni na vektorovém pro-
storu 'V se skalarnim soucinem. Predpoklddejme, Ze charakteristicky poly-
nom pa se rozklddd na soucin linedrnich ciniteli. Potom existuje ortonor-
malni baze X = {uy,uy,...,u,} takovd, Ze matice [A]x je horni trojihelni-
kovad.

Dikaz. Indukci podle dimenze V. Tteba pouzit, ze ortogonalni doplnék
vlastniho vektoru z zobrazeni A* je invariantni podprostor A, dokazat, Ze
char. polynom restrikce A na doplnék se také rozklada na soudin lin. ¢initeld.
Pak se pouzije indukce. O

Definice 17.1 Bud V wvektorovy prostor se skalarnim soucinem. Rikame,
ze linedrni zobrazeni A : V — V je normalni, plati-li AA* = A*A. Matice
A 7ddu n nad redlngmi nebo komplexnimi cisly se nazyvd normalni matice,

plati-li AA* = A*A.

97



98KAPITOLA 17. NORMALNI, ORTOGONALNI A UNITARNI ZOBRAZENI

Tvrzeni 17.3 Necht A: V — V je normdlni linedrni zobrazeni na prostoru
se skaldrnim soucinem V. Pak plati

1. ||A(x)|| = ||A*(x)|| pro kaZdy vektor x € V,

2. A— A, kde I je identické zobrazeni na 'V, je také mormalni linedrni
zobrazent,

3. je-li x vlastni vektor linedrniho zobrazeni A vzhledem k vlastnimu c¢islu
A, je x vlastni vektor linedrniho zobrazeni A* wvzhledem k vlastnimu
Cislu N,

4. jsou-li X1 a X9 vlastni vektory linedrniho zobrazeni A vzhledem k riz-
nym vlastnim cislum A1 a Ao, pak jsou vektory X1 a Xo ortogondlni.

Véta 17.4 Bud A :V — V linedrni zobrazeni na prostoru 'V se skaldrnim
soucinem nad C. Pak A je normdlni prave tehdy kdyz existuje ortonormdlni
baze V sloZend z vlastnich vektori A.

Duikaz. Pokud ortonormalni baze existuje, pouzije se véta o matici ad-
jungovaného zobrazeni.
Pokud je A normalni, pouzije se Schurova véta. O

Priklad 17.1 Piiklady normélnich matic.

Definice 17.2 Linedrni zobrazeni A : V. — V na prostoru se skaldrnim
souc¢inem V se nazyvd samoadjungované (hermitovské), pokud plati A = A*.
Redlnda nebo komplexzni matice A se nazyva samoadjungovand (hermitov-
skd), pokud A = A*.

Lemma 17.5 Bud A : V — V samoadjungované linedrni zobrazeni na
prostoru se skaldrnim soucinem V. Potom plati

1. kaZzdé vlastni ¢islo zobrazeni A je redlné,

2. je-li V prostor nad R, pak se charakteristicky polynom pa rozklada
nad R na soucin linedrnich ciniteli.

Véta 17.6 Bud A : V — V linedrni zobrazeni na prostoru se skaldrnim
soucinem V nad redlnymi cisly. Potom A je samoadjungované linedrni zob-
razeni prave tehdy kdyz existuje ortonormdlni bdze V sloZend z vlastnich
vektord linedrniho zobrazent A.
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Definice 17.3 Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem nad
R (nebo nad C). Linedrni zobrazeni A : V. — V se nazyvd ortogonalni
(unitarni), plati-li pro kazdé dva vektory x,y € V

(A(x), A(y)) = (x,¥)-

Véta 17.7 Bud V wvektorovy prostor se skaldrnim soucinem a A:V — 'V
linearnt zobrazenti. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. AA*=A*A=1, kdeI:V — V je identické zobrazen,
2. A je ortogondlni (unitdrni) zobrazent,

3. pro kaZdou ortonormalni bdzi {uy,...,u,} ve V je {A(uy),..., A(u,)}
ortonormalni baze ve 'V,

4. existuje ortonormalni baze {uy, ..., u,} ve V takovd, Ze {A(uy),..., A(uy)}
je ortonormdlni baze ve 'V,

5. |A(x)|| = ||x]| pro kazdé x € V.

Dusledek 17.8 Bud V redlny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem a
A 'V — V linedrni zobrazeni. Potom V md ortonormdlni bdzi sloZenou
z vlastnich vektorid, pro kterée magi prislusna vlastni c¢isla absolutni hodnotu
rovnou 1 prdavé tehdy kdyz je A samodajungované a ortogondini.

Dusledek 17.9 Bud'V komplexni vektorovy prostor se skaldrnim soucinem
a A:V — V linedrni zobrazeni. Potom V md ortonormdlni bdzi sloZenou
z vlastnich vektorid, pro které magi prislusnd vlastni c¢isla absolutni hodnotu
rovnou 1 prdave tehdy kdyz je A unitdrni.

Tvrzeni 17.10 Bud V redlny (komplexni) vektorovy prostor se skaldrnim
souc¢inem a A : 'V — V linedrni zobrazeni. Potom je A ortogondlni (uni-
tarni) pravé tehdy kdyz je matice [Alx ortogondlni (unitdrni) pro kaZdou
ortonormdlni bdzi X ve V.

Véta 17.11 1. Komplexni matice A je normdlni pravé tehdy kdyz exis-
tuje unitarni matice U takovad, Ze U*AU je diagondlni matice.

2. Redlnd matice A je symetrickd prdavé tehdy kdyZ existuje ortogondlni
matice P takovd, e P1AP je diagondlni matice.



