Kapitola 16

Dualni prostor, dualni
zobrazeni

Definice 16.1 Definice souctu linedrnich zobrazeni a soucinu se skaldrem

Tvrzeni 16.1 1. Soucet dvou linedrnich zobrazeni a soudin linedrniho
zobrazeni se skaldrem jsou opét linedrni zobrazeni.

2. Mnozina véech linedrnich zobrazeni A : U — 'V tvori vektorovy prostor
s operacemi souctu zobrazeni a ndsobku skaldrem.

3. Je-li dimU = n a dim'V = m, pak je tento prostor isomorfni s pro-
storem vSech matic typu m X n nad T, ktery md dimenzi mn.

Definice 16.2 Prostor vSech linearnich zobrazeni z U do V, znaceni Hom(U, V).
Specidlneé Hom (U, T) nazyvame dudlni prostor k prostoru U a oznacujeme
jej U* a jeho prvky nazgyvame linearni funkcionaly na U.

Tvrzeni 16.2 {uy,...,u,} je bdze v U. Necht funkcionaly fy,...,f, C U*
jsou definované predpisem fi(u;) = 6;; pro i,j = 1,...,n, pak mnoZina
fi,...,f, je bdze v U*.

Definice 16.3 Je-li X = {uy,...,u,} bdze v U, pak baze f1,... £, dudl-

ntho prostoru V* definovand predpisem fi(u;) = 0;; pro i,j = 1,...,n, se
nazyva dudlni béze k bazi X = {uy,...,u,} a oznacuje se X'*.

Tvrzeni 16.3 Necht A: U — V je linedrni zobrazeni. Definujme zobrazeni
AT . V* — U* predpisem AT (f) = fo A pro kazdé f € V*. Potom AT je
linedrn? zobrazend.
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Definice 16.4 Necht A : U — V je linedrni zobrazeni. Potom linedrni
zobrazeni AT : V* — U* definované predpisem AT(f) = f o A pro kaZdé
f € V* se nazyva dudlni (transponované) zobrazeni k A: U — V.

Véta 16.4 Necht A : U — V je linearni zobrazeni, X = {uy,...,u,} je
baze v prostoru U a Y = {vi,...,Vy,} je bdze v prostoru V. Pak plati

([Alx )" = [AT]y+ 2=

Véta 16.5 Necht U je vektorovy prostor dimenze n nad télesem T. Pro
kazdy prvek x € U definujeme zobrazeni x : U* — T predpisem x(f) = f(x)
pro kazdé f € U* je linedrni zobrazeni, a tedy prvek druhého dudlniho pro-
storu (U*)*. Ddle zobrazeni D : U — (U*)* definované predpisem D(x) = X,
je isomorfismus prostoru U a (U*)*.

Dusledek 16.6 Kazda baze U* je dudlni k néjaké bazi U.

Definice 16.5 Zobrazeni D : U — (U*)* definované predpisem D(x) = x
se nazyvd kanonicky isomorfismus mezi prostorem U a jeho druhym dudlem
(U~)”.

Véta 16.7 Bud V prostor se skaldrnim soucinem. Potom pro kaZdou line-
arni formu £ € 'V existuje jednoznacne urceny vektor'y € V takovy, Ze plati
f(x) = (y,x) pro kazdy vektor x € V.

Véta 16.8 Bud V prostor se skaldrnim soucinem a A : V. — V linedrni
zobrazeni. Potom existuje jednoznacné urcené linedrni zobrazeni A* : V —
V takové, Ze plati (y, A(x)) = (A*(y), %) pro kazdé dva vektory x,y € V.

Definice 16.6 Je-li'V prostor se skaldrnim soucinem a A : V — 'V linedrni
zobrazent, pak linedrni zobrazeni A* : V. — 'V takové, Ze plati (y, A(x)) =
(A*(y),x) pro kazdé dva vektory x,y € V, se nazgvd adjungované zobrazeni
k linearnimu zobrazeni A : V — V. Plati-li A = A*, pak rikdme, Ze A je
samoadjungované linearni zobrazeni.

Véta 16.9 Bud V prostor se skaldrnim soucinem, A : V. — V linedrni
zobrazeni a X = {uy,...,u,} ortonormalni baze ve V. Pak plati

([Alx)" = [A"]x-

Tvrzeni 16.10 necht V prostor se skaldrnim soucinem, A : V — V a
B :V — 'V linedrni zobrazeni. Pak plati:
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1. (A+ B)* = A* + B*,

2. (aB)* =aB* pro kazdy skaldr a,
3. (AB)* = B*A*,

4. A = A,

5. I'" = I pro identické zobrazeni I : V — V.,



