Kapitola 14

Prostory se skalarnim
soucinem

Definice 14.1 Bud V  wvektorovy prostor nad R (nebo nad C). Skalarni
soucin na V je zobrazeni z VX V — R (nebo — C) splnujici ndsledujici
podminky. Hodnotu zobrazeni pro dvojici (u,v) € VXV oznacujeme (u,v).

1. (v,v) > 0 pro kazdyj vektor v € V, pficemz rovnost nastdvd pravé kdyz
v =0,

2. (u,av) = al{u,v) pro kazdé vektory u,v € V a kaZdy skalir a € R
(nebo € C),

3. (u,v+w) = (u,v)+ (u,w) pro kazdé vektory u,v,w € V,

4. (v,u) = (u,v) pro kazdé vektory u,v € V.

Vektorovy prostor, na kterém je definovdn skaldrni soucin, nazjvame prostor
se skalarnim souc¢inem.

Vsimnéte si, ze podminka 4. z predchozi definice znamena, ze v pripadé
redlného prostoru V se skaldrnim soucinem plati (v,u) = (u,v) pro kazdé
vektory u,v € V.

Priklad 14.1 Standardni skaldrni sou¢in definovany v Definici 7.2 je ptikla-

dem skalarniho souc¢inu na aritmetickém prostoru R"™ nebo C”, jak vyplyva z
Tvrzeni 7.1. Neni to ale zdaleka jedind moznost, jak definovat skaldrni soucin
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na aritmetickych vektorovych prostorech. Napiiklad, jsou-li x = (1, z9)"

y = (y1,42)" dva libovolné vektory z R?, pak piedpis

a

1 1
(x,y) = w191 + 5-7?1?/2 + 5-7?2?/1 + z2oy2

také definuje skaldrni sou¢in na R?.

Definice 14.2 Je-li V wvektorovy prostor nad R (nebo nad C), pak norma
na V je zobrazeni, které pritazuje kazdému vektoru v € V redlné ¢islo ||v]]
splnugict ndsledugici podminky:

1. ||v]] > 0 pro kaZdy vektor v € V, piicemz rovnost nastqvd pravé kdyz
v =0,

2. |lav|| = |a| - ||v]| pro kaZdy vektor v € V a kaZdy skalar a € R (nebo
eC),

3. |lu+v| < |ul|| + ||v] pro kaZdé dva vektory u,v € V.

Priklad 14.2 Euklidovskd norma na aritmetickém vektorovém prostoru R"

nebo C” je podle Cviceni 7.2 a Tvrzeni 7.3 normou ve smyslu Definice 14.2.
Pripomenme si, ze euklidovskd norma je svazana se standardnim skalarnim
souc¢inem vztahem

vl = y/{v,v)

pro kazdy vektor v.€ R™ (nebo € C").

Véta 14.1 Cauchy-Schwartzova- Bunjakovského nerovnost Bud V vektorovy
prostor se skaldrnim soucinem. Pro libovolné dva vektory x,y € V plati

[Ge )l < I - iyl

pricemz rovnost nastava pravé kdyZ y = ax pro nékjaky skaldr a € R (nebo

€C).

Tvrzeni 14.2 Bud'V vektorovy prostor se skaldrnim soucinem. Potom pfed-
pis
VIl =/ (v, v)

definuje normu na V.
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Definice 14.3 Bud V wektorovy prostor se skaldrnim soucinem. Potom
normu na V definovanou piedpisem ||v|| = /(v,Vv) nazgvdme norma de-
finovana skalarnim soucinem (x, *).

Zdaleka ne kazdou normu na realném nebo komplexnim vektorovém pro-
storu V lze definovat néjakym skaldrnim souéinem na V. Néasledujici poné-
kud naroc¢néjsi tiloha udava dodateénou nutnou a postacujici podminku,
kterou musi norma na V spliovat k tomu, aby ji bylo mozné definovat né-
jakym skalarnéim soucienm.

Uloha 14.1 Normu || x| na redlném nebo komplexnim vektorovém prostoru

V lze definovat néjakym skaldrnim souc¢inem na V pravé tehdy kdyz plati
2 2 2 2
u+ v|[" + [lu = v[|” = 2([lul]* + [Iv]")
pro kazdé dva vektory u,v € V.
Definice 14.4 Bud 'V wektorovy prostor se skalarnim soucinem. Dva vek-

tory u,v € V nazgvame kolmé, plati-li (u,v) = 0. MnoZina vektori {uy,...,ux} C
V se nazyva ortogondlni, jsou-li kazdé jeji dva rizné prvky kolmé, a ortogo-

ndlni mnoZina se nazyvd ortonormélni, plati-li navie, Ze ||u;|| = 1 pro kazdé
i=1,.. .k
Tvrzeni 14.3 Bud'V vektorovy prostor se skaldrnim soucinem a B = {uy,...,u,}

néjakd jeho ortonormadalni baze. Pak pro kaZdy vektor x € V plati

n

X = Z(ui,x)ui.

=1

Véta 14.4 Bud'V wvektorovy prostor se skaldrnim soucinem a {X1,...,Xj}
linedrné nezavisla mnozina ve V. Pak ezistuje ortonormdalni mnozina {uy,...,u;}
ve V takovad, Ze plati

L{ul,...,u,;} :L{xl,...,xi}
pro kazde 1 =1,... k.

Véta 14.5 Kazdou ortonormdlni mnozinu {uy,...,u;} ve vektorovém pro-
storu 'V se skalarnim soucinem lze rozsirit do ortonormadlni baze ve V.
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Definice 14.5 Je-li M podmnoZina vektorového prostoru V se skaldrnim
soucinem, pak ortogondlni doplnék mnoziny M ve V definujeme jako mno-
Zinu

Mt ={xeV:(ux)=0prokaidé ue M}.

Tvrzeni 14.6 Pro libovolné dvé podmnoziny M, N C V, kde V je prostor
se skalarnim soucinsm plati

1. M* je podprostor V,

2. je-li M C N, pak N+ C M+,

Mt =L(M)*,

je-li P podprostor V, pak (P+)+ =P,
pro podprostor P plati P NP+ = {0},

pro podprostor P plati dimP+ = dimV — dim P,

NS> &

kazdy prvek x € 'V lze jednoznacné vyjadrit ve tvaru x = p + q, kde
peP aqePt,

8 (MMt =L(M).

Definice 14.6 Je-li 'V wvektorovy prostor se skaldrnim soucinem nad R
(nebo nad C), M podprostor V a x = p+q, kde p € M a q € M*,
pak vektor p nazyvame ortogondlni projekce x na podprostor M.

Tvrzeni 14.7 Je-li V vektorovy prostor se skaldrnim soucinem nad R (nebo
nad C) a M podprostor V. Zobrazeni Pyp : V. — M, které kazdému vek-
toru x € 'V pritazuje jeho ortogondlni projekci na podprostor M, je linedarni
zobrazeni.

Tvrzeni 14.8 Je-li V vektorovy prostor se skalarnim soucinem nad R (nebo
nad C), M podprostor V a p = Ppm(x) € M ortogondlni projekce vektoru
x na M. Pak pro kaZdy vektor m € M plati

[[x —pll < llx —m]|,
pricemZz rovnost nastavd pravée kdyz m = p.
Véta 14.9 Pythagorova véta Bud 'V wvektorovy prostor nad R (nebo
nad C). Pro dva vektory x,y € V plati |x +y||? = ||x||? + ||y||? prdve kdyz
Re (x,y) = 0.

Pokud je prostor V nad R, pak rovnost ||x +y|? = |[|x|> + |ly|?® plati
prave kdyz jsou vektory x,y ortogondlni.




