Kapitola 13

Linearni zobrazeni

Definice 13.1 Jsou-li U a 'V wektorové prostory na télesem T, pak zobra-
zeni A : U — V nazgyvdme linearni zobrazeni, plati-li

1. A(x+y)=A(x) + A(y) pro kazdé dva vektory x,y € U,

2. A(bx) = bA(x) pro kazdy skaldr b € T a kaZdy vektor x € U.

Lemma 13.1 Necht U a 'V jsou vektorové prostory nad télesem T. Potom

je zobrazent A: U — 'V linedrni pravé kdyz pro kazdé prirozené c¢islo n, n-tici
vektori x1,...,X, a n-tici skalari ay,...,a, plati, Ze

Alarxy + -+ apXxy) = a1 A(x1) + -+ + an A(xy). (13.1)

Dukaz. (<) Podminky (1) a (2) v definici linedrniho zobrazeni jsou

specidlnimi pfipady rovnosti (13.1). (=) Tuto implikaci ukdzeme p¥imocare
indukci podle n. Detailni diikaz ponechdme jako cviceni. O

Piiklad 13.1 Obecny tvar linedrniho zobrazeni A : R? — R? je
al Ty [ o +by \ [a b T
y )] \Nec+dy | \ ¢ d y |-

Priklad 13.2 Reflexe, zvétseni (homotetie), nafouknuti v rizném métitku

ve dvou riznych smérech, zkoseni, rotace.
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Priklad 13.3 Kazdé linedrni zobrazeni A : R” — R™ je tvaru A(x) = Ax,

kde A je redlna matice typu m x n, jejiz j-ty sloupec A,; se rovna A(e;),
pro kazdé j =1,...,n, {e,...,e,} je standardni baze v R,,.
Analogické tvrzeni plati pro linearni zobrazeni A : T — T™.

Definice 13.2 Linedrni zobrazeni A : U — V se nazjvd monomorfismus,
je-li prosté, nazyvd se epimorfismus, je-li A zobrazeni na cely prostor 'V, a
nazyjvd se isomorfismus, je-li vzajemné jednoznacné (tj. prosté a na prostor

V).

Definice 13.3 Je-li A: U — V linedrni zobrazeni, pak mnozinu {u € U :
A(u) = 0} nazgvdme jadro linearniho zobrazeni A a oznacujeme ji Ker (A).
Mnozinu {v € V : v = A(u) pro néjaké u € U} nazyvame obraz linedrniho
zobrazeni A a oznacujeme ji Tm (A).

Tvrzeni 13.2 Necht A: U — 'V je linedarni zobrazeni. Pak plati:
1. jdadro Ker (A) je podprostor U,
2. obraz Tm (A) je podprostor V,

3. je-li A prosté zobrazeni (tj. je-li monomorfismus), pak A~':Im (A) —
U je také linedrni zobrazeni,

4. je-li A vzdjemné jednoznacné zobrazeni (1j. isomorfismus), pak A~' :
V — U je také linedarni zobrazeni.

Dukaz. (1) Ovérime, 7e Ker (A) je uzaviena na operace s¢itani a niso-
beni skalary. Necht x, y € Ker (4) aa € T. Potom A(x+y) = A(x)+A(y) =
0+ 0 = 0. Proto je x +y € Ker(A). Podobné A(ax) = aA(x) =a =20 a
tedy ax € Ker (A). Ukazali jsme, ze je Ker (4) podprostor v U.

(2) Necht u, v € Im(A4) a a € T. Potom existuji x a y € U tak, ze
A(x) = u a A(y) = v. Plati, 7e A(u+v) = A(u) + A(v) = x+y a
proto x +y € Im(A). Podobné A(au) = aA(u) = ax, odkud je vidét, ze
au € Tm (A). Proto je Im (A) podprostor prostoru V.

(3) Nejprve pfipomeiime, Ze je-li u € Im (A) a je-li x € U takové, ze
A(x) = u potom je A '(u) = x. ProtoZe je zobrazeni A prosté, je takto
zobrazeni A~! dobie definované (tedy je jednoznaéné dano, na ktery vektor
se md u zobrazit. Necht u, v.€ Im(A) a a € T. Necht x, y € U spl-
iji A(x) = ua A(y) = v. Potom A(x+y) = u+v atedy A '(u+
v) =x+y = A u) + A (v). Podobné A(ax) = aA(x) = au, odkud
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A Yau) = ax = aA !(u). Proto je A~! linedrni zobrazeni. Viimnéme si
jests, ze A~ 1:Im (A) — U je vizdy vzajemné jednozna¢né zobrazeni.

(4) V pripadé, ze je A vzdjemné jednoznatné zobrazeni, je Im (A) =V
a dokazované je disledkem piedchoziho bodu. O

Véta 13.3 Pro libovolné linedrni zobrazeni A : U — V plati dim Ker (A) +
dimIm (A) = dimU.

Dukaz. Bud X = {x1,...,x;} baze prostoru Ker (A). Podle Disledku 7?7
lze mnozinu X rozs$itit do baze {x1,...,Xg, ¥1,.-.,y:} prostoru U. Ovéiime,
7e {A(y1),...,A(y1)} je baze Im(A). Bud u € Im (A) libovolny vektor a
necht z € U je néjaky jeho vzor. Potom z = a1x1+- - -+apXp+b1y1+- - -+by,
adédle A(z) = Alaix1+- - +apxp+biy1+- - -+y) = a1 A(x1)+- - -+ap A(xg) +
bi1A(y1)+---+bA(y;). Protoze A(x;) = --- = A(x) = 0 dostavame odtud,
zeu= A(z) = b1 A(y1)+---+bA(y;). Proto mnozina { A(y1), ..., A(y:)} ge-
neruje podprostor Im (A). Predpoklddejme nyni, ze pro nékteré ci,...,¢ €
T plati, ze c1 A(y1) + -+ ¢ A(y;) = 0. Potom také A(cry1+---+¢y) =0
a tedy c1y1 + --- + qy; € Ker(A). Protoze je {x1,...,x;} baze Ker (A),
existuji dy,....dp € T tak, ze c1y1 + -+ - + qy; = dix1 + - - + dixg. Odtud

dostaneme, 7%e c1y1 + --- + qy; — dixy — --- — dpx = 0. Protoze je mno-
zina {X1,...,Xk,¥1,.-.,y;} linedrné nezavisla, je nutné ¢; = --- = ¢; = 0.
Proto je mnozina {A(y1), ..., A(y;)} linedrné nezavisla a tedy baze prostoru

Im (A). Proto je dimIm (A) = I. Z pfedchoziho také plyne, ze dimKer (A) =
k a dimU = k 4 [. Proto dimKer (4) 4+ dimIm (A4) = dimU. O

Tvrzeni 13.4 Je-li A matice typu m x n nad télesem T a A : T" — T™
je linedrni zobrazeni definované predpisem A(x) = Ax pro kaZdé x € T",
pak plati

1. Ker (A) = N(A),
2. Im(A) =S(A) a dimIm (A) =r(A),
3. dimKer (A)) = n — dimIm (A).

Dukaz. (1) Podle Definice 4.6 je N(A) podprostor vSech feSeni homo-
genni soustavy Ax = 0, coz odpovida jadru zobrazeni A.

(2) Pro kazdé j < n je A,; = Ae; € Im(A). Protoze S(A) je podpro-
stor T" generovany sloupcovymi vektory matice A je S(A) C Im (A). Bud
nyni x = (z1,...,2,)" libovolny aritmeticky vektor. Potom A(x) = Ax =
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1A + -+ x,AL, € S(A). Proto je Im(A) C S(A) a celkem tak dosta-
vame rovnost Im (A) C S(A). Podle Definice 4.14 je dimS(A) = r(A) a
tedy dimIm (A) = r(A).

(3) Toto je specialni piipad Véty 13.3. O

Véta 13.5 Necht U,V jsou dva vektorové prostory nad télesem T a necht
{uy,ug,...,u,} je néjakd bize v U. Pak pro kaZdou volbu vektori v; € V,
1 =1,...,n, existuje pravé jedno linearni zobrazeni A : U — V takové, Ze
A(u;) =v; pro kazdé i =1,...,n.

Dukaz. Pro u = aju; + --- + a,u, polozme A(u) = a1A(uy) +--- +
anA(uy,). Protoze je mnozina {uj,ug,...,u,} linedrné nezavisla, je toto
zobrazeni dobte definovano. Snadno ovérime, 7e zobrazeni A splhuje pod-
minky definujici linearni zobrazeni. Ukadzeme jednoznac¢nost takového zob-
razeni. Bud B: U — V linedrni zobrazeni takové, 7e B(u;) = v; pro kazdé
i=1,...,n. Budu = ajuy +- - -+ a,u, libovolny vektor prostoru U. Potom
B(u) = B(ajuy+- - -+apuy,) = a1 B(uy)+ - +ap, B(uy) = a1vi+- - +a,vy, =
arA(uy) + -+ ap,A(uy,) = A(u). Proto A=B. O

Véta 13.6 Bud U wvektorovy prostor dimenze n nad télesem T. Potom exis-
tuje isomorfismus A : U — T".

Dukaz. Bud {u;,...,u,} baze prostoru U (tato baze je n-prvkovi,
protoze dimU = n). Dale bud {ey,...,e,} standardni bize prostoru T".
Podle Véty 13.5 existuje pravé jedno linedrni zobrazeni A:U — T ta-
kové, ze A(u;) = e; pro v8echna i = 1,...,n. Vzhledem k tomu, ze plati
{e1,...,e,} C Im(A), je zobrazeni A epimorfismem. Podle Véty 13.3 je
dimKer A = dimU — dimIm (A) = n — n = 0. Proto je zobrazeni A prosté,
coz uzavird dikaz toho, 7e je to izomorfismus. O

Posledni véta k4, 7ze az na izomorfismus existuje pouze jediny vektorovy
prostor dimenze n nad télesem T, a to aritmeticky vektorovy prostor T7.
Tento isomorfismus ale neni jednoznacné uréeny, zavisi na volbé baze ve V.
Riizné volby baze davaji riizné isomorfismy. Souradnice vektort se mohou
ménit pii riznych volbach baze, neméni se ale vlastnosti V, které na volbé
béaze nezavisi, jako je tfeba linedrni zavislost nebo nezavislost néjaké mnoziny
vektort ve V, linedrni obal mnoziny vektort ve V, dimenze podprostorid V,
atd. Rizné volby baze ve V dévaji rtizné pohledy na prostor V.

Nyni preneseme na libovolné abstraktni prostory a linedrni zobrazeni
poznatky o maticich linearnich zobrazeni.
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Definice 13.4 Bud A : U — V linedrni zobrazeni, X = {uy,...,u,} bdze
vU a) = {vi,..., v} bdze ve V. Necht je r;j, kde A(uj) = >1" ri;V;

pro kazdé j = 1,...,n. Potom matici (r;;) typu m X n nazyvame matice
linedrniho zobrazeni A : U — V vzhledem k bazim X a Y a oznacime ji
[A]xy-

Je-li A: V=V a) ={vy,....,vp} bdze ve V, pak matici linedrniho
zobrazeni A vzhledem k bazi Y rozumime matici zobrazeni A wvzhledem k
bazim Y a Y. Oznacujeme ji [Aly.

V matici [A] x,y jsou v j-tém sloupci souradnice vektoru A(u;) vzhledem
k bazi Y.

Lemma 13.7 Bud A : U — V linedrni zobrazeni, X = {uy,...,u,} bdze
vU a) ={vy,...,vin} bdze ve V. Bud B matice typu m x n nad télesem
T. Potom je B = [A]xy prdvé kdyZ pro kaZdy vektor x € U plati, Ze

Blx)x = [A(x)]y. (13.2)
Specidlné tedy pro kazdy vektor x € U plati, Ze
[Alxy[x]x = [A()]y- (13.3)

Dukaz. (=) Ukdzeme, ze pro kazdy vektor x € U plati rovnost (13.3).
7 Definice 13.4 je vidét, ze

[Alxy = ([A(w)]y [ - [ [A(un)]y)-

Polozme [x]y = (z1,...,2,)7

Odtud dostaneme, 7e

a pripomenme, ze potom x = Z?:1 ;.

n n

[Alxyxx =) zi[Au))]y = [Z ziA(w)]y = [AQY zjuy)ly = [AX)]y.
Jj=1 j=1

Jj=1

(<) Predpokladejme, 7e plati (13.2). VSimnéme si, 7e [u;]x = e; pro vSechna
7 < n, odkud dostaneme, ze pro vSechna j < n plati

B.; = Be; = Blu;]x = [A(u))]y = A,j.

To znamend, zZe matice B a [A]y y maji stejné sloupce a tedy jsou totozné.
O

Lemma 13.8 Jsou-li A: U — V a B : V — W linedrni zobrazeni, pak
také slozené zobrazeni BA : U — W je linedrni zobrazeni.
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Dukaz. Ovérime, 7e jsou splnény podminky (1) a (2) z Definice 13.1.
Necht x, y € U a necht a € T. Polozme C = BA. Potom plati, ze C(x +
y) = B(A(x+y)) = B(A(x) + A(y)), protoze je A linedrni zobrazeni, a
B(A(x)+A(y)) = B(A(x))+ B(A(y)) = C(x)+ C(y), protoze je B linearni
zobrazeni. Podobné C(ax) = B(A(ax)) = B(aA(x)) = aB(A(x)) = aC(x).

Proto je C'= BA také linedrni zobrazeni. O

Véta 13.9 Necht A : U — V a B : V — W jsou linedrni zobrazent,
X = {uy,...,u,} je baze v U, Y = {vy,....,vp} je biaze ve V a Z =
{w1,...,wy} je baze ve W. Potom pro matici linedrniho zobrazeni BA :
U — W wzhledem k bdazim X a Z plati

[BA]x,z = [Bly,z[Alxy-

Dukaz. Polozme B = [B]y z[A]x,y. Podle Lemmatu 13.7 pak pro libo-
volny vektor x € U plati, ze

Blx]x = ([Bly z[A]lxy)[x]x = [Blyz[A(x)]y = [BA(x)]z.

To ale znamend, 7ze B = [BA]x z, opét podle Lemmatu 13.7. O

Priklad 13.4 Vzorce pro sin a cos sou¢tu dvou vektoru.

Priklad 13.5 Oznacéme vy,vsy,...,v, vrcholy pravidelného n-ihelnika se

stfedem v 0. Dokazte, ze plati

Reseni. Oznac¢ime 4 : R" — R" otoceni o tthel 2. Pak plati A(s) =s
atedys=0. O

Definice 13.5 Jsou-li X a ) dvé baze ve vektorovém prostoru V nad T, pak
matict identického zobrazeni I : V — V wzhledem k bdzim X a Y nazyvame
matice prechodu od bdze X k badzi ).

Je-li X = {uy,...,u,} aY ={vy,...,v,}, pak se j-ty sloupec matice
prechodu od X k Y rovna soufadnicim vektoru /(u;) = u; vzhledem k
bazi Y. Definice 13.5 je tedy v souladu s Definici 11.4. Srovnejte si rovnéz
Tvrzeni 11.8 s Definici 13.5.
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Lemma 13.10 Jsou-li X a Y dvé bdze ve vektorovém prostoru V nad T.
Potom je P matice prechodu od baze X k bazi Y pravée kdyz pro kazZdy vektor
x € V plati

Plx]x = [x]y.

Dukaz. Podle predchozi definice je P = [I]x,y. Dokazované lemma je
proto specialnim piipadem Lemmatu 13.7. O

7 definic 13.5 a 13.4 a Véty 13.9 plyne tada dalsich tvrzeni.

Tvrzeni 13.11 Jsou-li X a Y dvé baze ve vektorovém prostoru V nad T
a P matice prechodu od baze X k bazi ), pak matice pfechodu od baze Y k
bazi X se rovnd P!,

Ddkaz. Polozme n = dim V. Nejprve si vSimnéme, ze z Lemmatu 13.10
okamzité plyne, ze matice prechodu od baze X k bazi X je jednotkovi ma-
tice, tj., ze [I]x = I,,. Bud P = [I]xy matice pfechodu od baze X k bazi ).
7 Véty 13.9 plyne, ze

L, =[x =[x y[llyx = P[]y x.

Odtud je vidét, 7e [[]y =P~ 1. O

Tvrzeni 13.12 Jsou-li X a Y dvé baze ve vektorovém prostoru V nad T,
A :V =V linearni zobrazeni a P matice prechodu od bdze X k bazi Y, pak
plati

[Alx =P~ A]yP.
Ddkaz. Podle predchoziho tvrzeni a Véty 13.9 je
P~ '[Aly = [y.x[Aly = [A]y,x.

Protoze P = [I]y,y, dostaneme z Véty 13.9, ze

P A]yP = [A]y P = [Aly x[l]xy = [A]x



