Kapitola 1
Podcditani s maticemi

Definice 1.1 Matice typu m X n je soubor mn cisel usporadany do obdél-
nikové tabulky o m tddcich a n sloupcich. Matice typu m X m se nazyvd
¢tvercova matice radu m. Matice typu m x 1 se nazyva sloupcovy vektor a
matice typu 1 X n se nazyvd tddkovy vektor.

O cislech budeme predpokladat, ze maji bézné vlastnosti, lze je séitat
a nasobit, obé operace jsou komutativni a asociativni, spojuje je distribu-
tivita, existuji nulovy a jednotkovy prvek, opa¢né a inverzni prvky. Takové
vlastnosti maji napriklad racionalni, redlnd nebo komplexni ¢isla, nebo také
binarni ¢isla.

Matice budeme znacit velkymi tuénymi pismeny A,B,C, atd. Prvky
matic budeme znacit malymi pismeny. Tak napriklad, napiseme-li A = (a;;),
znamena to, ze v matici A je v i-tém fadku a j-tém sloupci prvek a;;. Pokud
budeme chtit v oznaceni matice uvést i jeji typ, tak budeme psat A, «n,
piipadné A = (aij)an-

Definice 1.2 Jsou-li A = (ai;) a B = (bi;) dvé matice stejného typu mxn,
pak definujeme soucet matic A + B jako matici (a;; + bij) typu m x n.

Ddle definujeme soucin bA matice A libovolného typu m X n s ¢islem b
jako matici bA = (ba;;) typu m x n.

Jesté si zavedeme oznaceni pro nulovou matici typu m xn, tj. pro matici,
jejiz vsechny prvky jsou rovné ¢islu 0. Nulovou matici budeme znacit 0, x,-
A dale definujeme matici opacnou k matici A = (a;;) jako matici —A =
(—aij) typu m X n.
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Definice 1.3 Rekneme, Ze dvé matice A = (a;;),B = (bij) se rovnaji,
jestlize magji stejny typ m X n a plati a;; = by pro kaZdé © = 1,2,...,m
a kazde 5 =1,...,n,

Tvrzeni 1.1 Jsou-li A, B, C matice téhoZ typu m X n, pak plati
1. A+B=B+A,
2. (A+B)+C=A+(B+0C),
3. A+ 0pxn =A,

4. A+ (—A) =0pxn.

Dukaz. Prvek na misté (4,j) v matici A + B se rovna a;; + b;;, na
misté (¢, 7) v matici B + A se rovna b;; + a;j. S¢itani ¢isel je komutativni,
prvky na stejném misté v maticich A + B a B + A se rovnaji, proto plati
A+B=B+A.

Ostatni vlastnosti s¢itani se dokazi zcela stejné. O

Tvrzeni 1.2 Pro libovolné dvé matice A, B stejného typu m X n a libovolnd
dveé cisla a,b plati

1. (a+b)A = aA +bA,
2. a(A +B) =aA +aB,
3. a(bA) = (ab)A,

4. 1A = A.

Dukaz. Postupujeme stejné jako v dikazu Tvrzeni 77. O

Nasledujici definice je zobecnénim vztahu mezi sloupcovym a fadkovym
zapisem vektorii.

Definice 1.4 Transponovana matice k matici A typu mxn je matice AT =
(bij) typu n x m, kde b;j = aj; pro libovoln€ indexy i = 1,2,...,n a j =
1,2,....m.

Tvrzeni 1.3 Pro libovolné dvé matice A, B stejného typu m X n a kazdé
c¢islo b plati

1. (A+B)" =AT + BT,



2. (bA)T = bAT,
3. (AT)T = A.

Diikaz. Opét porovname prvky na stejnych mistech v maticich na obou
strandch rovnosti.

Prvek na misté (i, ) v matici (A + B)7 se rovna prvku na misté (j,i) v
matici A + B, tj. aj; + bj;. Prvek na mists (i, ) v matici A” +B7” se rovna
sou¢tu prvkii na misté (4, 5) v maticich AT a BT, tj. aj; + bj;. O

Definice 1.5 Je-li A matice typy m X n a B matice typu n X p, pak defi-
nujeme souc¢in matic AB = (¢;;) jako matici typu m X p, kde

n

cik =Y _ aijbjk
i=1
pro kazdé 1 =1,2,...,m a kazdé¢ k =1,2,...,p.
Ddle definujeme jednotkovou matici I,, 7ddu n jako ctvercovou matici
(a;j) Tddu n, kde a; = 1 pro kaZdé i a a;; = 0 kdykoliv i # j, tj.

I, =

Prvky jednotkové matice také oznacujeme pomoci Kroneckerova sym-
bolu §;;. Ten se rovnd 1 pokud ¢ = j a rovna se 0, pokud 7 # j.

Tvrzeni 1.4 Jsou-li A, B matice typu m x n, C matice typu n x p, D.E
matice typu p X q a a cislo, pak plati

1. (BC)D = B(CD),
2. (A+B)C =AC + BC,
3. C(D +E) = CD + CE,

~

a(BC) = (aB)C,

o

(BC)T = CcTB7,

6. I,,A =AI, =A.



4 KAPITOLA 1. POCITANI S MATICEMI

Dukaz.
Ovétujeme, zda je operace proveditelna.
Porovnavame typy matic na obou stranich rovnice.
Porovnavame prvky na stejnych mistech.
1. B typum xn, C typun xp, D typup x ¢
BC typu m x p, CD typu n X g - tedy soucin je mozny
(BC)D typu m x ¢q, B(CD) typu m X ¢
- tedy na obou stranach rovnice jsou matice stejného typu
V matici BC je prvek na misté (i, k) roven

n
ek = bijcjk
i=1

V matici (BC)D je prvek na misté (i,[) roven

P p n

Z eipdr = Z Z bijcik | dri

k=1 k=1 \j=1

V matici CD je prvek na misté (j,1) roven

p

fir= Z Cikdgi

k=1

V matici B(CD) je prvek na misté (i,[) roven
p n P
Z bijfi1 = Z bij (Z Cjkdkl>
j=1 j=1 k=1

Vi, k1 bij(cjrdi) = (bijcjr)d - nasobeni je asociativni

Pozn.: prohazovani sum - zajima-li nas prvek na misté (i,/) a sumy jsou pro
J, k, pak je mizeme prohodit

2. A, B jsou typu m x n, C je typun X p

AC, AC jsou typu m X p - tedy operace jsou proveditelné

(A +B)C je typum X p

AC + BC je typu m x p - tedy na obou strandch rovnice jsou matice téhoz
typu

pvek na misté (i, j) v matici A + B je roven d;; = a;; + b;j



prvek na misté (i, k) v matici (A + B)C je roven

n n n n
Y dijei =Y (aij +bije = Y aijeje + Y bijesn
j=1 j=1 j=1 j=1
prvek na misté(s, k) v matici AC je roven
n
> i
Jj=1

prvek na misté (i, k) v matici BC je roven
n
D bigcik
Jj=1

prvek na misté (i, k) v matici AC + BC je roven

n

n
Z a;jcjk + Z bijcik

3. analogicky jako 2

4. B, aB jsou typu m x n, C je typu n X p - tedy operace jsou proveditelné
a(BC) je typum X p

(aB)C je typu m x p - tedy na obou stranich rovnice jou matice téhoz typu
prvek na misté (i, k) v matici BC je roven

n
dir = Y bijcjn
J=1

prvek na misté (i, k) v matici a(BC) je roven

n

n
adik =a E bijcjk = E abijcjk

j=1 j=1
prvek na misté (7, 7) v matici aB je roven

ei]’ = abij

prvek na misté (i, k) v matici (aB)C je roven

n n

> eijejr =Y abjjcji

J=1 J=1
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5. B je typum x n, C je typun X p

CT je typu p x n, BT je typu n x m - tedy nasobeni je mo7né

BC je typum X p

(BC)T je typu p x m

CTBT” je typu p x m - tedy na obou stranich rovnice jsou matice stejného
typu

prvek na misté (i, k) v matici BC je roven

n
> bigcsi
=1

tj. prvek na misté (k,i) v matici (BC)”

prvek na misté (k, j) v matici C” je roven prvku na misté (4, k) v matici C
tedy dkj = Cjk

prvek na misté (4,4) v matici B” je roven prvku na misté (i,5) v matici B
tedy €ji = bij

pvek na misté (k,i) v matici CTB” je roven

n

n n
> dijeji =D cibiz = Y bien
j=1

7=1 7=1
6. I,A=A
(m x m)(m x n)
I, = d;

prvek na misté (i, k) v souéinu I, A je roven
m
> Sijaik = diiai = a
j=1

pro AI, analogicky O

Pro ¢tvercovou matici A fadu n a kladné celé &islo k& symbolem A*
oznacujeme soucin k£ matic A, tj. k-tou mocninu matice A. Déale oznac¢ime
A? jednotkovou matici I,, téhoz ¥adu n.

Ptiklad 1.1 Fibonacciova posloupnost

Priklad 1.2 Casto pouzivanou rovnost



m n n m

DD @i =) > ai

i=1 j=1 j=1i=1
muizeme snadno ovéfit pomoci matice A = (a;;) typu m X n.

V dvojité sumé nalevo vzdy napied seéteme prvky matice A po fadcich

- suma 2?21 a;j je soucet vSech prvkl matice A, které lezi v i-tém radku.
A poté secteme tyto radkové sumy. Na pravé strané napied seCteme kazdy
sloupec zv1ast a poté seéteme sloupcové sumy. V obou pripadech dostaneme
soucet vSech prvk® matice A.

Definice 1.6 Ctvercovd matice A Fidun nazgjvd regularni (invertovatelna),
jestlize existuje ctvercovd matice B téhoZ tadu n takova, Ze plati BA =
AB = 1,. Matict B pak nazgyvdme inverzni matice £ A a oznacujeme ji
A~'. Ctvercovd matice, kterd neni reguldrni, se nazjvd singularni.

V piipadé regularni matice A mtizeme definovat i zdporné mocniny A %
jako (A~1),

Tvrzeni 1.5 Inverzni matice k reguldrni matici je urcena jednoznacne.

Dukaz. Je-li A regularni matice faddu n a jsou-li B, C inverzni matice k
A, pak plati

C =1,C = (BA)C = B(AC) = BI, = B.

Tvrzeni 1.6 Jsou-li A, B reguldrni matice 7ddu n a b nenulové cislo, pak
plati

1. soucin AB je také requldrni matice a (AB)~! = B¢,
2. matice bA je také reguldrni a (bA)~' =b"TA™!,

3. transponovand matice AT je také reqularni matice a plati (AT)™! =
(A~H7T,

4. matice A~ je také requldrni a plati (A~1)"1 = A.
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Dukaz.
1. (AB)(BT'A )= ABB HA ! = (AL,)) A ' = AA"1 =1,
(B'A)(AB)=B (A !A)B!=(B'I,)B =B !'B=1I,
2. (BAYOTATH) = (b~ H)(AA ) =1-1,=1,
b TAHBA) =) (A A =1-T,=1,
SATA Y =(A AT =11 =1,
(A HTAT = (AA YT =10 =1,
4. A7'A = AA~! =1, — z definice regularni matice A~ je regularni a
inverzni k (A~!)~! O

Definice 1.7 Je-li A = (a;;) matice typu m xn, pak pro kazdéi=1,...,m

nazgvame vektor (a1, aio,. .., ay) i-ty fadkovy vektor matice A a ozna-
cujeme jej A;x. Podobnée definujeme j-ty sloupcovy vektor matice A jako
vektor A; = (a1j,a;,...,am;j)T proj=1,...,m.

Definice 1.8 Jsou-li Ay, As,..., A matice stejného typu a by, b, ..., by
cisla, pak soucet

biA1 +byAg + - + bpAy

se nazjvd linedrni kombinace matic A1, ..., Ay. Cisla by, ..., b, nazjvime
koeficienty linedrni kombinace. Jsou-li matice A1, ..., Ay vektory, pak mlu-
vime o linedrni kombinaci vektort.

Véta 1.7 Je-li A = (a;5) matice typy m xn a B = (bji) matice typu n x p,
pak

1. pro kazdék =1,...,p plati (AB).; = bigAsi+bog Ao+ -+ Ay =
AB*k}

2. pro kazdéi=1,...,m plati (AB);x = a;1B1s+a;9Bos+- - +ajmBp =
A,,B.

Zkracené miuzeme piedchozi vétu formulovat tak, ze k-ty sloupec soucdinu
matic AB je linearni kombinaci sloupcti (levého ¢initele) A s koeficienty v
k-tém sloupci matice B a i-ty fadek soucinu AB se rovnd linearni kombinaci
fadka (pravého ¢initele) B s koeficienty v i-tém fadku matice A.

Dukaz.
1. Prvek na misté (i,7) ve vektoru (AB), je roven prvku na misté (i, k) v

soucinu AB, tj.
n

> aijbin

J=1



Prvek na misté (i,7) v
n n n
bikAst +bokAso + -+ + bupAun = Y bjgAuy =D bira; = > aibjy
j=1 7j=1 7j=1

nebot prvek na misté (i,j) v A,; se rovna a;;
Prvek na misté (i,5) v AB,; je roven

n n
aiBuy =Y aijbji

nebot .
B., =Y bj
j=1
2. analogicky jako 1 O

Definice 1.9 Soustavou m linearnich rovnic o n nezndmsyjch rozumime sou-
stavu rovnic

a1xr1 +are + -+ apT, = b1
9121 + a2 + -+ + aopTy, = b2
Am1T1 + amaT2 + -+ Gy = by,

kde a;; a b; jsou znamd cisla a x; jsou nezndma cisla.

Matici A = a;j nazjvdme matice soustavy, sloupcovyj vektor b = (by, bo, . ..

nazijvame vektor pravych stran, vektor (zi,zo,...,z,)T nazjvime vektor
neznamych a matici (A|b) nazgvdme rozsitena matice soustavy. Je-li vektor
pravych stran b nulovy, mluvime o homogenni soustavé linearnich rovnic.

Pomoci této terminologie mtizeme soustavu linedrnich rovnic z predchozi
definice zapsat v maticovém tvaru

kde A je matice soustavy, x je vektor neznamych a b je vektor pravych
stran.
Uvedeme jesté definice nékolika zakladnich typtu matic.

ybm) "
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Definice 1.10 Ctvercovou matici A = a;; Fédu n nazjvdme

1.

2.

3.

/.
5.

symetricka, plati-li A = AT, tj. ai; = aj; pro kazdé i,5 =1,...,n,

kososymetricka, plati-li A = —AT, tj. a;; = —aj; pro kaZdé i,j =
1,...,n,

horni trojuhelnikova, plati-li a;; = 0 kdykoliv i > j,
dolni trojahelnikova, plati-li a;; = 0 kdykoliv i < j,

diagondlni, pokud a;; = 0 kdykoliv i # j.

U libovolné ctvercové matice fddu n tvikame, Ze prvky a;; lezi na hlavni dia-
gonale nebo Ze tvori hlavni diagonalu.

Uloha 1.1 Dokazte, Ze

. soucin symetrickych matic je opét symetrickd matice,
. soucin kososymetrickych matic je symetrickd matice,

. soucin hornich trojuhelnikovych matic je horni trojihelnikova matice,

soucin dolnich trojihelnikovych matic je dolni trojihelnikova matice,

. soucin diagonalnich matic je diagondlni matice,

. pro kazdou ¢tercovou matici A je soucet A + AT symetrickd matice.

Rozklad matice do bloku

Nékdy je vyhodné nahlizet matici jako na rozdélenou do blokti. Rozdélime-
li matici A typu m X n podélné na prvnich m; a zbylych mo = m —m, radka
a vertikalné na prvnich nq sloupct a zbylych ny = n — ny sloupci, sklada se
matice A ze ¢ty blokt

ny
11

n2
A | A\ my
A=
<A21 Ay ) mo

Kazdy blok A;j, 4,7 = 1,2 je matice typu m; x n;.
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Je-li B matice typu n X p a rozdélime-li ji do étyi blokd nésledovné

Y4l P2
B_ ( By | By ) ny ’
Bo1 | By ) no
kde p1 + p2 = p, pak lze snadno ovérit, ze souc¢in AB lze rozdélit do bloki
nasledovné P p2
Ci1 | Cio ) my
AB = ,
< Co1 | Co ) ma

a pro kazdé 7,7 = 1,2 plati
Cij = AiBi; + ApBo;.

Formulka pro soucin matic rozdélenych na ¢tyti bloky je specidlnim pii-
padem podobné formule pro libovolné rozklady matic na bloky.

Definice 1.11 Je-li A = (a;j) matice typu m X n, m = mq +ma+---+m,
an=mny+ns+--+ng, pak definujeme rozklad matice A na bloky urceny
souCty m=mq +mo+---+my, an=ny +ng+ -+ ng jako matici

nl n2 .« e ns

Ay | A |- | Ay, mq

Aoy | Agp | -+ | Ay, mo
A= ) ) ) .o

Arl Ar2 o Ars my

kde matice A;; md typ m; x n; a na misté (k,1) v matici A;; je prvek z
mista (mq + -+ +mi—1 + k,ny + - +nj_1 +1) v matici A. Maticim A
Fikame bloky rozkladu. Piseme také A = (A;j).

Néasledujici tvrzeni mé jednoduchy dikaz, ktery pouze vyzaduje spravné
si napsat jednotlivé prvky ve vSech maticich a jejich blocich.

Tvrzeni 1.8 Predpokladejme, Ze A je matice typu m X n, B je matice typu
nXp,m=mi+mg+--+Mp,N=N1+No2+--+Ng apP=p1+---+Pg.
Je-li A = (Ajj) rozklad matice A urceny soucty m = mq +mg + -+ +m,
an =mn +ny+ -+ ns B = (Bj) je rozklad B urceny soucty n =
ni+no+---+ngap=p+---+p a AB = C;; je rozklad soucinu AB
urceny soucty m =my+ma+---+my ap=p;+---+pi, pak plati Ze pro
kazdé 1 =1,2,...,r a pro kazdée k =1,2,...,t

S
Cir = Z A;;Bji
J=1



Kapitola 2

Soustavy linearnich rovnic

Soustavy linedrnich rovnic jsme zavedli v Definici ??. Nejdrive si ukdzeme
dva pripady, ve kterych lze soustavu tesit snadno. V piipadé, Ze matice
soustavy je horni trojihelnikovéa s nenulovymi prvky na hlavni diagonéle, t;.

tvaru
ai1T1 + a12T2 + - + @1 1Tp—1 + @1pTy, = by
22T + -+ Q2 1Tp_1 + G2pTp = b
Up-1p—1Tn—1+ Gn 10Ty = bp-1,
annlTn = bp,

Takovou soustavu fesime zpetnou substituci, postupné pocitdme jednot-

livé nezndmé z,,, z,,_1,...,r1 nasledovné
T, = a;ﬁbn,
Ipn-1 = az:in_l(bn—l - an—l,nxn)a
i = ay; (bj — Qi it 1Tit1 — QiiroTipo — - — Qinlyp)
1 = ap(bi —aiewe — a13z3 — -+ — a1nTy)-

Vsimnéme si, 7ze v okamziku, kdy spocitame hodnotu x;, uz v dalsich vy-
poctech nepotiebujeme hodnotu b;. Miizeme proto vyuzit mista v paméti,

12
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kde byla zapsana hodnota b; k zapisu hodnoty x;. To vede k nésledujicimu
algoritmu. Hodnotu vektoru neznamych x pak najdeme uloZenou jako hod-
notu b. To vede k nasledujicimu algoritmu.

Algoritmus 2.1. Zpétna substituce

Vstup: Horni trojihelnikova matice A fadu n, vektor pravych stran b typu
nxl1,
Vystup: Reseni soustavy soustavy Ax = b,

fori=ntol
if a; = 0 set error, end
fori=ntoi+1
b; + b; — b,
bi — al‘_ilbi
output b
end

Podobné snadno lze fesit soustavu s dolni trojihelnikovou matici pomoci
pFimé substituce.

Algoritmus 2.2. Prima substituce

Vstup: Dolni trojuhelnikova matice A rddu n, vektor pravych stran b typu
nxl1,
Vystup: Reseni soustavy soustavy Ax = b,

fori=1ton
if a; = 0 set error, end
fori=1toi—1
bi — bi — Qjjb;
b; + aﬁlbi
output b
end

V piipadé soustavy rovnic Ax = b s obecnou matici A provadime ekvi-
valentni tpravy tak, abychom dostali matici, ktera se “co nejvice” blizi horni
trojuhelnikové matici. Nejddiive definujeme, co je to ekvivalentni tiprava.

Definice 2.1 Ekvivalentni iprava soustavy rovnic je takovd uprava, po které
se mnozina vsech feseni puvodni soustavy rovnd mnozine vsech reseni upra-
vené soustavy.
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Ukazuje se, ze pri feSeni soustav linedrnich rovnic vystac¢ime s tpravami
tT typil.

1. Ekvivaletni uprava pruvniho typu je prohozeni dvou rovnic soustavy,

2. ekvivalentni dprava druhého typu je vynasobeni néjaké rovnice sou-
stavy nenulovym ¢&islem a,

3. ekvivalentni uprava tretiho typu je pricteni a-nasobku néjaké rovnice
k néjaké jiné rovnici.

Vsimnéme si, ze efekt kterékoliv z téchto Gprav mizeme odstranit pouZi-
tim néjaké jiné ekvivalentni tipravy, tj. z upravené soustavy muzeme znovu
dostat ptvodni soustavu pouzitim néjaké jiné ekvivalentni dpravy. V pii-
padé prvni ekvivaletni ipravy prohodime jesté jednou prohozené radky, v
piipadé druhé tpravy vyndsobime stejnou rovnici ¢islem o~ !, a v piipadé
tieti upravy pri¢teme ke stejné rovnici (—a)-nasobek téze rovnice, kterou
jsme pri¢itali. Tohoto pozorovani vyuzijeme pii diitkazu nésledujictho tvr-
zeni.

Tvrzeni 2.1 Upravy vsech 71 typi jsou ekvivalentni dpravy soustavy line-
arnich rovnic.

Dikaz.
1. jakékoli feseni 1, ..., z, ptivodni soustavy je i feSenim upravené soustavy
2. Je-li z1,...,x, feSenim pivodni soustavy, plati:
Qp121 + Qpoxo + - + appxy = Ve =1,...,n,
Pro k =7 odtud plyne:
aa;1 T + aapxo + - - + aajnxy, = ab;
Tedy opét je x1,...,x, resenim kazdé rovnice nové soustavy
3. Kazdé z1,...,z, feSeni ptivodni soustavy je fesenim
(ain +aaji)zy + - + (@i + aajn)z, = b + ab;
a je také eSenim vsech ostatnich rovnic nové soustavy
Tedy kazdé teSeni ptvodni soustavy je feSenim upravené soustavy, kterou
jsme dostali z ptivodni soustavy néjakou ekvivalentni tipravou
Rovnéz kazdé feSeni upravené soustavy je i feSenim puvodni soustavy, pro-
toze kazdé ekvivalentni tiprava je vratna O

Tifem uvedenym typtm uprav soustavy rovnic odpovidaji elementarni
radkové upravy matice.

Definice 2.2 Elementarni fadkovou tpravou matice A typu m X n rozu-
mime kteroukoliv z nasledujicich tri uprav
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1. dprava proniho typu prohazuje k-ty a -ty vadek matice pro k #1,

2. uprava druhého typu je vyndsobeni k-tého tadku cislem a pro 1 =
1,2,....m,

3. uprava tretiho typu je pricteni a-ndsobku [-tého radku ke k-tému radku
pro k # 1.

V upravené matici je kazdy radek linedrni kombinaci fadkd pivodni ma-
tice. Podle Véty??.1 1ze takovou tpravu matice ziskat tak, zZe ji vynasobime
zleva vhodnou ¢tvercovou matici fadu m.

Definice 2.3 Ctvercovou matici E vddu m nazjvime elementdrni matice,
je-li jednoho ze tri ndsledujicich typu:

1. matice prontho typu By = (a;j), kde agy = ay, = 1, a;; = 1 pro kazdé
1 £k, a vSechny ostatni proky jsou rovné nule, tj.

10 «- 0 -+ 0 - 0

01 -+ 0 - 0 --- 0

0 0 0 1 0
Ey = :

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

2. matice druhého typu By(a) = (ai;), kde By(a) je diagondini matice s
proky agr, = a, a; =1 proi #k, a a;j =0 pro i # j,

3. matice tretiho typu Ey(a) = (a;j), kde a;; =1 pro kaZdé i =1,...,m,
ax; = a, a vSechny ostatni prvky matice Egi(a) jsou nulové.

Tvrzeni 2.2 Elementdrni radkovou dpravu matice A dostaneme tak, Ze ji
vynasobime zleva prislusnou elementdrni matici.

Definice 2.4 Rekneme, Ze matice B = (b;;) typu m X n je v fadkové od-
stupniovaném tvaru, jestlize existuje nezdporné celé cislo k < m a cisla
1< 71 <jo <+ < jJm <mn takova, Ze plati

1. pro kazZdé i > k plati B;, = 0, tj. vsechny tyto radky jsou nulove,
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2. pro kazdé i = 1,2,...,k plati b;;; # 0,
3. pro kazdé i =1,2,...,k a kaZdé j < j; plati bj; = 0.

Sloupce Bj, nazjvame bazové sloupce matice B.

Algoritmus 2.3. Gaussova eliminace

Vstup: Matice A typu m X n.
Vystup: Matice C typu m x n v fadkové odstupnovaném tvaru.
1. Najde (zleva) prvni nenulovy sloupec

e Pokud zddny nenajde — A = 0,,,x, a ta je v fadkové odstupnovaném
tvaru.

e Pokud A # 0,,«n, 0zaci j1 nejmensi index nenulového sloupce v A.
2. Pokud a;j, # 0, pak prohodi 1. a i-ty fadek.
3. Je teba vynulovat prvky pod a, (nenulovy ¢len v prvnim fadku).
e Pokud ayj, # 0, Vi > 2 pi¢teme k i-tému f4dku a;j, — 72~ ndsobek
J1
prvniho radku.

4. Pak pouzijeme algoritmus znovu pro matici B tvoenou rfadky 2,...,n a
sloupci j; + 1,...,n matice A

Ay | ... QA1n

Véta 2.3 Gaussova eliminace prevede libovolnou matici A typu m X n do
radkove odstupnovaného tvaru.

Dukaz. Indukci podle m
1. je-li m =1, pak ( 0 0 a -+ oo -e- ) je v tadkové odstupnovaném
tvaru
2. je-li m > 1, predpokladame, ze Gaussova eliminace prevede do Fadkové
odstupnovaného tvaru libovolnou matici, kterda ma m — 1 fadka
3. pomoci krokt 1, 2, 3 (Algoritmus 2.3) najdeme j;, ddle pouzijeme indukéni
predpoklad. O
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Véta 2.4 Soustava m linedrnich rovnic o n neznamiych Ax = b je Tesitelnd
pravé kdyz Gaussova eliminace prevede rozsitenou matici soustavy (A|b) do
matice (B|c) v fddkové odstupriovaném tvaru, ve které sloupec pravych stran
¢ neni bdzovy sloupec.

Dukaz. Je-li sloupec pravych stran ¢ bazovy, existuje k (posledni nenu-
lovy radek) tak, ze ¢y, ZOAb,; =0Vj=1,...,n
Tj. po elementarnich apravach ptvodni soustavy dostaneme rovnici
bklfl + -+ bann = Cp,
b, x1+ -+ bg,xn =0
cp, 20
Tato rovnice je nesplnitelnd, tedy ani ptivodni soustava neni fesitelné.
Necht sloupec pravych stran ¢ neni bazovy.

Necht k je pocet nenulovych sloupct, j1, ..., jx spliuji podminky z definice
radkové odstupnovaného tvaru.
Méame matici (E|c), zvolme libovolné bodnoty z; Vj # ji,...,jr (— vystu-
puji jako parametry)

T
E:(bi]‘), C = ( Ct -+ Cm )

Ex = ¢ & Ax = b (s ptvodni soustavou)
jdeme odspodu:

bijizj, + -+ bij_, Zj,_, + b1, 25, =c1 — E - bijz;
GGl

Dh—1jy 1 Zjes + 15T, = Cbo1— Y br_15
J>Jk—1
J#ik

bkjiZj = ck = Y byt
J>Jk
u této soustavy zname pravé strany

je to soustava k rovnic o k neznamych z; ..., z;,

tyto prvky jsou nenulové (z definice fadkové odstupniovaného tvaru): by, , bajy, - - .

s bij,
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Matice této soustavy je horni trojuhelnikova s nenulovymi prvky na hlavni
diagondle - tato soustava ma jednoznacné teSeni, které ziskdme pomoci
zpétné substituce O

Algoritmus 2.4. Obecna zpétna substituce

Efekt zaokrouhlovacich chyb
Spatné podminéné soustavy
Tvrzeni 2.5 Vsechny elementdarni matice jsou requldrni.

Dusledek 2.6 Pro kazZdou matici A typu m X n existuje requldrni matice
E takova, Ze matice EA je v Tadkove odstuprovaném tvaru.

Dukaz. Pouzijeme Gaussovu eliminaci na A.
Z Véty 7?7 dostaneme matici v fadkové odstupniovaném tvaru.
Jednotlivé kroky Gaussovy eliminace jsou elementarni fadkové upravy a
podle Tvrzeni 7?7 existuji elementarni matice Eq, ..., E; tak,
7e E;---EsE1 A je v faddkové odstupiiovaném tvaru.
Podle Tvrzeni 7?7 jsou vSechny elementarni matice regularni.
Podle Tvrzeni ??.1 je regularni také jejich sou¢in E;--- EoE;. O

Véta 2.7 Pro ctvercovou matici A vadu n jsou ndsledujici podminky ekvi-
valentni:

1. matice A je reqularni,
2. soustava Ax = b ma prdvé jedno reseni pro kaZdou pravou stranu b,
3. homogenni soustava Ax = 0 ma pravé jedno Tesent,

4. Gaussova eliminace pouzitd na matici A vede k matici v 7adkové od-
stupniovaném tvaru B = (b;;), kterd md vSechny vddky nenulove,

5. matici A lze prevést pomoci elementdrnich tadkovych dprav do jednot-
kovée matice 1,,,

6. existuje requldrni matice E, pro kterou plati EA =1,

7. existuje regularni matice C, pro kterou plati AC = 1,,.
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Dukaz.
1—=2
existuje matice A~! - inverzni k A
vynasobime Ax = b zleva A™!

A 'Ax = A'b

I,x = A'b
x = A'b
je jednoznacné uréené reseni
2—=3
specidlni pripad 2, kdy b =0
x=A"1'0=0

3 — 4 (sporem)

Pokud by po prevedeni A do fadkové odstupnovaného tvaru na matici B
pomoci Gaussovy eliminace byl posledni fadek nulovy, existoval by sloupec
v B, ktery by nebyl bazovy (nebot pocet bazovych sloupct je roven poctu
nenulovych radk)

je-li jeho index j, mZeme z; zvolit libovolné, napi.: z; = 1 a dopocitat
feSeni pomoci zpétné substituce; poté pro z; = 0 — dostaneme alesponi 2
feSeni — spor s 3

4—=5

Pomoci elementarnich fadkovych tprav dostaneme z A matici B v fadkové
odstupnovaném tvaru a vSechny sloupce jsou bazové.

Plati, ze k = n (k je pocet nenulovych radk)

I<in<p<...<imn<n

1,2,...,n indexy radkd, tedy j;, =+ Vi=1,...,n

Matice B je horni trojuhelnikova s nenulovymi prvky na hlavni diagonéale
(tvofime jednotkouvou matici pomoci elementarnich fadkovych tprav)

1-ty fadek vynasobime bi_j1 — ziskdme horni trojihelnikovou matici, kde na
hlavni diagonéle jsou 1, tedy:

C= (cij),cii =1Vi= 1,...,n

(postupné odecitame nasobky fadki pod - za¢neme od prvniho Fadku)
odecitdme c;; nasobek j-tého fadku pro¢ > jproi=1,...,n

50— 6

Existuji elementarni matice Eq,...,E; tak, ze E;---EcE{A =1,

Podle Tvrzeni 2.5 je sou¢in E; - - - EoE; regulérni

6 —7

existuje EA = I,, E je regularni, pak existuje E~!

(ET'E)A = E'I,
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I,A = E!

A = E!
AE = E'E
AE = 1,

muzeme zvolit C = E
7T—1
AC =1, C je regularni

Acc ! = ¢!
A = ¢!
CA = cCc'l=1,

|

Algoritmus 2.5. Vypodéet inverzni matice

Tvrzeni 2.8 Necht A je ctvercovd matice adu n. Potom pro ctvercovou
matict B 7adu n plati AB =1, pravé kdyZ BA =1,.

Dukaz. — Dokazeme, ze A je regularni tak, ze dokdzeme, Ze spliuje
podminku z Véty 77, tedy, 7e Ax=0=x=0
Bud x (sloupcovy vektor) takovy, ze Ax =0
Z BA =1, plyne B(Ax) =I,x
B0 =x
0=x
Podle Véty 2.7.3 je A regularni, tedy existuje A~!
Z BA =1, plyne
B(AA ) =T1,A"!

BI, = A"!
B=A1
AB=1,

< Dokazeme, ze B je regularni tak, ze dokazeme, ze spliiuje podminku z
Véty 77, tedy, ze Bx=0=x=0

Bud x (sloupcovy vektor) takovy, ze Bx = 0

7Z AB =1, plyne A(Bx) = I,x

A0 =x
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0=x

Podle Véty 2.7.3 je B regularni, tedy existuje B!
7Z AB =1, plyne

ABB')=1,B7!

AIl,=B!
A =B"!
BA =1, O

Tvrzeni 2.9 Bud B étvercovd matice fddu n, A requldrni matice ¥ddu n a
ai,as,...,an cisla. Potom plati

a1Bs1 +asByo +---+0a,By;, =0
prave kdyz
a1(AB). +a2(AB)so + - + an(AB)., = 0.

Dukaz. Pomoci Véty ?7: (AB).x = b1 Ast + borAso + -+ + by Asxn =
AB,;
— Je-li a1By1 +aoByo + -+ +ap By, = 0
A(alB*l + CLQB*Q + -+ anB*n) =0
Aa;Bg +AaBio+ -+ AapB., =0
al(AB*l) + GQ(AB*Q) +---+ an(AB*n) =0
al(AB)*l + GQ(AB)*Q 4+ -+ an(AB)*n =0

— Je-lia;(AB)y +a2(AB)2+ - +an(AB),, =0
al(AB*l) + aQ(AB*2) + -+ an(AB*n) =0
AalB*l + A(IQB*Q +---+ AanB*n =0
A(alB*l +aBig + -+ anB*n) =0
piendsobime obé strany rovnice matici A~! (A je reguldrni)
AilA(alB*l +asByo + -+ anB*n) =A"10
I,(a1Bsi +a2Bso+ -+ +a,B,,) =0
a1By +a9Boo+--+a,By, =0
O

Priklad 2.1 Soustava rovnic pro vypocet proudu v elektrickém obvodu.

Vsimneéte si, ze praktické tilohy ¢asto vedou piirozené na soustavu rovnic
s regularni matici. Proudy v elektrickém obvodu néjak béhaji, tedy reSeni
existuje, a navic béhaji jednoznac¢né, nelze si v néjakém okruhu proud zvolit
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libovolné a dopoéitat proudy ve zbylych okruzich. Soustava rovnic mé tedy
pravé jedno reSeni pro jakékoliv zdroje, tedy pro jakoukoliv pravou stranu.

Predchozi priklad ukazuje, ze pti feseni praktickych problémt mtze na-
stat situace, kdy potirebujeme f'esit soustavu Ax = ¢ poté, co jsme jiz vyre-
sili soustavu Ax = b. V tom piipadé je feseni pomoci Gaussovy eliminace
znacné neefektivni, pii feSeni soustavy Ax = ¢ bychom znovu museli pre-
vadét matici A do tadkoveé odstupnovaného tvaru, coz jsme jiz délali pti
reSeni soustavy Ax = b. Existuje zpusob, jak uchovat informace o prubéhu
Gaussovy eliminace ve formé specidlniho rozkladu matice, tzv. LU-rozkladu,
ktery usnadni feseni jiné soustavy se stejnou matici soustavy a jinou pravou
stranou.

Lemma 2.10 Predpoklidame, zZe A, B jsou dolni trojiuhelnikové matice fadu
n s jednotkami na hlavni diagonale. Potom plati

1. soucin AB je také dolni trojuhelnikové matice s jednotkami na hlavni
diagondle,

2. inverzni matice A= je také dolni trojiihelnikovd matice s jednotkami
na hlavni diagondle.

Dukaz. 1. A = (aij),aij =0proi<ja; =1V
B= (bjk)abjk =0 proj < k),bjj =1Vy
AB = (cjk), chcem dokézat, ze c; = 0 proi < k

n
1< k...cip = Zaijbjk
7=1

Vj =1,...,n plati bud j < k, nebo i > j, tedy bud b;; = 0, nebo a;; = 0,
pak a;jbjr, =0Vj=1,...,n, tedy AB je dolni trojihelnikova.
Chceme dokéazat, ze ¢;; = 0 Vi

n
ci = Y aijbji
J=1

Je-li j # i plati bud ¢ < j, nebo j < i, tedy a;;bj; =0 Vj # i

cii = a0 = 1 Vi, tedy AB mé jednoky na hlavni diaonale.

A” .. .je horni trojihelnikova matice s jednotkami na hlavni diagonale, tedy
je v fadkové odstupnovaném tvaru.

Podle Véty 77 je regularni.

Podle Tvrzeni 7?7 je i A regularni
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Pocitdme A~! podle Algoritmu ??, pouzivime pouze elementarni fadkové
upravy 3. typu, pouzivime odpovidajici elementarni matice Ey;(a) - ty jsou
dolni trojihelnikové.

ag] = a,a;; = 1, ostatni prvky jsou 0.

Tedy existuji dolni trojihelnikové matice s jednotkami na hlavni diagonéle
Ey,...,E, takové, ze E,---E;A =1,

E, - E = A~!, tedy A~! se rovna sou¢inu dolnich trojihelnikovych ma-
tic s jednotkami na hlavni diagondle, tedy je také dolni trojthelnikova s
jednotkami na hlavni diagondle. O

Véta 2.11 Predpokladame, Ze A je requldrni ctvercovd matice Tadu n ta-
kovd, zZe pri Gaussove eliminaci vystacime pouze s elementarnimi radkovymi
dpravamsi tretiho typu. Potom existuji jednoznacné urcené cltvercové matice
L, U radu n takove, Ze plati

1. L je dolni trojuhelnikovd matice s jednotkami na hlavni diagondle,

2. U je horni trojihelnikovd matice s nenulovymi proky na hlavni diago-
ndle,

3. A =LU.

Dukaz. Dva dikazy existence, jeden pomoci Lemma 7?7, druhy konstruk-
tivnéjsi pomoci multiplikdtori, ktery vede primo k algoritmu pro kostrukci
LU-rozkladu.

Dukaz ¢é. 1: Na A provedeme Gaussovu eliminaci pomoci elementarnich
fadkovych uprav 3. typu (odpovidaji Eg;(a), ktera je dolni trojiuhelnikova s
jednotkami na hlavni diagonéle).

Existuji matice Eq,...,E, takové, ze E,---E1{A = U v rfadkové odstupiio-
vaném tvaru (podle Véty ?? jsou vSechny nenulové — tedy horni trojihel-
nikové s nenulovymi prvky na hlavni diagonéle)

E, - E;=E,EA=TU

E je dolni trojihelnikova s jednotkami na hlavni diagonale, existuje E—*
dolni trojtihelnikové s jednotkami na hlavni diagonéle, tedy A = E~'U =
LU E!=L

Jednozacnost matic L, U:

Je-li A = L1U1 aA= L2U2

L, L; jsou dolni trojihelnikové s jednotkami na hlavni diagonale.

U}, Uy jsou horni trojihelnikové s nenulovymi prvky na hlavni diagonale.

LU, = LUy
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L,'L,U,U;' = L;'L,U,U;"’
Ly'L; = U,U!

na levé strané posledni rovnice je dolni trojihelnikova matice s jednotkami
na hlavni diagondle, na pravé strané je horni trojahelnikovd matice s ne-
nulovymi prvky na hlavni diagondle — jsou to tedy diagondlni matice s
jednotkami na hlavni diagondle, tedy:

Ly'Ly =1, - Ly =L;

U,'U; =1, - Uy = U,

Dukaz ¢. 2 (konstruktivni):
a1 ... Qip

A =

anl .. QGpp

Protoze sta¢i pouze elementarni fadkové upravy 3.typu, je a1 # 0, pak
mo1 = aglal_ll, odecteme moj nasobek prvniho fadku od druhého ...
— obecné: m;; = ailail, odec¢teme m;; nasobek 1. radku od #-tého
— vSechny prvky v 1. soupci vynulujeme pomoci matice T fadu n:

1 0 ... 0
—Mm91 1 0 0
THVZ —ma31 0 . 0 0
: 0 1 0
—Mnp1 0 0 1
T, =1, — el
0 1 0 0
mai 0 T mo1 0O ... 0
1 = . , €1 = . ,C1€1 =
mn1 0 mpr 0 ... 0
a1 | an ... an
0 2@ @)

Uoo cee Goy

@ @
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Potom ag) #0, mjs = Gg) (a§22))71
1 0 ) 0 0
0 1 0 0 0
Ty = —1My;9 1 0 0 = In—0262T = ms32 ( 0 10
0 0 :
0 —mpa 0 1 2

Gaussovu eliminaci bez prohazovani radki lze vyjadrit maticove:
T,_1---T{A = U, T,_1---T1 je dolni trojihelnikova s jednotkami na
hlavni diagonéale

0
0
T =1, —cxef,cp = | Mkt
Mk
kde prvnich £ prvka je nulovych,
k
eb=(0 ... 10 ...)

A=T,' T, U T, '=1, +cel

T, ' Ty = (I, + cxel )X, — cre}) =
=1, + ckeg — ckef — (ckef)(ckef) =
=1, + ck(egck)eg =1I,

T T = (T +eel) - (T +cpmrel ) =

:In+cle{—|—---+cn,1e£_1+0:L

Ostatni prvky jsou nulové, napi.: C1(€F{C2)€2T = Vi<j: cieiche;F =0
O

Definice 2.5 Rozklad A = LU popsany v predchozi Véete ?7? nazgyvame LU -
rozklad matice A.

Algoritmus 2.6. Vypoéet LU-rozkladu

Analyzou konstruktivniho diikazu piredchozi véty a za pouziti nasledu-
jici definice mtzeme piedpoklad Véty?? formulovat bez odkazu na pribéh
Gaussovy eliminace.

0)
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Definice 2.6 Je-li A = (a;j) ¢tvercova matice tddu n, pak pro libovolné
m = 1,2,... definujeme hlavni minor matice A jako matici A, = (a;j)
radu m tvorenou prvky leZicimi v prunich m Tddcich a prvnich m sloupcich
matice A. Tj.

ail ai2 e a1m
a1 a2 e as
ai;p a2 m
A1=(a11),A2= ,Amz
as; a2
Gm1 Am2 - Amm

Véta 2.12 LU-rozklad matice A tadu n existuje prave tehdy kdyz je kaZdy
hlavni minor matice A reguldrni.

Dikaz. — Pokud LU-rozklad existuje, A = LU
rozklad matice L do blokt, uréeny n =k + (n — k):

Lii Li2=0 )
L=
< Lo1 Lo
rozklad matice U do blokt, uréeny n =k + (n — k):

Uy Uyo
U =
< Uz =0 Uy >

(LHUH )
A= , _

A; = L;1Uy; je hlavni minor ; soucin L;;U;; reguldrnich matic je také
regularni
+ Je-li kazdy hlavni minor matice A regularni, pak i matice A je regularni,
pak podle Véty ?? existuji jednoznacné ur¢ené matice L, U takové, ze A =
LU je LU-rozklad matice A

O

Tedy:

Pokud zname LU-rozklad A = LU matice A, mizeme snadno vytesit
soustavu Ax = b. Prepiseme si ji do tvaru LUx = b a polozime Ux = y.
Ptvodni soustavu Ax = b pak vyfesime postupnym feSenim dvou soustav

Ly = b,
Ux =y,
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7z nichZ tu prvni vyfesime pomoci piimé substituce (U je horni trojuhel-
nikovd matice s nenulovymi prvky na hlavni diagonale) a druhou pomoci
zpétné substituce.

Priklad 2.2 Pocty operaci pro Gaussovu eliminaci, vypocet inverzni matice,

primou a zpétnou substituci, LU-rozklad.



Kapitola 3

Télesa

Definice 3.1 Predpokladame, ze T je mnozina, na které jsou definované
dvé operace — scitani a ndsobeni. Pokud tyto dve operace splnugi nasledugici
podminky (axiomy), Tikame Ze mnozina T spolu s témito operacemi tvori
téleso. Jsou to podminky

(A0) soucet a+be T pro libovolné a,b € T,

(A1) plati (a+b)+c=a+ (b+ c) pro libovolné a,b,c € T,
(A2) a+b=0b+a pro libovolné dva prvky a,b € T,

(A3) existuje prvek 0 € T takovy, Ze 0+ a = a pro kazdé a € T,

(A4) ke kazdému prvku a € T existuje prvek —a € T, pro ktery plati, Ze
(—a)+a=0.

To jsou wvechny axiomy pro scitini. Aziom (A0) 7ikd, Ze mnoZina T je
uzaviend na sc¢itdni. Aziom (A1) je asociativita scitdni, aziom (A2) je ko-
mutativita séitani. Aziomu (A3) Fikime existence nulového prvku nebo také
neutralniho prvku wvzhledem ke scitani a axiomu (A4) pak existence opac-
ného prvku wvzhledem ke scitani.

Nasleduji axiomy pro nasobeni:

(MO) soucin ab € T pro libovolné a,b € T,
(M1) plati (ab)e = a(be) pro libovolné a,b,c € T,
(M2) ab = ba pro libovolné dva prvky a,b € T,

(M3) ezistuje prvek 1 € T takovy, Ze la = a pro kazdé a € T,
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(M4) ke kazdému proku 0 # a € T existuje proek a=* € T, pro ktery plati

ala=1.

Aziom (M0) vyjadiujeme slovy, Ze mnoZina T je uzaviend vzhledem k ndaso-
beni, axiomy (M1) a (M2) ¥ikaji, Ze ndsobeni je asociativni a komutativni.
Aziom (M3) je existence jednotkového prvku nebo také neutrdlniho prvku

vzhledem k ndsobeni a axiom (MJ) je aziom ezxistence inverzniho prvku
vzhledem k ndsobeni.

Obe operace pak spojuje axiom distributivity
(D) plati a(b+ ¢) = ab + ac pro libovolné tii prvky a,b,c € T.
A nakonec axiom netriviality
(N) 0#1.
Tvrzeni 3.1 V kazdém télese T plati
1. nulovy prvek je urceny jednoznacneé,
2. opacny prvek —a je prvkem a € T urceny jednoznacné,
3. jednotkovy prvek je urceny jednoznacne,
4. prvek a™" inverzni k proku 0 # a € T, je prokem a uréenyj jednoznacné,
5. 0a = 0 pro libolny prvek a € T,
6. je-li ab =10, pak bud a =0 nebo b= 0,
7. (—1)a = —a pro kazdy prvek a € T,
8. rovnice ar = b, a # 0, ma vZdy privé jedno feseni,
9. rovnice ¢ +x = d mad vZdy prave jedno Tesent,
10. z rovnosti ab = ac a predpokladu a # 0, vyplyjva b = c,
11. z rovnosti a +b = a + ¢ plyne b = c,

12. (—a)(=b) = ab pro kazdé dva prvky a,b € T.
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Vsechny dosavadni poznatky o maticich a feseni soustav linedrnich rovnic
plati v libovolném télese T. Soustavou linearnich rovnic v télese T rozumime

soustavu
a1xy + ajpre + -+ appx, = by,
a2171 + agwy + - - + agpx, = b,
am1T1 + amaxe + - + ampTy = bma

kde jsou vSechny koeficienty a;;,br € T. Z axiomt télesa a jejich bezpro-
stfednich disledki pak vyplyva, ze Gaussova eliminace a zpétna substituce
vedou k tesenim této soustavy, kterd vSechna opét lezi v télese T.

Podobné matice s prvky z télesa T je matice A = (a;;), kde a;; € T.
Elementéarni fddkové tpravy matice s prvky z libovolného télesa T mtzeme
provadét beze zmény. Je-li A regularni matice, pak pomoci elementarnich
radkovych aprav pouzitych na jednotkovou matici dostaneme inverzni matici
A~', kterd ma také vSechny prvky z télesa T. Podobné ztistavaji v platnosti
i vSechny ostatni vlastnosti matic. Stac¢i pouze vzdy na zac¢atku tict, v jakém
télese lezi prvky matic, se kterymi pocitame. Tak napriklad faktory L, U v
LU-rozkladu matice A, kterda ma prvky z télesa T, jsou oba také matice s
prvky z télesa T.

Priklad 3.1 Priklady téles Q,R, C, netéleso Z, pro které nicméné rada

poznatkid také plati, jsou to vSechny, které nezévisi na existenci inverzniho
prvku.

Priklad 3.2 Dvouprvkovd mnozina {0, 1} spolu s operacemi s¢itani

0+0=14+41=0, 04+1=1+0=1,

a nasobeni

1-1=1, 0-1=1-0=0-0=0

je také téleso. Je to vlastné pocitani modulo 2. Vysledek operace ziskdme
tak, ze udélame napred obvykly soucet dvou ¢isel a za vysledek pak vezmeme
zbytek pri déleni obvyklého souctu ¢islem 2. Podobné pro souc¢in. Platnost
v8ech axiomi télesa muzeme pak ovérit piimo. Toto téleso budeme oznacovat
Zs.
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Priklad 3.3 Jiné konecné téleso dostaneme, kdyz ¢isla {0,1,2} séitame a

nasobime modulo 3. Operace s¢itani je potom
0+0=142=241=0,0+1=140=24+2=1, 042=24+0=1+1 = 2,

a operace nasobeni je

MiiZete si sami ovéfit, ze mnozina {0, 1,2} s takto definovanymi operacemi
je téleso. V pripadé asociativity obou operaci a distributivity je tfeba vzdy
ovérit 27 rovnosti.

Priklad 3.4 Mnozina {0,1,2,3} spolu s operacemi s¢itani a nasobeni mo-

dulo 4 neni téleso. Plati v ni totiz 2-2 = 0 a pfitom 2 # 0. To se v Zadném
télese nemuze stat podle Tvrzeni ?7.6.

Priklad 3.5 Ctyiprvkové téleso ale existuje. Nejlépe je poéitat s polynomy

GF(4) = {0,1,z,z 4+ 1} jedné proménné s koeficienty 0, 1. Koeficienty po-
vazujeme za prvky télesa Zs. Tyto polynomy pak mtzeme sc¢itat a nasobit
obvyklym zpisobem. Mnozina GF(4) je uzaviena na s¢itdni polynomi, neni
ale uzaviena na jejich niasobeni, nebot (z +1)(z +1) =22 +(1+ 1Dz +1 =
z? + 1. Operaci nasobeni proto definujeme modulo polynom z? + z + 1. To
znamend, ze obvykly souéin dvou polynomi vydélime se zbytkem polyno-
mem z° + z + 1 a jako vysledek souéinu vezmeme tento zbytek. Potom plati
napf.
zz+1)=(zx+Dz=1 a (z+1)(z+1) ==z

Zkuste si sami ovérit axiomy télesa a dokazat, Ze mnozina GF(4) je skutecné
téleso.

Priklad 3.6 Mnozina Z,, = {0,1,2,...,n— 1} pro n > 2 spolu s operacemi

s¢itani a nasobeni modulo n je téleso pravé kdyz je n prvocislo. Toto tvr-
zeni si nebudeme dokazovat. Pokud nékdo zna Euklidiv algoritmus, tak to
zvlddne sam. Jediny problém spociva v diikazu existence inverzniho prvku k
libovolnému ¢islu 0 # = < n, pokud je n prvodislo. Pokud n neni prvocdislo,
tak Z, neni télesem ze stejného diuvodu, kviili kterému neni Z, téleso.
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Priklad 3.7 Pro kazdé prvocislo p a kazdy exponent n > 1 existuje pravé

jedno téleso, které ma p” prvki a zadné jind télesa s koneénym pocétem prvki
neexistuji. Zadné estiprvkové téleso tedy neeistuje. Télesa s poc¢tem prvki
p" pro n > 2 se konstruuji podobné, jako jsme sestrojili ¢tyrprvkové téleso
v Prfikladu ??. Vezmeme vSechny polynomy (véetné konstantnich) stupné
mensiho nez n s koeficienty v télese Z,. Téch je celkem p". Na této mnoziné
sC¢itdme obvyklym zptusobem a nasobime modulo vhodny polynom stupné
n.

Vidime, ze télesa mohou byt zna¢né odlisna. jejich vlastnosti hodné zévisi
na nasledujicim ¢iselném parametru.

Definice 3.2 Ezistuje-li kladné celé c¢islo n takove, Ze v télese T plati
1+14---4+1=0,
—_———
n

pak neymensi takové kladné c¢islo nazgyvdme charakteristika telesa T.
Pokud Zadné takové kladné celé ¢islo n neexistuje, tak Tikame, Ze téleso
T md charakteristiku 0.

Véta 3.2 Charakteristika kazdého télesa je bud 0 nebo prvocislo.

Dukaz. Jestlize charakteristika télesa T neni rovna 0, pak existuje né-
jaké kladné celé ¢islo n > 2, pro které plati

1+1+---+1=0.
—_——
n
Jestlize je n slozené ¢islo, plati n = kl pro néjaka kladné celd ¢isla k,1 < n.

V dusledku axiomu distributivity (D) plati

+1+---+D)(Q+1+---+1)=1+1+---+1=0.

s

-~

k l n

Podle Tvrzeni ??7.6 miiZze byt soucin dvou prvki v télese rovny 0 pouze
pokud je asponi jeden z ¢initelt rovny 0. Proto je bud

1+1+---+1=0
—————
k

nebo
14+1+---+1=0.
—_————
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V kazdém pripadé nemtize byt slozené ¢islo n > 2 nejmensim kladnym celym
¢islem, pro které plati

14+1+4---+1=0.

—_———

n

Protoze je 1 # 0 podle axiomu netriviality (N), musi byt nejmensi takové
¢islo prvocislo. O

Uloha 3.1 Zjistéte charakteristiky téles Zo, Z3, Q, R a C. Jakou ma cha-

rakteristiku konecné téleso, které ma p” prvka?



Kapitola 4

Aritmetické vektorové
prostory

V této kapitole se budeme vice zabyvat sloupcovymi a radkovymi vektory
matic s prvky z libovolného télesa. Napied ale drobné tprava terminologie
a znaceni.

Definice 4.1 Aritmeticky vektor dimenze n nad télesem T je sloupcovy
vektor typu n X 1 s prvky z telesa T.

Aritmetické vektory budeme psat malymi tuénymi pismeny.
Definice 4.2 Je-li x = (z1,%2,...,2,)" aritmeticky vektor dimenze n nad
telesem T, pak cislo x; nazyvdme i-t4 souradnice vektoru x.

V celém nasledujicim textu budeme také pouzivat termin skaldr misto
prvek télesa T, bude-li z kontextu jasné, jaké téleso mame na mysli. A pro-
toze v této a nékolika piistich kapitolach budeme pracovat pouze s aritme-
tickymi vektory, budeme také ¢asto vynechdvat privlastek aritmeticky.

Vektory dimenze n nad télesem T umime séitat a nésobit skalarem.
Pripomnme si, ze zakladni vlastnosti s¢itani matic a soucinu skalaru s matici
jsme shrnuli v Tvrzeni 7?7 a Tvrzeni ??. Na tyto vlastnosti se budeme casto
odvolavat stejné jako na Tvrzeni 77

Definice 4.3 Mnozinu vsech aritmetickych vektori dimenze n nad télesem

T budeme nazyvat aritmeticky vektorovy prostor dimenze n nad télesem T
a oznacovat ji T™.
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Definice 4.4 Neprazdnd podmnozina U aritmetického prostoru T" se na-
zyva podprostor T™ pokud pro kaZdé x,y € U plati, Ze také x +y € U a
rovnéz pro kazdé x € U a kaZdy skalar a € T plati také ax € U.

Jinak feceno, mnozina U musi byt uzaviend na sc¢itani vektori a jejich
nasobeni skalarem. Kazdy podprostor musi obsahovat nulovy vektor 0 = 0x
pro libovolny vektor x € U. Jednoprvkovd mnozina {0} stejné jako cely
prostor T" jsou podprostory T".

Tvrzeni 4.1 Pro kazZdou matici A typu m X n nad télesem T je mnozina
vsech teseni homogenni soustavy Ax = 0 podprostor T".

Dukaz. Plati, ze A - 0, = 0, - mnozina feSeni Ax = 0 je neprazdnai.
Je-liAx=0aAy=0= A(x+y) =Ax+ Ay =0.
Je-li Ax=0aa€T = A(ax) =a(Ax) =0. O

Tvrzeni 4.2 Bud T libovolné téleso.
1. Pro kaZdy podprostor U prostoru T™ plati 0 € U,
2. pranik podprostoru T" je opét podprostor T,

3. pro kazZdou podmnoZinu X C T™ existuje nejmensi (v usporaddni in-
kluzi) podprostor T", ktery ji obsahuje.

Dukaz.
1. U # 0 a pro libovolny vektor x € U plati 0x =0 € U
2. Jsou-li Uj,i € I podprostory T", potom (,c; U; ma byt podprostor T"

° OeﬂieIUi#w

e xy €igsUi= Vie)(x,y eU;)) = Viecl)(x+y el;) =
(x+¥) € Nier
e x €y Uia€e T = (Viel)(xeU)= (VielI)(Va € T)(ax €

3. Prinik v8ech podprostorii obsahujicich X je podprostor T" (podle 2.) a
je obsazen v kazdém podprostoru T", ktery obsahuje X. O

Definice 4.5 Nejmensi podprostor T" obsahujici mnozinu X C T™ nazy-
vdme linearni obal mnoziny X a oznacujeme L(X).
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Tvrzeni 4.3 Jsou-li X,Y podmnoziny T", pak plati
1. X CL(X),
2. je-li X CY, pak L(X) CL(Y),
5. LL(X)) = L(X),
4. L(X) ={a1x1 +aoxo + -+ + apxg : X1, ..., X € X,aq,...,a; € T}

Duakaz.
1. Plyne z definice.
2. Plati X CV C L(Y), tedy L(X) C L(Y).
3. L(X) C L(L(X) (plyne z 1. dosadime-li X = L(X)); opa¢na inkluze plyne
z toho, ze L(X) je podprostor obsahujici L(X)
4. D: plati, ze a1x1 + - - + apx € L(X)Vxy,...,x; € X aVay,...,a, € T
(protoze x € L(X), pak bx € L(X)Vb € T).
C: k tomu stadi ukdzat, ze {a1x1+- - -+arx; k > 1;xq,...,x; € X:;aq,...,a; €
T} = U je podprostor T™.
Jsou-li ayx1 + - -+ 4+ apxg, bry1 + -+ + by, prvky U,
potom [(a1x1 + - -+ + apxg) + (biy1 +---+by))] € U
ala1xy + -+ + apxy) = aa1x1 + - -+ + aagx, € U
Va € TVayx; +---+apx, €U O

Definice 4.6 Pro kazZdou matici A typu m X n definujeme ctyri zakladni
podprostory definované matici A:

1. nulovy prostor N(A) jako podprostor T™ obsahujici vSechna Teseni
homogenni soustavy Ax = 0,

2. levy nulovy prostor jako podprostor N(AT) C T™,

3. sloupcovy prostor S(A) C T™ jako linedrni obal sloupcovijch vektori
matice A,

4. fadkovy prostor R(A) C T" jako podprostor S(AT).

Definice 4.7 Jsou-li X,Y podmnoziny T", pak definujeme jejich soucet
X +Y jako mnozinu {x+y:x€ X,y € Y}.

Tvrzeni 4.4 Soucet podprostori T" je podprostor T™.

Ddukaz. U,V C T" jsou podprostory T"
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e 0=0+0cU+V #£D

e Jsou-llix+yeU+V,u+veU+V
x,uelU —>x+uel,y,veV sy+veV
Tedy
(x+u)+(y+v)eU+V
(x+y)+(y+v)eU+V

o Jelliae T, pakaxe U, ay €V
ax+ay e U+V
alx+y)eU+V

O

Tvrzeni 4.5 Bud A libovolnd matice typu m x n nad télesem T a b € T™.
Pak plati

1. jsou-li y,z feSeni soustavy Ax = b, pakz —y € N(A),

2. jsou-li y,z feseni soustavy Ax = b, pak ezxistuje u € N(A) takové, Ze
zZ=y+u,

3. mnozina viech Teseni soustavy Ax = b se rovnd {y} + N(A), kde y
je libovolné pevné zvolené Teseni soustavy Ax = b.

Dukaz.
l.LA(z—y)=Az—Ay=b-b=0=y—-zcN(A)
2.z=y+(z—y);z—y=u€eN(A)
3. Je-li prvek y feSenim Ax =bau € N(A), potom A(y+u) = Ay+Au =
b+0 = y+u je feSenim Ax = b, tedy kazdy prvek {y} +N(A) je feSenim
Ax =b.
Naopak libovolné feSeni rovnice Ax = b lze vyjadrit ve tvaru z = y + u,
kde u € N(A) (podle 2.). O

Definice 4.8 Plati-li U = L(X) pro X C T", pak Fikame, Ze X generuje
podprostor U. Je-liy € L(X), pak Tikame, Ze y linedrné zavisi na X.

Vsimnéme si, ze podle Tvrzeni ?7?7.3 vektor y € T" linedrné zavisi na
X C T" pravé kdyz lze y vyjadrit jako linedrni kombinaci néjakych prvkt
z X.

Tvrzeni 4.6 Jsou-li X,Y podmnoZiny T" a Y C L(X), pak plati L(X) =
L(XUY).



38 KAPITOLA 4. ARITMETICKE VEKTOROVE PROSTORY

Dukaz. X C X UY = L(X) CL(X UY) podle Tvrzeni ?7.2.
Je-li V' podprostor T™ obsahujici X, pak musim obsahovat i L(X) D Y.
Tedy V 2D L(X)UY D X UY. Kazdy podprostor U, ktery obsahuje X,
obsahuje 1 X UY, tedy L(X) DL(XUY). O

Definice 4.9 Mnozina vektori X C T™ se nazgvd linedrné nezavisla v T"
jestlize pro kazdé k > 1, kazdé vektory x1,Xo,...,x; € X a kazdé skaldary
G1,09,...,05 2 TOUNOSt, a1X1 + a9Xo + -+ -+ apx = 0 plyne a1 = a9 = -+ - =
ap = 0. MnoZina, kterd neni linearné nezdvisld, se nazyvd linedrné zavisla v
T".

Je-li X linedrné nezavislda mnozina v T", pak 0 ¢ X. Pokud x € X
pak ax ¢ X pro libovolny skaldr a # 1. Prazdnd podmnozina je linedrné
nezavisla v T". Kazda podmnozina linedrné nezavislé mnoziny v T" je také
linedrné nezavislia v T"

Tvrzeni 4.7 Mnozina X C T" je linedrné nezdavisla v T" prave kdyz pro

kazdy vektor x € X plati x ¢ L(X \ {x}).

Dukaz. — Sporem: Kdyby platilo x € L(X — {x}), pak by existovaly
navzajem ruzné vektory xi,...,x; € X —{x} takové, ze x = a;x1+- - -+arx;
pro ai,...,a; € T, tedy —1---x 4+ a1x1 + - -+ + apx;0
—1 je nenulovy koeficient, tj. spor s liedrni nezavislosti mnoziny X. O

Véta 4.8 Steinitzova véta o vymeéné

Necht U je podprostor T", {x1,...,x;} C U je mnoZina linedrné nezdvisld
v T", a{y1,...,y1} CU generuje U. Pak plati k <1 a po vhodném pieu-
spofadani vektord'y; mnozina {X1,...,Xg, Yi+1,-...Yi} generuje podprostor
U.

Dukaz. Indukci podle k.
1. k=1,x; € U, x1 # 0 (je linedrné nezavisla).
L({y1,...,yi}) =U, tedy x; = a1y1 + -+ + a;y; pro ay,...,a; € T.
Protoze x1 # 0, existuje a; # 0. Preindexovanim dosdhneme toho, ze a1 # 0.
Vyjadifme y; = a7 ' (x1 — azyz — -+ — azy))
Tedy I > 1ay; € L({x1,y2,---,¥i}) = LEx1,y1,-..,y31}) =~
- =L{y1,...,.m}) =U

Pozn.: Prvni dvé rovnosti opraviiuje Tvrzeni 4.6
2. Necht k > 2.
O tvrzeni plati: {xy,...,xx 1} C U, tj. K — 1 < I a po preindexovani
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{X1,.. XK1, ¥k, ---,¥1} generuje U.

x € U ... miuzeme vyjadiit x; jako linedrni kombinaci {xq,...,xx_1}

Xp =bixy + by 1Xp_1 Fbpyr + -+ by

Kdyby by = bgi1 = --- = b, =0, bylo by xx = byxy + -+ + bg_1Xx—1 (spor
s tim, 7e {x1,...,X;} je linedrné nezavisla). Tedy existuje alespoinl jedno
b; #0proj=k,...,I, proto k < I. Po preindexoviani mizeme piedpokla-
dat, ze by # 0, pak miZeme vyjadrit:

yi = by (% — bixy — - = bp_1Xk—1 — gy 1Yk — - — biy1)

Tedy Yk € L({Xla v Xy YE41, - YI}) = L({Xl, s Xy YEy YEt1s - }’l}) =
L({xi,....Xe—1,Y&: Ybt1s---Y1}) = U

Pozn.: Rovnosti opét plati podle Tvrzeni 4.6. O

Definice 4.10 Jestlize mnozina {x1,...,x,} C U generuje podprostor U C
T" a je linedrné nezdvisla v T", pak ji nazyvime baze U.

Priklad 4.1 Standardni baze v T".

Véta 4.9 Kazdy podprostor U C T™ mda nejakou bdzi. Vsechny bdze pod-
prostoru U maji stejny pocet prvki mensi nebo rovny n, pricemz rovnost
nastava prave kdyz U = T".

Dukaz.
Pomocné tvrzeni: Je-li mnozina vektort {x1,...,x;} € U linedrné nezavisla
a L({x1,...,xx}) C U, potom existuje x;4+1 € U — L({x1,...,x;}) takové,
7e {X1,...,XkXg+1} je linedrné nezavisla.
Diikaz: Necht xj11 € U — L({x1,...,%x3}) a
a1xy + -+ apXg + ag11Xp41 = 0 pro ay, ..., ax4 € T.
Kdyby ar+1 = 0, platilo by xx1 = —a];_ll_l(curxl + ...+ agxg), tj. spor s
volbou x;41 € U — L({x1,...,%x%}). Tedy ag+1 = 0 a z linedrni nezavislosti
{X1,...,xx} plynea; =as =--- =a; =0.

Je-li U = {0} je () baze.

Pokud U # {0} zvolime 0 # x; € U, {x;} je linedrné nezavisla.

Pokud L({x1}) = U, je {x1} baze U.

Pokud L({x1}) C U, existuje x9 € U — L({x;}) tak, 7e {x1,x2} je linedrné
nezavisla.
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Po k < n krocich najdeme linedrné nezavislou mnozinu {x,...,x;} tako-
vou, ze L({x1,...,xx}) =U.

Pokud by L({x1,...,x,}) € U, nasli bychom mnozinu {xi,...,x,41} C
U C T", to by byl spor s tim, ze v T" existuje (standardni) baze, kterd ma
n prvki, tedy kazda linearné nezavisla mnozina v U ma nejvyse n prvki.

e Jsou-li {xy,...,x%} a {y1,...,y:} baze v U, pak podle Steinitzovy
véty k < n, stejné tak [ < n.

e Je-li {xy,...,x;} baze v U, vime, ze {e1,...,e,} je baze v T", pak
podle Steinitzovy véty je k < n.

e V T" existuje baze velikosti n - standardni baze. Je-li U podprostor v
T" a {x1,...,X,} je baze v U, pak {x1,...,X,} je linedrné nezavisla
v T". Pokud by L({xy,...,x,}) € T", pouZijeme pomocné tvrzeni
pro U = T" k nalezeni x,,11 takové, 7ze {x1,...,Xp,Xp 41} je linedrné
nezavisla v T - spor se Steinitzovou vétou.

|

Tvrzeni 4.10 Pro podmnozinu {xi,...,Xx} podprostoru U prostoru T"
jsou nasledugici ti podminky ekvivalentni

1. {xy1,...,x}} je baze U,

2. {x1,..., X} je minimdlni (co do poctu prvki) generujici mnoZina v
U,
3. {x1,..., X} je mazimdlni (co do poctu prvki) linedrné nezdvisla pod-

mnozina U.

Dikaz.
1 — 2 {x1,...,xx} generuje U, pokud L({y1,...,y;}) = U, plyne ze Stei-
nitzovy véty, ze k <.
2 — 3 Chceme dokazat, ze {xi,...,X;} je linedrné nezavisla v T". Kdyby
nebyla, existovalo by x;, (1 < i < k), které by bylo linedrni kombinaci ostat-
nich vektora, tedy x; € L({x1,...,Xj—1,Xj41,...,Xg}) (Tvrzeni 7?).
Podle Tvrzeni ?? plati, ze L({x1,...,X;i—1,Xj4+1,.--, X }) = L{x1,...,x}) =
U - spor s tim, ze {X1,...,X)} je minimalni generujici mnozina.
3 — 1 Chceme dokazat, 7e L({x1,...,xx}) = U. Kdyby ne, tak podle po-
mocného tvrzeni 7 dikazu Véty ?? najdeme vétsi linearné nezavislou mno-
zinu v U - spor s maximalitou {xq,...,x}. O
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Véta 4.11 Je-li U podprostor T" a {x1,...,x;} C U je linedrné nezdvisla
v T", pak lze {x1,...,x}} rozsitit do bdze U.

Dukaz. Zvolime bazi {y1,...,y;} v U. Podle Steinitzovy véty je k <[

a po preusporadani plati, ze {x1,...,Xk,Yk+1,---,¥1} generuje U. Podle
Tvrzeni ?7? je to baze. O

Definice 4.11 Pocet prvki bdze podprostoru U C T" nazgvame dimenze
U a znacime dimU.

Tvrzeni 4.12 Jsou-li U CV podprostory T", pak plati dimU < dim V.

Dukaz. Bud {xi,...,x)} baze v U (tedy je linedrné nezavisla v U,
generuje U a navic dimU = k). Protoze U C V, je {x1,...,x)} linedrné
nezavisla ve V. Bud {y1,...,y;} baze ve V (tedy je linedrné nezavisla ve

V', generuje V a navic dimV = [). Podle Véty ?? plati, ze k < [, tedy
dimU <dimV. O

Véta 4.13 O dimenzi souctu a pruniku podprostori
Jsou-li U,V podprostory T™, pak plati

dim(UNV)+dim(U + V) =dimU + dim V.

Dukaz. Zvolime bazi {xi,...,x;} vUNV.
Podle Véty ?? ji rozsifime do {x1,...,Xk, Xk11,...,%;} baze v U.
Podle Véty ?? ji rozSifime do {x1,..., Xk, Yki1s---,¥Ym} baze ve V.
Tedy: dim(UNV) =k, dimU =1, dimV = m.

Chceme najit bazi v U+V, kterd ma dimenzi m~+I—k. Sjednoceni {x1, ..., Xg, Xg 11, - -

a{X1,..., Xk, Ykit1;---,Xm} ma presné m + [ — k prvki.

Vime, 7e {X1,..., Xk, Xk41s--+Xl, Ykt1s---,Ym} C U+ V, cheme dokézat,
ze je to baze U + V.

1. Chceme dokazat, ze generuje U + V.

Tedy 7e L({X1, .., Xk, Xpt1y---s X1, Ykt1s---sYm}) =U + V.

Inkluze C je trivialni.

D:BudzeU+V,plati, Ze z=x+y, kdexe U,y e V.

{x1,...,%x;} je baze U, tedy

l
X = E a;X;
i=1
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{X1,. s Xy YEt1, - - -, Ym ) je baze ve V, tedy

y = bez-i- Z cjy;

Jj=k+1
X+y= Zaz—l-b )x; + Z a;x; + Z Cjy;
i=k+1 j=k+1

Tedy x +y € L({X1, ..., X0, ¥kt1,-- - ¥m})-
2. Chceme dokazat, ze je linearné nezavisla. Je-li

Zazxz + Z bjy; =0
j=k+1
Plati, ze 22:1 a;x; € U, Z;-":k“ bjy; € V, proto prvek:
m
W:ZaixieU:_ Z bjijU—f—V
j j=k+1

Protoze {x1,...,x} je badze U NV, lze vyjadrit

k m
W:Zbixi:_ Z bjyj
i=1

j=k+1
Tedy
ZerL—F Z bjy; =0

j=k+1
Protoze {x1,..., Xk, Yk+1,---,Ym} je baze V (tedy linedrné nezavisla), plati,
7e by =by---=by, =0—w=0, tedy

l

W — Z a;X; = 0
i=1

Protoze {x1,...,x;} je baze U, plati a1 = a9 = --- = a; = 0.
Proto {x1,..., Xk, Ykt1s---,¥Ym} je linedrné nezavisla. O

Tvrzeni 4.14 Je-li A matice typu m x n nad télesem T, je-li E requldrni
matice fadu m, a1 < 51 < jo < -+ < jip < n, pak plati
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1. mnoZina {A.j,, Asj,, .-, Ay, } je linedrné nezdvisla v T™ pravé kdyz
mnoZina {(EA).j,, (EA)yjy, ..., (EA)yj, } je linedrné nezdvisla v T™,

2. mnozina {A.j, Ay, .., Ay} generuje S(A) praveé kdyZ mnoZina
{(BEA)4j,, (EA)yjy, ..., (EA),,, } generuje S(EA),

3. mnozina {A.j,, Asjy, ..., Ayj, } je baze sloupcového prostoru S(A) prave
kdyz mnozina {(BA).j,, (EA).jy, ..., (EA),,, } je baze S(EA),

4. dimS(A) = dimS(EA)

5. R(A) = R(EA).

Dtukaz. Za pomoci Tvrzeni 2.9.
1. —: Necht {A,j,,...,A,j, } je linedrné nezavisla v T".
a1Ayj + - +apAy, =0
Podle Tvrzeni ?? plati, 7e ai(eA).j, + - + ax(EA),;, = 0.
Protoze {A,j,,...,A,j, } je linedrné nezavisla, plati a; = as =--- =a, =0
. tedy {(EA)yj;, ..., (EA),;, } je linedrné nezavisla.
—: Je-li {(BEA)yj,,...,(BA),j, } linedrné nezavisla v T" a
ai(eA), +- - +ap(BA),;, =0,
pak podle Tvrzeni 7?7 plati a1 EA,;, +--- +a;EA,;, = 0.
aE'EA,, +- -+ ,E'EA,;, =E0
alA*jl + -+ akA*jk =0
Z linearni nezavislosti {(BA).j,,...,(EA),;, } vyplyva,
zeay =ay=---=ap=0,tedy i {Ayj,..., Ay} je linedrné nezavisla.
2. = Pokud {A,;j,,..., A,j, } generuje S(A), existuje pro kazdé j # ji, ..., ji
vyjadieni
A*j = blA*jl + o+ bch*jka tedy

k

i=1
Podle tvrzeni 2.9 plati, ze
k
0=—(BA),;+ Y bi(EA),;
=1

j-ty sloupec je linedrni kombinaci vybranych sloupci, proto {(EA).;,, ..., (BA),;, }
generuje S(EA).
< analogicky jako v prvnim diikazu pouze pienisobie E~' zleva.
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3. Plyne ihned z 1, 2.

4. Plyne ihned z 3.

5. Plyne z Véty 77.2: Kazdy rddek v EA je linearni kombinaci fadkt matice

A proto {(EA);x € L({A1., ..., Ap}), tedy také R(EA) = L({(EA) 14, ..., (EA) . }) C
L({A., ..., An}).

D: Postupujeme opaéné pomoci nasobeni E~! zleva. O

Tvrzeni 4.15 Predpoklidime, Ze A je matice typu m X n a B je matice v
radkove odstupmnovaném tvaru, kterou dostaneme z A pomoci elementdrnich
radkovijch operaci. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

1. vektor B,; je bdzovy sloupec matice B,

2. vektor B,; neni linedrné zdvisly na predchozich sloupcovich vektorech
B*l; B*Qa s 7B*j717

3. vektor A,j neni linedrné zdvisly na predchozich sloupcovijch vektorech
A, Ao, ... ,A*]‘_l.

Duakaz. Existuje regularni matice E fadu n takova, ze B = EA.
2 <> 3 plyne z Tvrzeni 77.2.
1 — 2: Indexy bazovych sloupci v B jsou 1 < j; < --- < g, < n, vime, Ze
bnjm # 0, bmj = 0 Vj < jn, (z definice fadkové odstupiiovaného tvaru).
Linedrni kombinace by,; = 0, ale by,;,, # 0, tedy

Jm-1

Z aibmi 7& B*jm

i=1
2 + 1 sporem: Je-li B,; nebazovy sloupec, pak
a. j < J1, pak B,j = 0, tedy je linedrni kombinaci pfedchozich sloupct.
b. jm < 7 < Jmy1, v tomto pfipadé je B,; linearni kombinaci sloupcii
B.j,,...,B,j,,, potfebujeme najit aq,...,a,, € T tak, Ze
alB*]’l + ...+ amB*]’m = B*]’

a1
(Buji || Buj )| =B,;
A,

Tuto soustavu fesime pomoci zpétné substituce.
c. 7 > 7k analogicky jako b. O
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Definice 4.12 Je-li A matice typu m X n, pak sloupcovy vektor A; nazy-
vame bazovy sloupec matice A, jestlize neni linedarné zavisly na predchozich
sloupcovyjch vektorech Ay, Ayo, ..., Ayj_1.

Definice 4.13 Rekneme, Ze matice B = (b;;) typu m x n je v redukovaném
radkové odstupnovaném tvaru, jestliZe existuje nezaporné celé c¢islo k < m
a cisla 1 < g1 < jgo < -+ < Jm < n takovd, Ze plati

1. pro kaZdé i > k plati B;, = 0, tj. vsechny tyto ridky jsou nulové,
2. pro kaZdé i = 1,2,...,k plati b;;, =1,
3. pro kaZdé i =1,2,....k a kaZdé j < j; plati b;; =0,

4. pro kazdé 1 =1,2,...,k a kazdé 1 =1,...,5 — 1 plati b;j, = 0.

Tvrzeni 4.16 Kazdou matici A typu m X n nad télesem T lze prevést po-
moci elementarnich radkovych uprav do matice B, kterd je v redukovaném
radkove odstupmovaném tvaru.

Duikaz. Pomoci Gaussovy eliminace prevedeme matici A na matici B,
kterd je v rddkové odstupnovaném tvaru. Oznacime ji,...,j; indexy bazo-
vych sloupct. Poté Vi = 1,...,k vynédsobime -ty fadek cislem bZ_le Poté
Vm =1,...,k odec¢teme vhodny nisobek m-tého rddku od rddku nad nim,
abychom vynulovali vSechny prvky na mistech (7, jy,) proi = 1,..., jm—1.
|

Véta 4.17 Pro kazZdou matici A typu m x n nad telesem T plati
dimS(A) = dimR(A).

Diikaz. Najdeme regularni matici E fadu m takovou, ze matice B = EA
je v redukovaném tadkové odstupnovaném tvaru. Takova matice existuje
podle Tvrzeni 7?7, Tvrzeni 77 a Tvrzeni ?7.1.

Pro matici B plati rovnost dimS(B) = dimR(B). Podle Tvrzeni 7?7.4
plati dimS(B) = dim S(EA) = dim S(A).

Protoze R(B) = R(EA) = R(A), plati také dimR(B) = dimR(A).
Staci dokazat, ze dimR(B) = dim S(B).

Bazové sloupce B, = e; jsou prvky standardni baze v T™, tedy jsou li-
neadrné nezavislé. Podle Tvrzeni ?77.2 je kazdy nebazovy sloupec linedrni
kombinaci bazovych sloupcii. To znamend, ze bazové sloupce generuji S(B),
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jsou linedrné nezavislé, tedy tvoii bazi S(B), tedy dim S(B) = £ (po¢tu ba-
zovych sloupcii).

Nenulové fadky matice B jsou linedrné nezivislé (jsou prvky standardni
baze v T", a generuji R(B), tedy tvori bazi, proto dimR(B) = k. O

Definice 4.14 Cislo dimS(A) nazjvdme hodnost matice A a oznacujeme
jej r(A).

Dusledek 4.18 Pro kazdou matici A nad télesem T plati
1. r(A) = r(AT),

2. r(A) se rovnd poctu nenulovych Fidki v matici v vddkové odstuprio-
vaném tvaru, kterou dostaneme z A pomoci elementarnich Tadkovych
operaci.

Véta 4.19 Nasledujici podminky pro ctvercovou matici A tadu n jsou ekvi-
valentni:

1. A je regularni,

2. sloupcové vektory matice A jsou linedrné nezavislé,
3. radkové vektory matice A jsou linedrné nezdvislé,
4. r(A) =n.

Dukaz.

1 — 4 A je regularni, z Véty??.4 plyne, Ze v matici v fadkové odstupnova-
ném tvaru, kterou dostanemem A pomoci Gaussovy eliminace jsou vSechny
fadky nenulové. Podle Disledku 77.2 je r(A) = n.

4 — 1 Je-li r(A) = n, jsou vSechny fadky v matici v fadkové odstupiiova-
ném tvaru, kterou dostaneme z A pomoci elementarnich radkovych tprav,
nenulové (podle Disledku ??.2), tedy matice je regularni (podle Véty ??.4).
4 —3%Zn=r(A) =dimL(Ay,,...,A,) vyplyva, Ze {Ai, ..., An} je

minimdlni generujici mnozina v L(A1,, ..., A,.), tedy je baze, tedy linedrné
nezavisla podle Tvrzeni 77.2.
3 — 4 Jsou-li Aq,,..., Ay, linedrné nezavislé, tvori bazi R(A), protoZe jej

generuji. Proto dimR(A) = n.
4 +» 2 Stejné jako v predchozim piipadé, protoze r(A) = dim S(A) (7 defi-
nice r(A)). O
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Tvrzeni 4.20 Je-li A matice typu m X n a B matice typu n X p, pak plati
r(AB) < r(A),r(B).

Dukaz. Kazdy sloupec (AB)xk je linedrni kombinaci sloupctt matice A

(podle Véty ?7.1). Tedy (AB).x € L(A,1,..., A.n), protoL(Aq, ..., Ayp) €
L((AB).1,...,(AB).,).
Tedy S(AB) C S(A) = dimS(AB) < dimS(A) = r(AB) < r(A).
Podobé i r(AB) < r(B). Sta¢i pouzit rovnosti 7(AB) = dimR(AB),
r(B) = dimR(B). Z Véty 7?7.2 madme R(AB) C R(B), tedy dimR(AB) <
dim(B) = r(AB) <r(B). O

Tvrzeni 4.21 Je-li A,B matice typu m X n, pak plati
r(A +B) < r(A) +7(B) —dim(S(A) N S(B)) < r(A) + r(B).
Dikaz.
(A +B). = Au + Bup € S(A) +S(B)
S(A+B)=L((Ax + Bs1),..., (A, + Byy)) CS(A) + S(B)
r(A+B) =dimS(A + B) <dim(S(A) +S(B)) =
Podle Véty ?7?
-+ =dimS(A) + dim S(B) — dim(S(A) N S(B)) < r(A) + r(B)

|

Véta 4.22 Pro kaZdou matici A typu m X n plati
dimN(A) +r(A) =n.

Dukaz. Vime, 7ze N(A) C T", zvolime béazi {x1,...,xx} v N(A), dopl-
nime ji do baze T" {x1,...,Xk,¥1,---,¥n_k} podle Véty ??7. Dokazeme, 7e
{Ay1,...,Ay,_x} tvori bazi S(A):

1. generuji: S(A) = L(A,1,...,A.).

Je-liy € S(A)
n
y= Za:jA*j = Ax
j=1

kde x = (z1,...,2,)". Protoze {x1,...,%;} je baze v T" plati

k

Za x,—i—Zb]yj

=1
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k n n
Ax =) a;Ax;+ Y bjAy; =) bjAy; € S(A)
i=1 j=1 j=1

(prvni suma je pouze sumou nul protoze x; € N(A)).
Tedy Ax € L(Ay1,...,Ay,—). Proto {Ay1,...,Ay,_r} generuje S(A).
2. je linearné nezavisla: Necht

n—k
Y bjAy; =0
j=1

n—=k
AlY by =0
j=1

Tedy
n
W = Z bjyj € N(A)
j=1
Proto
n—k

D aixi+ Y (~bj)y;j=0

i=1 j=1
Protoze {x1,...,Xg,¥1,---,Yn—k} je linedrné nezavisla, plati: a; = =
ar=0=by=---=by, = {Ay1,..., Ay, k} je linedrné nezavisla.

{Ay1,...,Ay,_i} je tedy baze S(A), z toho vyplyva, ze iimS(A) = r(A) =
n—k=n—dimN(A) < dimN(A)+r(A)=n. O
Véta 4.23 Predpokladame, Ze A je matice typu m X n. Pak plati

1. dimS(A) =r(A),

2. dimN(A) =n—r(A),

3. dimR(A) = dimS(AT) = r(A),

4. dimN(AT) =m —r(A).

Dukaz.
1. 7 definice r(A).
2. Plyne ihned z Véty ?7.
3. 7 Diisledku ?? vime, 7e r(A) = r(A”), z definice hodnosti matice mame
r(AT) = dimS(AT), z Véty ?? vime, 7e dimS(A) = dimR(A).
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Tedy dimR(A) = dimS(A) = r(A) = (A7) = dim S(A”).

4. Je-li B = AT matice typu n x m, pak podle Véty ?? plati, ze dim N(B) +
r(B) = m, tedy dim(AT) + r(AT) = m, podle Dtsledku ?? navic plati, 7e
r(A) = r(AT). Tedy dimN(AT) + r(AT) = dimN(AT) + r(A) = m &
dimN(AT) =m —r(A). O

Véta 4.24 Frobeniova véta Soustava linedrnich rovnic Ax = b je resi-
telnd prave kdyz
r(A) =r(Alb).

Dukaz. Plati S(A) C S(A|b). Rovnost S(A) = S(A|b) nastiva pravé
kdyzb € L(A,1,...,A,,), coz je pravé tehdy, kdyz existuje x = (21, ...,2,)"
takovy, ze

b=> zAieb=Axs -
i=1
-+ & Ax = b je Tesitelna.
Rovnost r(A) = r(A|b) plati & S(A) = S(A|b) & Ax = b je feSitelnd. O

Priklad 4.2 Vzorec pro n-ty prvek Fibonacciovy posloupnosti.



Kapitola 5

Permutace

Definice 5.1 Vzajemné jednoznacné zobrazeni p : X — X nazgyvdme per-
mutace na mnoziné X. Je-li p permutace na mnozine X, pak inverzni zob-
razeni p~' : X — X nazgvdme inverzni permutace k permutaci p. Jsou-
li p,q dvé permutace na mnoziné X, pak sloZené zobrazeni, tj. permutaci,
gop:X — X, kterd prvku x € X prirazuje prvek q(p(x)) nazjvame slozeni
permutaci p a q (v tomto poradi). Identické zobrazeni1: X — X, pro které
plati (x) = z pro kaZdé x € X, nazjvame identickd permutace na mnoziné

X.

Lemma 5.1 Pro skladani permutaci na mnozine X plati:

1. por=10p=p pro kazdou permutaci p na mnoziné X,

1 1

2. pop~ =p~ op =1 pro kaZdou permutaci p na mnoziné X,

3. ro(qop) = (rogq)op pro kaZdé tii permutace p,q,r na mnoziné X.

Budeme se zabyvat vyhradné permutacemi na mnoziné {1,2,...,n}.
Mnozinu v8ech permutaci na {1,2,...,n} budeme nazyvat grupa vSech per-
mutaci na mnoziné {1,2,...,n} a budeme ji oznacovat S,,.

Permutace mizeme zapisovat rtiznym zptisobem. V piipadé permutaci
na konefné mnoziné X = {1,2,...,n} je mizeme zapsat pomoci tabulky.
Do tabulky napiSeme do horniho fadku ¢isla 1,2,...,n a pod kazdé ¢islo ¢
napiseme hodnotu p(7). Tak napiiklad

(123456789
P=\3 52941876

50
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je permutace na mnoziné {1,2,...,9}. Na potradi prvka v hornim radku

nezalezi, zapis
(91725346 8
P=\16 385 42917

Pokud se domluvime, Zze v hornim rfadku budeme psat cisla vzdy ve
stejném poradi 1,2,...,n, tak staci zapsat pouze druhy radek této tabulky
(3,5,2,9,4,1,8,7,6). Ne vzdy je ale takovd domluva vhodna.

Permutace miZzeme zapisovat rovnéz graficky. V roviné si zvolime body
1,2,...,n, a pokud permutace p zobrazuje prvek i do prvku j = p(i), pak
nakreslime §ipku z bodu 7 do bodu j = p(7). Takovému obrazku fikame graf
permutace p. Graf permutace je charakterizovan vlastnostmi

e 7z kazdého bodu i € {1,2,...,n} vychdzi pravé jedna Sipka, nebot
hodnota p(7) je uréena jednoznaé¢né pro kazdy bod i € {1,2,...,n},

e do kazdého bodu j € {1,2,...,n} vede pravé jedna Sipka, nebot pro
kazdy bod j € {1,2,...,n} existuje pravé jeden bod i € {1,2,...,n}
takovy, ze 7 = p(i).

Z grafu permutace je ihned vidét, ze kazda permutace se sklada z nékolika
cykli. Tak naptiklad uvedend permutace p na mnoziné {1, 2,...,9} se sklada
ze dvou cykli. Jeden je na bodech 1,3,2,5,4,9,6, ma délku 7, a druhy je na
bodech 7,8, m& délku 2. Permutaci tak mizeme zapsat v cyklickém zdpisu
jako

p=(1,3,2,5,4,9,6),(7,8).

Kazdy bod z mnoziny {1,2,...,9} se zobrazi do bodu, ktery v zipisu nésle-
duje tésné za nim ve stejné zavorce. Posledni bod v néjaké zavorce se zobrazi
do prvniho bodu v téze zavorce.

Pro obecnou permutaci p na néjaké konecné mnoziné X najdeme cyklus
obsahujici bod 7; € X tak, Ze postupné zapisujeme, kam se permutaci p
zobrazuje. Proto is = p(i1), i3 = p(i2), ..., tj. ix+1 = p(ix) pro libovolné k >
0. Protoze je mnozina X konec¢nd, musi se v posloupnosti i1, s, ... néjaky
prvek opakovat. Oznac¢me k + 1 nejmensi index takovy, zZe ixi; se rovna
nékterému z predchazejicich prvki posloupnosti i1, ...,7;. To znamend, ze
p(ix) = ik+1 € {i1,...,1x}. To znamend, Ze p(iy) = i; pro néjaké j < k.
Pokud by bylo j > 1, platilo by p(ix) = p(ij—1) = p;. Protoze i)y, byl prvni
prvek posloupnostiiq, s, . . ., ktery se rovnal nékterému z predchozich prvkii,
bylo by iy # ij_1, coz je ve sporu se vzdjemnou jednozna¢nosti permutace
p. Proto j = 1, tj. p(ix) = 41. Cyklus permutace p obsahujici bod i; se proto
rovnd (i1,i9,...,1). Pocet jeho prvki, tj. éislo k, se nazyva délka tohoto
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cyklu. Je také dobré uvédomit si, ze permutace p € 5, se rovnd identické
permutaci 2 pravé kdyz ma vS8echny cykly délky 1.

Cyklicky zapis rovnéz popisuje permutaci p jednoznacné stejné jako ta-
bulka nebo graf. Pokud jsou v permutaci néjaké cykly délky 1, tak je obvykle
v cyklickém zapisu vynechdvame. V tom ptipadé mluvime o redukovaném
cyklickém zdpisu permutace. Tak napriklad cyklicky zapis permutace

(12345678 9
{12456 78 309

qg=(1),(2),(3,4,5,6,7,8),(9)

a redukovany cyklicky zapis téze permutace ¢ je

se rovna

q=(3,4,5,6,7,8).

V pripadé redukovaného cyklického zapisu musime byt predem domluveni,
na jaké mnoziné je permutace ¢ definovana.

Skladani permutaci

Nejdiive si ukdzeme, jak najit tabulku slozené permutace q o p, zndme-li
tabulky permutaci p a ¢. Vezmeme napiiklad vyse uvedené permutace p, q.
Udélame si tabulku o tiech tadcich tak, ze horni dva fadky budou tvorit
tabulku permutace p a dolni dva radky tabulku permutace . Dostaneme

tak
9
6

I I

2 3
5 2
6 2

O O

5 6 7
4 1 8
5 1 3

o -3 oo

7

V kazdém sloupci mame pod prvkem i ve druhém fadku prvek p(i) a ve
tietim fadku prvek ¢(p(i)). Tabulku slozené permutace ¢ o p nyni dostaneme
tak, 7Ze vynechame druhy radek:

123 45 6 7 89
<462951387>'

Také graf slozeni dvou permutaci snadno ziskdme z grafii obou permu-
taci. Pro obé permutace pouzijeme stejnou mnozinu bodd v roviné. Mame-li
najit graf slozené permutace g o p najdeme napied Sipku v grafu p, kterd
vede z bodu i do bodu p(i) a potom navazeme Sipkou v grafu permutace ¢,

ktera vede z bodu p(i) do bodu ¢(p(i)). V grafu sloZené permutace g op pak
vede §ipka z bodu i do bodu g o p(i) = ¢(p(7)).
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O néco slozitéjsi je najit cyklicky zapis a redukovany cyklicky zapis slo-
zené permutace g o p, zname-li odpovidajici zapisy permutaci p a q. Pro
rizné otazky o permutacich je tieba zvolit vzdy ten zapis, ktery je pro te-
Seni prislusné ulohy nejvhodnéjsi.

Definice 5.2 Permutace t € S, se nazjvd transpozice, pokud md jeden
cyklus délky 2 a ostatni cykly deélky 1.

Pro zapis transpozic pouzivame nejcastéji redukovany cyklicky zapis ¢ =
(i, 7).

Lemma 5.2 KaZdou permutaci p € Sy, kde n > 2, lze vyjadrit jako sloZeni
transpozic.

Dukaz. Budeme predpokladat, ze p # 1. V permutaci p tak existuje
asponi jeden cyklus délky aspon 2. Oznacime si jej (i1,19,...,1;). Slozime
permutaci p s transpozici (i1,i9). Dostaneme tak permutaci (i1,i2) o p. V
této slozené permutaci se cyklus (i1, 49, ..., i) rozpadne na dva cykly (i1) a
(i9,...,1k), a vSechny ostatni cykly zlistanou beze zmény.

V permutaci (i, 43) o (i1,12) o p se tak plvodni cyklus (i1,i9,...,ix)
rozpadne do t¥1 cykla (i1), (i2) a (i3,...,i). Jednoduchou indukei podle &
tak dokadzeme, ze v permutaci

(ik—1,1k) © (g—2,9—1) 0=+ 0 (i1,72) o p

se puvodni cyklus (iq,49,...,%) rozpadne na k cykla délky 1 a vSechny
ostatni cykly permutace p ztistanou beze zmény.

Opakujeme-li cely postup s dalsim cyklem (jq,...,7;), dostaneme per-
mutaci

(Ji—1:1) © (Gi—2sJi—1) © ==+ 0 (J1, J2) © (ik—1, k) © (iky,ik—1) © - - 0 (i1,42) 0 P,

ve které se dva cykly (i1,79,...,1%) a (j1,-.., ;) puvodni permutace p roz-
padnou na cykly délky 1 a vSechny ostatni cykly ztstavaji beze zmény. Po-
stupné rozkladdme timto zptisobem dalsi cykly permutace p na cykly délky
1, dokud nedostaneme identickou permutaci 2. Existuji proto transpozice
t1,...,tm, pro které plati

tjmo---otiop=n1.

Protoze pro kazdou transpozici ¢ plati t = ¢t~ tj. t ot = 1, miZeme
posledni rovnost slozit z transpozici t,, zleva a dostaneme tak

tm—10...0t10p =1p,.
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Postupnym sklddénim s transpozicemi ¢, 1, ..., t; zleva tak dostaneme rov-
nost
p=1t10t30-0lp,

coz znamena, ze jsme permutaci p vyjadrili jako slozeni transpozic. V pripadé
identické permutace stac¢i vzit vyjadieni + = ¢ o ¢ pro libovolnou transpozici
te s, O

Lemma 5.3 Pocet cykli v permutaci p € S, a permutaci top, kdet € Sy,
je libovolna transpozice, se lisi o 1. RovnéZ pocty cykli v permutacich p a
pot selisi o 1.

Dukaz. Oznac¢ime ¢ = (i, 7). Napfed budeme piedpokladat, ze prvky i, j
lezi ve stejném cyklu (i1,..., 4k, j1, ..., ;) permutace p a i = iy, j = j;. Pak
plati, ze v permutaci ¢ o p se tento cyklus rozpadne na dva cykly (iq,...,ix)
a (J1,...,7;) a ostatni cykly zistanou beze zmény. Pocet cykli v permutaci
top je tak o 1 vétsi, nez pocet cykld v permutaci p.

Jsou-li prvky 4,5 z riznych cykla (i = i1,...,i) a (j = j1,...,7J1) per-
mutace p, potom ve slozeni ¢ o p se oba cykly propoji do jednoho cyklu
(115« yikyJ1,---, 1) a ostatni cykly ztstanou beze zmény, pocet cykla v
permutaci ¢ o p je proto o 1 mens$i nez pocet cykli v permutaci p.

Zcela stejné dokazeme, ze také pocet cyklt v permutaci pot se lisi o 1
od poc¢ti cyklid v permutaci p. O

Lemma 5.4 Jsou-lip=1tio---0tp ap=1wujo---ou dve riznd vyjadreni
permutace p € S, jako sloZeni transpozic, pak jsou obé ¢isla k,1 bud soucasné
sudda nebo jsou soucasné lichd.

Dukaz. Z rovnosti ¢ o --- 0ot = uy o--- o u; dostaneme postupnym
skladanim s transpozicemi ¢1,...,t; zleva rovnost

tpo---otjoujo---ou =1.

To znamend, ze pocet cykli v obou permutacich 2 a ¢ o0---otjoujo---ou; je
stejny a rovna se n. Podle predchoziho Tvrzeni ?? se pocet cykla v jakékoliv
permutaci zméni o 1, pokud ji slozime s transpozici. Proto musi byt pocet
transpozic k + [ ve slozeni t; o --- oty ouj o--- 0wy sudy, a tedy jsou éisla
k,l bud obé suda nebo obé licha. O

Definice 5.3 Permutace p € S, se nazyvd suda, pokud ji lze vyjadrit jako
sloZeni sudého poctu transpozic. Nazyva se lichd, pokud ji lze vyjadiit jako
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sloZeni lichého poctu transpozic. Definujeme také znaménko permutace p
jako 1, pokud je p suda permutace, a jako —1, pokud je p lichd permutace.
Znaménko permutace p oznacujeme jako sgn p.

Tvrzeni 5.5 SloZeni dvou sudych permutaci nebo dvou lichych permutaci
je sudd permutace. SloZeni sudé permutace s lichou (v jakémkoliv potadi) je
licha permutace. Specialné, pro kazZdou permutaci p € Sy, a kazZdou transpo-
zici t € Sy plati

sgn (top) =sgn(pot) = —sgn p.

Dukaz. Plyne okamzité z predchoziho Tvrzeni ?7?7. Pokud p = t10-- -0ty
ag=wujo--ou,pak gop=(ugo---ow)o(ty0---oty), permutaci gop
proto dostaneme jako slozeni k + [ transpozic. O

Lemma 5.6 Je-li k pocet cykli permutace p € Sy, pak sgn p = (—1)"*,

Dukaz. Permutaci p vyjadiime jako slozeni transpozic p = (ty0- - -ot;)os.
Pridanim indentické permutace 2 se slozeni nezméni. Identickd permutace 2
ma n cyklld, zatimco permutace p ma k cykld. To znamena, ze ¢islo [ musi mit
stejnou paritu jako ¢islo n — k (to znamend, ze obé ¢isla musi byt souc¢asné
sudd nebo soucasné lichd). Z Definice ?? tak plyne

sgn p= (=)' = (=1)"".

O

Uloha 5.1 Dokaite, 7e permutace p € S, je suda pravé kdyz ma sudy pocet
cykli sudé délky a je lichd pravé kdyz mé lichy pocet cykli sudé délky.

Priklad 5.1 Charakterizace fesitelnych a netesitelnych pozic u hry “15”.



Kapitola 6

Determinanty

Definice 6.1 Je-li A = (a;;) ¢tvercovd matice Tadu n s proky z télesa T,
pak definujeme determinant matice A jako cislo

det A = Z SN P - A1p(1)A2p(2) " Unp(n) € T.
pESn

Determinant matice A oznacujeme rovnéz |A|.

Pro zjednoduseni zapisu budeme nadéale v definici determinantu pouzivat
oznaceni p; = p(i) proi=1,2,...,nap € S,.

Priklad 6.1 Vypoctéte determinanty matic druhého a tietiho radu.

Lemma 6.1 Je-li A = (a;;) horni trojihelnikovd matice, pak det A =
a11G22 " Gnp.

Dikaz. Matice A je horni trojihelnikova pravé kdyz a;; = 0 kdykoliv
i > j. DokdZeme, Ze pro jakoukoliv permutaci p # ¢ je soucin a1y, agp, - * - Gpp, =
0. Protoze predpokladidme, ze p je neindentickd permutace, existuje j €
{1,2,...,n} takové, 7e p(j) # j. Je-li p(j) < j, je prvek ajp, = 0 a tedy cely
soucin ajp, agp, - - - anp, = 0. Pokud p(j) > j, oznacime k délku cyklu obsa-
hujici prvky j,p(4). Tento cyklus se pak rovna (j,p(5),p?(5),...,p* 1(4)).
Je-li tato posloupnost rostouci, plati 5 < p*~!(j). Oznacime i = pF~1(5).
Potom p(i) = j < i a prvek a;p,, = 0. V opacném piipadé existuje | < k — 1
takové, 7e pl(5) > p!*1(5). Opét ozmacime i = p'(j) a dostaneme, 7e i > p(i).
I v tomto pripadé je tak a1y, agp, - - - anp, = 0.

56
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V souctu definujicim determinant tak mtizeme vynechat vSechny s¢itance
pro neindentické permutace. Zbyva jediny sc¢itanec pro p = 1, ktery se rovna
a11a99 * + * Gpp. A protoZze identickd permutace je sudd, je tento scitanec se
znaménkem +. O

Priklad 6.2 Geometricky vyznam determinantii matic druhého a tretiho

radu.

Tvrzeni 6.2 Pro kaZdou ctvercovou matici A = (a;;) Tadu n plati
det A = det AT,

Duikaz. Oznacme si transponovanou matici AT = B = (b;;). Pro li-
bovolnou permutaci p = (p1,p2...,pn) € Sp (zdpis tabulkou) je soucin
1p, Qlpy ** Onp, = bp1bpy2 -+ by, . SOUCin aypy, aip, - - - app, se pri vypoctu
det A vyskytuje se znaménkem sgn p, zatimco tentyz soucin by, 1bp,2 - - - by, n
odpovida pii vypoétu det B permutaci p~' a ma tedy znaménko sgn p~! =
sgn p. V souctech definujicich det A a det B se tak vyskytuji stejné souciny
se stejnym znaménkem, proto det A = det B = det A”. O

Tvrzeni 6.3 Md-li matice A Tidu n dva stejné radky, pak det A = 0.

Dikaz. Predpokladame, 7e A, = Aj, pro ¢ < j, tj. aj; = ajx pro
kE=1,2,...,n. Ozna¢me t = (i,j) transpozici, kterd prohazuje i-ty a j-ty
radek. Zvolime libovolnou permutaci p € S,, a podivame se, jaké souciny v
souctu definujicim det A uréuji permutace p a ¢ = po (i,j) = p o t. Plati
q(i) = p(j), q(§) = p(7) a q(k) = p(k) pro k # i, j. Permutace p urc¢uje soucin

Sgn p . alpl PECEY aipz DY ajp] PECEEY anpn’
zatimco permutace ¢ = p o t urcuje soucin
Sgn q . alql PECEEY a’qu PECEEY a]q] DO anqn _=
f— Sgn (p (o] t) . alql PECERY aqu PECERY a]q] DTS anqn =

= _Sgnp.alpl...aipj...ajpi...anpn:

= _Sgnp'alm"'aipi"'ajpj"'anpn-

Je ¢ = pot # p nebot jedna z permutaci p, ¢ je sudd a druhd lichd podle
Tvrzeni ??. Soucet soucini uréenych permutacemi p, g se tak rovna

Sgnp.alpl ...aipi...ajpj...anpn+Sgnq.a1q] ...(]‘iqi...ajqj---(]‘nqn :0.
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Celou mnozinu indexi, tj. symetrickou grupu S,,, rozlozime do disjunktnich
dvojic permutaci {p, pot}. Tyto dvojice jsou skuteéné disjunktni. Z rovnosti
permutaci p = r plyne rovnost p ot = r o t. Podobné z rovnosti pot =rot
vyplyvi p = (pot)ot = (rot)ot =r arovnost p =r ot plati pravé kdyz
pot = (rot)ot = r. Pokud se tedy dvé dvojice {p,pot} a {r,rot} protinaji,
musi se rovnat. Cely soucet

E SgN P - A1p,A2p, * * * App,, € T.
PESn

definujici det A tak mutzeme rozlozit do neprotinajicich se dvojic, z nichz
soucet kazdé dvojice se rovna 0. Proto také

det A = Z SN P - A1p, A2p, * * * App, € T = 0.
DESy

O

Véta 6.4 Predpoklidame, Ze A = (a;j) je ctvercovd matice fadu n a B =
(bij) je matice, kterou dostaneme z matice A néjakou elementdrni rddkovou
upravou, pak

e det B = —det A, pokud jsme B dostali z A prohozenim dvou Tddki,

e det B = ¢-det A, pokud jsme B dostali z A vyndsobenim nékterého
radku prvkem 0 # ¢ € T,

e det B = det A, pokud jsme dostali B z A pomoci treti elementdrni
radkové upravy.

Dikaz. V piipadé prvni elementarni tpravy plati B;x = Aj, a Bj, =
A, pro n¢€jaké indexy i < j, a By, = Ay, pro k # ,j. Porovndme soucin
urc¢eny né€jakou permutaci p € S, v souctu definujicim det A a soucin ur-
Ceny permutaci ¢ = p ot v souc¢tu definujicim det B. Stejné jako v dukazu
predchoziho tvrzeni oznacuje ¢ transpozici (7, 7). Plati

Sgnq.blql...biqi...quj...bnqn :Sgn(pot).alpl...ajpj...aipi...anpn —

= —Sgnp.alpl "'aipi ...ajpj ...anpn_

V souctech definujicich det B a det A se tak vyskytuji stejné souciny, ale s
opa¢nymi znaménky. Proto det B = — det A.

Pro dtkaz druhého tvrzeni si pripomenme, 7e v matici B plati B;, =
cA;, pro ngjaké i € {1,2,...,n}, a By, = Ay, pro k # i. Plati proto
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bij = cai;j a byj = ayj pro libovolné j a k # i. Permutace p € S,, tak urcuje
v souc¢tu definujicim det B soucin

Sgn p . b1p1b2p2 PP bzpz o e bTLPn — Sgn p . a1p1a2p2 “ e Calpl o anpn frd

= C-SgN P - A1y, A2, - Ajp, ** * Ay, -

Soucin urc¢eny permutaci p v definici det B tak dostaneme ze soucinu urce-
ného stejnou permutaci p v definici det A vynasobenim skalarem c. Protoze
to plati pro kazdou permutaci p € S,,, dostavime rovnost det B = ¢ - det A.

Konecéné treti elementarni apravou k i-tému fadku matice A pri¢itame
c-nasobek j-tého radku. Budeme opét predpokladat 7 < j, pripad 7 > j
se dokaze zcela stejné. V tomto piipadé mame b;;, = a;; + caji pro kazdé
k=1,2,...,n. Déle by, = a;, prokazdé l #iak € {1,2,...,n}. Permutace
p € Sy urcuje v definici det B soucin

bip, = bip, + - bjpj by, = arp, - (aip; + Cajm) T Qypy c Gnpy, =
A1p, *** Gip; *** Qjp; *** Gy, + Q1py < (Cp ) -+ Ajp, <+ + A, =

a1p1"'aipi"'ajp]‘"'anpn+c'a1p1"'ajpi"'ajpj"'anpn'

Prvni s¢itanec v zavérecném souctu se rovna soucinu uréenému permutaci
p v det A, zatimco druhy séitanec se rovna c-nasobku soucinu urcéeného
permutaci p v determinantu matice, jejiz i-ty fadek se rovna j-tému radku.
Takova matice ma determinant rovny 0 podle Tvrzeni ??. Proto

det B = Z sgn p-bip, - bpp, = Z SgN P - A1p, -+ Gpp, = det A
PESn pESn

|

Vsimnéte si, ze v pripadé, kdy charakteristika télesa T je riznd od 2,
plyne Tvrzeni ?? z prvni ¢asti Véty ?7. Jsou-li v matici A dva fadky —
1-ty a j-ty — stejné, pak prohozenim téchto dvou fadki dostaneme matici
B = A. Podle prvni c¢asti Véty ?? plati det A = detB = —det A, tj.
det A 4 det A = 0. Protoze ma téleso T charakteristiku riiznou od 2, plyne
odtud det A = 0. Pouze v ptipadé, kdy mé téleso T charakteristiku rovnou
2, z rovnosti det A + det A = 0 nevyplyva det A = 0. V takovém piipadé je
nutné pouzit Tvrzeni 77.

Ddsledek 6.5 Pro determinanty elementdrnich matic 7adu n plati
e det Eij = —1,

e det E;(c) = ¢,
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e det EZ](d) = 1.
Pro kazZdou elementdrni matici E a libovolnou matici A téhoZ radu n plati

det EB = det E - det B.

Dukaz. Kazdou elementarni matici dostaneme z jednotkové matice I
odpovidajici elementarni ¥ddkovou tpravou. Protoze detI = 1 nebot jed-
notkova matice je horni trojihelnikova, plynou dodnoty determinantt vSech
elementarnich matic z Véty ?7.

Odtud rovnéz plyne druha ¢ast disledku za vyuziti Véty ??7. O

Véta 6.6 Ctvercovd matice A je requldrni pravé kdyZ det A # 0.
Dukaz. Podle Disledku 7?7 plati rovnost
det(EB) = det E - det B

pro kazdou elementarni matici E a ¢tvercovou matici B stejného tadu n.
Matici A prevedeme Gaussovou eliminaci pomoci elementarnich fadkovych
uprav do matice D v fddkové odstupnovaném tvaru. To znamend, ze exis-
tuji elementarni matice Ei,Es, ..., Eg, pro které plati D = E;---E;{A. S
vyuzitim predchozi rovnosti dostavame

detD =det(Ey---E1A) = detEp-det(Eg {---E{A) =
= detEg-detE;_q - det(Ek,Q e ElA) =

= detE;-detEj_1---det Eq - det A.

Determinanty elementarnich matic jsou nenulové podle Dusledku 7?7, plati
proto
det A #0 pravé kdyz detD # 0.

Podle Véty 3.9 je matice A regularni pravé kdyz D neobsahuje zadny nulovy
Fadek, coz je pravé kdyz det D # 0, nebot matice D je horni trojihelnikova
matice, a to je podle pravé dokdzané ekvivalence pravé kdyz det A #£ 0. O

Pomoci predchozi véty snadno dokdzeme nésledujici dilezitou wvétu o
soucinu determinantd.

Véta 6.7 Pro kazdé dvé ctvercove matice A, B Tdadu n plati

det(AB) = det A - det B
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Dukaz. Je-li matice A singuldrni, plati 7(A) < n, a proto také podle
Dusledku 6.20 7(AB) < r(A) < n, sou¢in AB je proto také singularni
matice. Z rovnosti det A = 0 tak plyne det(AB) = 0 a dokazovana rovnost
det(AB) = det A - det B tak plati v piipadé, ze A je singuldrni matice.

Pokud je A reguldrni matice, miizeme ji podle podle Tvrzeni 3.12 vyja-
drit jako soucin elementarnich matic A = Ey - - - E1. Potom plati

det(AB) = det(Eg---E1B)=detE;---detE;-detB =
= det(Eg---E1)-det B =det A - det B.

O

Nyni se budeme vénovat zakladni metodé vypoctu determinantt — roz-
voji determinantu podle Tadku piipadné podle sloupce.

Definice 6.2 Je-li A = (aj;) ctvercovd matice fadun, pak proi,j € {1,2,...

oznacujeme M;; ¢tvercovou matici vddu n — 1, kterou dostaneme z A vyne-
chdanim i-tého radku a j-tého sloupce. Nazjvdme ji minor matice A odpo-
vidajici mistu (i, §). Cislo m;j = (—1)"*7 det M;; nazgjvdme kofaktor matice
A urceny mistem (4, j). Matici M = (m;;) nazgvdme kofaktorova matice ur-
dend matici A a transponovanou matici M nazjvime adjungovani matice
k matici A. Adjungovanou matici k matici A budeme oznacovat adj A.

Véta 6.8 Pro kaZdou ctvercovou matici A = (a;j) Tddu n a kaZdé i,j €
{1,2,...,n} plati

n
o det A = a;imii + aipmys + - -+ @inMin = Y p_1 GikMik,
det A = =3
o det A = ajymij + agjmoj + -+ + GnjMpj = Y p_q QM -

Dukaz. Dokazeme prvni z obou tvrzeni o rozvoji determinantu podle i-
tého rddku. Druhé tvrzeni o rozvoji determinantu podle j-tého sloupce pak
vyplyne z rozvoje podle j-tého Fadku a z Tvrzeni ?7?.

Zac¢neme tim, Ze se podivame na vSechny souciny v souc¢tu definujicim
det A, které obsahuji ¢initele a,,. Tyto souciny jsou urcené permutacemi
p € Sy, pro které plati p(n) = n. Kazdy takovy soucin ma tvar

SgNP - A1p; A2ps * * * Ap—1p,_10nn-

Soucet vSech téchto soucini se potom rovna

E SgNP-Qip, A2p, *** Apn—1p, 10nn = Ann* § SgNP-G1p, A2py =~ An—1p, ;-
p(n)=n p(n)=n
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Pokud kazdou permutaci p € S,,, pro kterou plati p(n) = n, z0Zime na
mnozinu {1,2,...,n — 1}, dostaneme permutaci ¢ € S,,_1. Permutace ¢
ptsobi na mnoziné, kterda ma o jeden prvek méné, a sama mé také o jeden
cyklus méné, nez permutace p. Proto sgn g = sgnp. Kazdou permutaci ¢ €
Sp—1 muzeme naopak jednoznac¢né rozsitit do permutace p € S, tak, ze
dodefinujeme p(n) = n. Kazdy ¢len sgnp - aip,azp, - - an_1p,_, v druhém
souctu v posledni rovnosti se proto rovna sgnq - ai4,a2¢, * - * An—14,_,, kde q
je zzeni permutace p na mnozinu {1,2,...,n — 1}. Druh4 suma v posledni
rovnosti se proto rovna

E SN - A1q,02gy * " * On—1g,_, = det My,
q€5n71

soucet vsech soucintt v det A obsahujicich prvek ay,, se tak rovna soucinu
ann - det My,

Nyni se podivame, jak vypadaji vSechny souciny v det A obsahujici prvek
a;j. K tomu tcelu postupné zaménime i-ty fadek matice A s (i + 1)-nim
fadkem, potom s (i+2)-hym faddkem, atd. az s n-tym Ffadkem. Dostaneme tak
matici, jejiz n-ty fadek se rovna i-tému radku matice A a poradi ostatnich
fadkl se nezménilo. Specialné, prvek na misté (n,j) nové matice se rovna
Qjj-

Déle pokrac¢ujeme tak, ze postupné prohazujeme j-ty sloupec s (5 + 1)-
nim sloupcem, pak s (j + 2)-hym sloupcem, a tak dile az nakonec s n-
tym sloupcem. Dostaneme tak nakonec matici B = (b;;), pro kterou plati
bun = a;j, a dale minor N,,,, matice B odpovidajici mistu (n,n) se rovna
minoru M;; matice A odpovidajicimu mistu (4,5). Soucet vSech soucint
v det B obsahujicich prvek b,,, se podle predchozich dvou odstavci proto
rovnd by, - det Ny, = a;; - det M;;.

Matici B jsme dostali z matice A pomoci n —i elementarnich radkovych
uprav prvniho druhu a déle pomoci n — 5 elementarnich sloupcovych tprav
prvniho druhu. Kazda z téchto tprav méni znaménko det A podle Véty ?7?
a Tvrzeni 77, plati proto

det B= (—1)""""Jdet A = (—1)""/ det A.

Protoze det A = (—1)"*J det B, soudet vSech souéinti v det A obsahu-
jicich prvek a;; se proto rovnd souctu vSech soucinii v det B obsahujicich
prvek by, = a;; s koeficientem (—1)"+J. Podle piedchoziho odstavce se tak
soucet vSech soucinii v det A obsahujicich a;; rovna

(*1)i+jbnn . det qu = (l,jj . (*I)H—j det M7J = a,,;jmij,
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kde m;; je podle Definice 7?7 kofaktor matice A urceny mistem (i, 7).
Protoze v kazdém soucinu v souc¢tu definujicim det A se vyskytuje pravé
jeden prvek z i-tého fadku matice A, plati

n n
det A = ajymi+aipmio+- - Fammi, = Z agjpmiy = Z(_1)2+kaik det My
k=1 k=1

O

Uloha 6.1 Spoéitejte determinant Vandermondovy matice a rozhodnéte,

kdy je Vandermondova matice regularni.

Reseni. Oznacime

1 t§ R

1t 2 - g7

WOstls'“’tn = : :

1 ot, 2 .. "
determinant Vandermondovy matice fadu n urcéené prvky to,¢1,...,%, € T.
Pokud se dva z prvki ¢g,%1,...,t, rovnaji, ma Vandermondova matice dva
stejné radky a jeji determinant se proto rovna 0 podle Tvrzeni ?7?7. Budeme
proto nadéle ptredpokladdat, ze vsechny prvky %o,%1,...,%, jsou navzijem

ruzné.
Napred odecteme prvni fadek od vSech ostatnich. Determinant se podle
Véty ?? nezméni, dostaneme tak

1t 7SRRI, 7

0 t1—ty t3—13 -+ ] —1t0
Wo,tl,...,tn = . .

0 t,—ty t2—12 - 0 —10

Nyni determinant rozvineme podle prvniho sloupce a dostaneme vyjad-
feni

ty—ty t3—t3 .- 7 —t2

tg—ty t3—t3 .- th—to
Wo,tl,...,tn = .

th —ty 12 —t2 oo 7 — 47

Déle pouzijeme znamy algebraicky rozklad

tl—th = (ti —to)(t] ' +t] Pto+-tith Tt = (i — to)cij,
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kde jsme pro jednoduchost oznacili

7j—1
cij =t o+t )T = T
k=0

Specidlné plati ¢;1 = 1 pro libovolné s = 1,...,n. S pouzitim tohoto oznaceni
dostavame
(t1 —to)err  (t1 —to)erz --- (t1 —to)cin
(ta —to)ear  (t2 —to)caa -+ (t2 —to)can
‘/to,tl,...,tn = . . . .
(tn - tO)Cnl (tn - tO)ch te (tn - tO)Cnn
7 1-tého tadku mizeme vytknout ¢; — tg pro kazdé 1 = 1,...,n a dosadit

c;1 = 1, proto

I co -+ ¢
- I ey -+ cop
‘/to,tl,...,tn — H(tz - tU)
i=1 :
I cp2 -+ cnm

Nyni ¢;9 = t; + to pro kazdé 1 = 1,...,n. Pokud tedy odecteme od
druhého sloupce ty-nasobek prvniho sloupce, dostaneme

1 t1 a3z - cp
L 1 29 c3 -+ cop
Viosti ot = | [ (ti = t0)
i=1
1 &, cu3 -+ cnn

Podobné ¢;3 = t? —tito —|—t% prokazdé i =1,...,n. Odeéteme tedy od tietiho
sloupce t%—nésobek prvniho sloupce a tp-nasobek druhého sloupce. Potom

1 tl t% Clg4 -+ Cip
n 1 tQ t% Co4 o Cop
Viostseotn = | [ (5 = t0)
=1 5
1 t, &, cpa -+ cnn
Postupné tak dostaneme
n

Vto,th---,tn = H(t1 - to) : Vt1,---,tn
=1
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Posledni vyraz je rekurentni formule, pomoci které jiz vypocitame hodnotu
Vio.tr,...tn Vandermonodova determinantu fddu n + 1. Za¢neme hodnotami
pro malé n.

‘/to = 17 V;fo,tl =t — th V;fo,tl,tg = (tQ - tO)(tQ - tl)(tl - tO)

Pokud induktivné predpokldadédme, Ze

‘[to,tl,...,tn71 = H (t'L - t])’

n n
Viodiotn = (H(ti — to)) Vit oot = H(ti — to) H (ti — 1) =
i=1 i=1 i>j
i,j=1,..., n
= H (ti — t])
i>7
i,j=0,..., n

Tim je hodnota Vandermondova determinantu dokazana pomoci mate-
matické indukce. VSimnéte si, ze rovnost

Wo,t1,~~~,tn = | | (ti - tj)
i>j
1,7=0,...,n

plati i v pripadé, kdy se dva z prvka tg,t1,...,%, € T rovnaji. Vander-
mondova matice je tak reguldrni pravé kdyz jsou prvky tg,t1,...,t, € T
navzajem ruzné. O

Priklad 6.3 Shamirovo schéma pro sdileni tajemstvi

Tvrzeni 6.9 Je-li A reguldrni matice, pak

1
Al=—— adjA.
detA Y
Dukaz. Adjungovand matice adj A = (n;;), kde n;; = m;;, minor matice
A uréeny mistem (j,7). V sou¢inu A -adj A se prvek na misté (i,7) na hlavni
diagonale rovna souctu

n n

Z ik Nk = Z ajrm;, = det A

k=1 k=1
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podle Véty ??. Prvek na misté (7, j) mimo hlavni diagondlu v soucinu A -
adj A, tj. pro i # 7, se rovna

n n
Y awnk; =Y aixmjp.
k=1 k=1

Posledni soucet se rovna rozvoji determinantu podle i-tého Ffadku v matici,
kterou dostaneme z matice A nahrazenim j-tého fadku A, fadkem A;,.
Minory mji pro k = 1,...,n se tak nezméni a nova matice ma dva stejné
radky. Jeji determinant se proto rovna 0 podle Tvrzeni ??7. Proto plati rovnéz

n

Z aikmjk =0.

k=1

Soucin A - adj A mé proto nenulové prvky pouze na hlavni diagonéile, a ty
se vSechny rovnaji det A. Plati tak A - adj A = det A - I,,, neboli

1
-1 _ . .
A7 = Tt A adj A.
O

A nakonec vzoredek pro TeSeni soustavy linedrnich rovnic s regularni
matici. Tomuto vzorecku se fikd Cramerovo pravidlo.

Tvrzeni 6.10 Je-li Ax = b soustava n linedrnich rovnic o n nezndmych s
requldrni matici A, pak pro 7 =1,2,...,n plati

det A]’
zj =
7 detA’
kde A; = [Asi]| - |Ayj—1|b|Ayji1]| -+ |Aup] je matice, kterou dostaneme z

matice A nahrazenim i-tého sloupce sloupcem pravich stran b.
Dukaz. Soustava ma jediné fefeni x = A~'b. Dosadime za inverzni
matici A1 jeji vyjadieni podle piedchozi Véty ?7?

_ 1 .
A 1:made

Dostaneme tak rovnost

1
= ——.adjA -b.
X ot A adj b
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Pro j-tou soutadnici feSeni x = (z1,...,z,)’ pak plati

1 1 "
T = qe A pdiALD = g0 kzm’”b’“

kde b je k-ta souradnice vektoru b pravych stran. Soucet
n
D> b
k=1

jerozvojem podle j-tého sloupce determinantu matice A, kterou dostaneme
z matice A nahrazenim sloupce A,; vektorem pravych stran b. O



Kapitola 7

Skalarni soudin

V této kapitole budeme pracovat pouze nad télesy redlnych a komplexnich
¢isel. Symbolem Z budeme oznacovat ¢islo komplexné sdruzené k cislu z, tj.
je-li x = a +ib, pak T = a — ib.

Definice 7.1 Je-li A = (a;j) matice nad kompleznimi &isly typu m x n, pak
matici A* = (b;j) typu n X m nazgvime hermitovsky sdruzena k matici A,
pokud b;; = aj; pro kaZdé i,j.

Definice 7.2 Jsou-lix = (z1,...,2,)" ay = (y1,...,yn)" dva aritmetické
vektory z C™, pak definujeme standardni skalarni soudin vektori x,y jako
cislo

n
<xy>=x'y =) Ty

i=1
V pripade, Ze x,y jsou prvky redlného aritmetického prostoru R"™, pak
standardni skaldrni soucin vektori x,y je cislo

n
<xy>=x"y =Y ziyi
=1

Tvrzeni 7.1 Zakladni vlastnosti skalarniho soudinu. Jsou-li x,y,z €
C" (nebo x,y,z € R"), pak plati

1. < x,y > je nezaporné redlné cislo,
2. <x,x >=0 prave kdyz x = 0,

3. <x,ay >=a <X,y > pro kaZdy skalir a,

68
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4. <x,y+z>=<xy>+<X,2 >,
5. <x,y>=<y,Xx >, (nebo < x,y >=<y,x >).
Dukaz.
n
<x,X >=Zx_ixi >0
i=1
protoze T;x; > 0Vi=1,...,n.
2.<x,x>=07,=0Viex=0
3. <x,ay >=x*-(ay) =a- (x'y) =a <x,y >

4. <x,y+z>=x"(y+z) =x'y+x'z=<xy >+ <x,2 >
.

n n
<y,x > :ZExl :Zx_zyz =<x,y >

i=1 i=1
]

Cviceni 7.1 Dokazte pouze s pouzitim Tuvrzeni 7?7, Ze plati pro kazdé vek-
tory x,y,z € C" a skaldr a € C (nebo x,y,z € R" a skalir a € R)

1. <x+4y,z>=<x2>+4+<Yy,z >,
2. <ax,y >=a < x,y > (nebo < ax,y >=a < x,y >),
3. <0,x>=<x,0>=0.

Pomoci skalarniho souc¢inu mizeme definovat délku (jinak feceno normu)
vektort a thel mezi nimi.

Definice 7.3 BEuklidovskd norma wvektoru x = (z1,...,2,)7 € C" je defi-
novana jako cislo

n
Ix|| = V<x,x>=Vx*x = Z | ;]2
=1

Je-li x € R", pak
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Cvicéeni 7.2 Dokazte, Ze pro euklidovskou normu libovolného vektoru x €
C" (nebo x € R") a libovolny skaldr a plati

1 x| =0,
2. ||x]| = 0 prdavée kdyz x = 0,
3. |lax[| = laf - [x]].

V nasledujici vété dokazeme dulezitou Cauchy-Schwartzovu- Bunjakovského
nerovnost.

Véta 7.2 Cauchy-Schwartzova-Bunjakovského nerovnost Pro libovolné dva
vektory x,y € C" (nebo R™) plati

| <xy>[<x[- ¥l

rovnost nastdva pravé kdyZ y = ax pro nékjaky skalir a € C.

v

Dikaz. Je-li x = 0, pak tvrzeni zjevné plati. Predpoklidejme tedy, ze
x # 0.
Najdeme a € R(C) takové, ze < x,ax —y >=0.
<X aX—y >=<X,0Xx>+ <X,y >=a<xx> -1 <xy>=0=

— <xy>
a =
[

0< lax—y|?> =< ax—y,ax—y >=a<ax—y,x > — < ax—y,y >=...
Poznamka: Déle pracujeme v C.

Loma<ax, x> —a<y, x> —<ax,y > +<y,y >=
—aa<xXX>—-a<y,Xx>-a<xy>+<y,y>=

—JaPx? (e < y,x > +aT®%T ) + Iyl = ...

Dosadime za a:

_\<x,y>|2 <xXy><y,x> <y, x><X,y> 9
ETRE =P =2 Tyl

xI2lyl? _ [<xy>[*
] ]

_l<xy>P o, I<xy>]

2 _
x| e =

=

S 0< x| IyllP — [ <xy > = <xy > < x| [lyll
O

Nasledujici trojihelnikova nerovnost plati jak pro komplexni tak pro
realné vektory.
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Tvrzeni 7.3 Pro libovolné dva vektory x,y € C" (x,y € R") plati
[x+yll < =]+ [lyll-
Ditkaz. |[x +y|[|? =< x+y,x+y >=<xx>+ <x,y >+ < y,x >
+ <y, y >=[Ix[* + 2Re(| <x,y > [) + [yl < ...

Poznamka: 2Re(| < x,y > |) <2| <x,y > | <2|x|||ly|| podle Véty ??.
< P 20yl lly 1 = (ll + llylD? D

Priklad 7.1 Geometricky vyznam skaldrniho soucinu dvou vektorti z R".

Definice 7.4 Duva vektory x,y € C" (nebo x,y € R") nazgvime kolmé,
plati-li < x,y >=0.

Definice 7.5 MnoZina vektori {ui,ug,...,ur} C C" (nebo R™) se nazjvd
ortogondlni, plati-li < u;,u; >= 0 kdykoliv i # j. Ortogondlni mnoZina se
nazyvd ortonormdlni, plati-li navic |[w;|| =1 pro kazdé i =1,... k.

Tvrzeni 7.4 KaZdd ortogondlni mnozina vektori v C™ (nebo v R™) je li-
nedrné nezdvisld.

Dukaz. Necht {x1,...,x;} je ortogonélni. Necht a;x; + - - + axx = 0.
Chceme a1 = --- = q; = 0.

k
<X, a1X1 + - Fapxp >=0= Zaj <x3,%x; >=0
=1
Pro i # 7 jsou vSechny ¢leny rovny 0. Pokud ¢ = j: a; < x;,%; >= 0= a; =
0vi. O

Definice 7.6 Ortonormélni baze v podprostoru P C C™ (nebo P C R™) je
baze P, ktera je soucasné ortonormdlni mnozinou.

Tvrzeni 7.5 Bud {uy,...,ux} ortonormdlni baze podprostoru P prostoru
C" (nebo R") a x € P. Pak plati

k
x:2<u,;,x>u7;.

=1
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Dukaz. Necht x = ajuy + --- + apuy
k k
Vi< u;,x >=< u;, Zaiuj >= Zai <u,u; >=a; < u;,u; >=aq;

J=1 J=1

Pozndmka: < u;,u; >=0Vi # j,<u;,u; >=1proi=j. 0O

Definice 7.7 Je-li {uy,...,ux} ortonormdlni bdize podprostoru P prostoru
C" (nebo R") a x € P, pak vyjadieni
k
X=Z<ui,x>ui.
i=1
nazyvdme Fourieruv rozklad vektoru x vzhledem k bdzi {uy,...,u;} a koefi-

cienty < u;,x > tohoto rozkladu nazjvame Fourierovy koeficienty vektoru x
vzhledem k bazi {uq,...,uy}.

Tvrzeni 7.6 Je-li {uy,...,u;} ortonormdlni bdze podprostoru P prostoru
C" (nebo R") a x = Zle a;u;, y = Zle bju;, pak plati

k
<X,y >= Zazlh
=1

Dukaz.

k k E ok k
<x,y >=< Zaiui,ijuj >= Z Za_zb] <ug,u; >= Za_zbz
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
Pozndmka: < u;,u; >=0Vi # j,<u;,u; >=1proi=j. 0O
Kapitolu o skalarnim souc¢inu zakonéime obecnou formulaci Pythagorovy
vety.

Tvrzeni 7.7 Pythagorova véta Vektoryx,y € R" jsou ortogondlni pravé
tehdy kdyz plati
2 2 2
Ix+yl” = [Ix[" + 1yl

Duakaz. — Jsou-li x,y kolmé, plati < x,y >= 0.
Potom ||x +y|? =< x+y,x+y >=<xx>+2< X,y > + <y,y >=
Il + lly
+ Pokud platf [|x + y|> = x| + |ly]l? = 2 < x,y >= 0 = x,y jsou na
sebe kolmé.

O



Kapitola 8

Gram-Schmidtova
ortogonalizace

V této kapitole budeme fesit nasledujici ulohu.

Je dana posloupnost x1, X9, . . ., x; prvki linedrné nezavislé mnoziny {x1, xa, . ..

vektori z prostoru C™ (nebo z R™). Nas§im tikolem je najit posloupnost
up, uy, ..., u; vektoriiz C" (nebo z R") takovou, ze mnozina {uy, ug, ..., w}
je ortonormdlni a navic pro kazdé k = 1,...,0 plati L{xy,x9,..., X} =
L{ul, ug, ..., uk}.

P¥i konstrukei ortonormélni mnoziny {uj, us,...,u;} budeme postupo-
vat indukci podle k.

Pro k =1 zvolime

X1
u) = /.

(St
Jmenovatel zlomku je nenulovy, nebot x; # 0, protoZe linedrné nezavisla
mnozina nemize obsahovat nulovy vektor. Déle ||u; || = 1 podle Cvi¢eni ??.2.

Predpoklddejme nyni, ze pro néjaké k > 1 a k < [ uz mame sestrojenou
ortonormalni mnozinu {uy,...,ux}, pro kterou plati L{xy,x9,...,x;} =
L{u;,uy,...,u;} pro kazdé i = 1,...,k. Budeme hledat nutné podminky,
které musi vektor ui,; splnovat. Vektor ui; musime zvolit tak, aby pla-

tila rovnost L{xy,x9,...,Xx11} = L{uj,ug,...,ux1}. ProtoZe xj1 €
L{Xl,Xg, ces ,Xk+1} = L{ul, ug, ... ,uk+1} a {ul, ug, ... ,uk+1} ma byt orto-
normélni baze podprostoru L{uy, ug, ..., uxy1}, musi mit vektor x5 Fou-

rieruv rozklad podle Tvrzeni 77, tj.

k+1

Xk+1 = E < Uj, Xg41 > Uy
J=1
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Musi byt < ugi1,xk11 >7 0, v opaéném piipadé by totiz platilo
xp+1 € L{ug, ug, .. up} = L{xy, Xo, ..., Xp ],

coz by bylo ve sporu s linedrni nezavislosti mnoziny vektora {x1,...,Xgy1}.
Je tedy < ugy1,Xpr1 ># 0 a z rovnosti pro x; 1 mizeme tedy vypocitat

k
X1 = D=1 < W5, Xpy1 > Uy
< Ugp1, X1 >

Upy1 =

Déle mé byt |[upi|| = 1, tj. musi byt

k
| < Upg1,Xpq1 > | = [[Xpg1 — Z < uj, Xgq1 > .
j=1

Vsimnéme si, ze uvedenou normu zname, nebot zavisi pouze na vektorech
uy,..., U, které vSechny zname na zdkladé indukéniho predpokladu. Ozna-
¢ime tuto normu vj1. Dostali jsme tedy nutnou podminku pro vyjadieni
vektoru ugq:

k
Xp1 = Djo1 < W, Xpy1 > U

Vi1

Uil =

Skutecnost, ze tato podminka je také postacujici, je obsahem nésledujici
vety.

Véta 8.1 Bud {xi,Xa,...,X;} linedrné nezdvisld mnozina vektori z C"
(nebo z R™). Polozme
X1
u = ——
%4

a pro kazdé k=1,...,1 —1

k

Xpt1 = Djo1 < W, Xpy1 > U

Up41 = Vbit 3
+

k
kde vgi1 = [[Xp41 — D251 < uj,Xpq1 > g
Potom je {uj,ug,...,u;} ortonormdlni mnozina a plati

L{X],XQ,...,Xk} :L{U],UQ,...,Uk}

pro kazde k=1,...,1.
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Dukaz. Ziejmé ||u;|| = 1 pro kazdé ¢ = 1,...,[. Indukei podle £ doka-
zeme, ze pro kazdé ¢ < k plati < u;,up >= 0. Pro k = 1 toto tvrzeni plati,
nebot zadny vektor u; pro ¢ < 1 neexistuje. Piedpokladejme tedy, 7e pro
néjaké k > 1 a k < plati < u;,u;, >= 0 pro kazdé ¢ < k. Zvolme libovolné
1 < k + 1. Pak plati

k
—1
<w,ugq4; > = < ui,yk+1(xk+1 — Z <uj,Xpy1 > llj) >

Jj=1

k

-1
= Vk+1(< u;, Xpp1 > —Z < U, Xpy1 > - < U4, Uy >)
Jj=1

—1

Tim je dokdzano, ze {uj,us,...,w;} je ortonormalni mnozina. Zbyva
dokézat, ze
L{Xl,XQ, e ,Xk} = L{ul, u9, ... ,uk}

pro kazdé k =1,...,l. Opét budeme postupovat indukci podle k. Pro k =1
tato rovnost ziejmé plati, nebot u; je nenulovym skaldrnim nasobkem x;.
Predpokladejme, 7e pro né&jaké k > 1 a k < [ plati L{x1,x2,...,Xx} =
L{u;, uy,...,u;}. Protoze

k
Xpt1 = D1 < W), Xpy1 > U

Upt1 =
Vi+1 ’
plati ug41 € L{ul, e, Ug, Xk+1} C= —L{Xl, vy X Xk+1} a tedy
L{ula ug,... 7uk+1} - L{Xla s 7Xk;xk+1}'

Opacnou inkluzi dokdzeme podobné pomoci indu¢niho predpokladu a vyja-
dieni

k
Xpt1 = V41041 + Z < uj,Xg41 > Uj.
i=1
O
Konstrukce mnoziny {uj,us,...,w;} vede k nésledujicimu klasickému

Gram-Schmidtovu algoritmu.

Algoritmus 8.1

input xi,...,x,
output uy,...,u,
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X1
W e
for k=2,...,1,
k—1
Uy < Xp — Zj:l < uj, X > uy,
uj
Uk < T,

Nésledujici véta o Q R-rozkladu je maticovou formulaci Gram-Schmidtova
algoritmu.

Véta 8.2 Bud A = (ai;) matice typu m xn nad C (nebo nad R) s linedrné
nezavislymi sloupci. Pak existuje matice Q typu m X n s ortonormdalnimi
sloupci a horni trojuhelnikova matice R radu n s kladngmi prvky na hlavni
diagondle takove, Ze plati A = QR..

Diikaz. Oznacme a; = A,; sloupcové vektory matice A. Potom a4, ..., a,
je linedrné nezavisld mnozina vektort z C™ (nebo z R™). Podle Véty ?? tvori
vektory qi,q9,...,q, definované jako

al
a=—, v =|ai
41
a
k—1 k—1
ap — D im1 <93 > Qi
qi = e ©ove=lag— Y <aqiap > qif,
14 X
=1
pro k =2,...,n, ortonormalni mnozinu v C™ (R™).
Vzorce definujici q1,qo, - . . ,q, prepiSeme ve tvaru
ar = ndqu,
a = VpQrt <dqu,ap>dqrt ot <Qr-1,85 > Qg1
prok=2,...,n.
Oznacime-li Q = (qi1|qz2| - |an) a
vy <dqr,az > <q,az3> - <qpap >
0 2 <qz,az3 > --- <qgap>
0 0 V3 o < Qg ap >
R=| . . ’. :
0 0 0 - < Qp_1,a, >

0 0 0 v
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pak posledni vztahy vyjadiujici a;, a9, ..., a, znamenaji, ze A = QR. O
Klasicky Gram-Schmidttv algoritmus neni numericky stabilni. Jeho sta-
bilitu Ize vylepsit (i kdyz ne tplné zarucit) pomoci jiného usporadéani jednot-
livych algebraickych operaci pii vypoc¢tu ortonormélni mnoziny {uy, ..., u;}.
Numericky stabilni procesy ortogonalizace si ukazeme v pristi kapitole.

Formule
X1

il

k—1
X — Zj:l < uj, Xk > uy

up

W = E—1 ’
%11 — 225201 < uj, x> uy|
pro kazdé k = 2,...,1, si prepiSeme nasledovné.
Ozna¢ime Uy = 0,41 nulovy vektor dimenze n a Up = (uj|ug|--- [ug_1)

matici typu n x (k— 1) pro k = 2,...,1. Potom plati pro kazdé k > 1

u’{xk < ui, X >
i usxy < ug,x; >
Uka = . == .
u; X < Up_1,Xp >
a tedy
k—1
Ukszk = Z <uj,Xg > uy,
Jj=1
a
k—1
X — Z <uj, Xk > uj =X — Ukszk = (In — UkUZ)xk
Jj=1

Pii zapocteni toho, 7ze U; = 0,,%1, plati posledni rovnost pro kazdé k£ > 1.
To znamena, 7ze

(In — U Up)xg
(I — U U ) x|

u, =

pro kazdé k =1,...,1.
Matici I, — U, U}, vyjadiime jako soucin jednodusSich matic. Oznacime
E,=1I,aE; =1, —u;_1u*, pro:> 1. Potom plati

E2E1 = In—ulu’{

E3E2E1 = In — 111111< — 112113

* * *
Ek s E3E2E1 = In — 111111 — 112112 — e — uk,1uk71,
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pti vypoctu jsem pouzili ortogonalitu vektord u;.

Vektory u; ziskané klasickym Gram-Schmidtovym algoritmem tak mii-
zeme vyjadrit ve tvaru
. Ek ce EQElxk

|Ek - - EoEny x|

u;

prok=1,2,...,1.
Uvedené vyjadieni vektortu u; vede k nasledujicimu modifikovanému Gram-
Schmidtovu algoritmu.

Algoritmus 8.2

input xi,...,x,
output uy,...,u,,
X1
W Tl
for k=2,...,1,
for j =k, ..., I,
u; <—Ekuj,
Uy
W T

Diukaz posledniho tvrzeni této kapitoly vyplyva z vypocti pred formulaci
modifikovaného Gram-Schmidtova algoritmu.

Tvrzeni 8.3 Modifikovany Gram-Schmidtiv algoritmus vede ke stejné orto-
normalni posloupnosti uy, ..., u; jako klasicky Gram-Schmidtuv algoritmus.

Ani modifikovany Gram-Schmidtiv algoritmus neni numericky stabilni
pro vSechny typy tloh. Nicméné je o néco stabilnéjsi nez klasicky algoritmus.
Miizete si to ovérit v nasleujici tloze.

Uloha 8.1

Pouzijte aritmetiku s plovouci ¢arkou, ktera zaokrouhluje na tii platna
mista a obé varianty Gram-Schmidtova algoritmu k ortogonalizaci posloup-
nosti vektort x; = (1,1073,10~)T, xo = (1,1073,0)T a x3 = (1,0,1073)7.
Zatimco modifikovany Gram-Schmidtiv algoritmus dava tii vektory, které
jsou tak ortonormélni, jak jen to je v aritmetice zaokrouhlujici na tii platnéa
mista mozné, u klasického Gram-Schmidtova algoritmu druhy a tieti vektor
nejsou prilis kolmé.



Kapitola 9

Ortogonalni a unitarni
matice

Také v této kapitole budeme pracovat pouze nad télesy realnych a komplex-
nich ¢isel.

Definice 9.1 Ctvercovd matice U #ddu n nad C (nebo nad R) se nazjvd
unitdrni (nebo ortogondlni), tvori-li jeji sloupce ortonormdlni mnoZinu vek-
tori v C™ (nebo v R™).

Véta 9.1 Bud U ctvercovd matice fadu n nad C (nebo R). Ndsledugici
podminky jsou ekvivalentni:

1. matice U unitdrni (nebo ortogondlni),
2. matice U ma ortonormdlni radky,
3. U'U=1,, tj. U =U* (UTU = 1" v pFipadé redlné matice),

4. [JUx|| = ||x|| pro kaZdy vektor x € C™ (nebo x € R"™).

Dukaz. Dokazeme pouze pro komplexni matici U. V piipadé realné
matice U jsou dikazy analogické, v pripadé implikace 4. = 1. je dikaz
dokonce mnohem snazsi.

Ziejmé 1. je ekvivalentni s 3. Stejné tak 2. je ekvivalentni s rovnosti
UU* = 1,, ktera je zase ekvivalentni s 3. v pripadé ¢tvercovych matic.
(Proc?)

1. = 4. Plati |Ux|]? = (Ux)*Ux = x*U*Ux = x*x = [|x||%.

79
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4. = 1. Pro kazdy vektor e; standardni baze v C" plati U,; = Ue;.
Potom ||U.|2 = [Uej|? = [lej|2 = 1, tj. .|| = 1. Déle plati pro j # .
ze Uy U,y = €;U"Uey. Zbyva tedy dokézat, ze €;U*Uey, = 0 pro j # k.

Pouzitim podminky 4. na vektor e; + e; dostaneme

(ej +er)"U'U(ej +e) = [[U(e; +ep)]” = le; + exl?
2 2
= lleill” + llexl” = 2,

nebot vektory e;, e jsou kolmé a plati Pythagorova véta. Roznasobenim a
dvojim pouzitim predpokladu 4. dile dostaneme

(ej +er)'UU(ej +e;) = e;U'Ue;+e,U"Ue; +e;U'Ue; + e, U Ue;
e;U*Uey, + (e]U*Uey)* + | Uej||* + |Ue>
— 2Re(€]U Uey) + [les ? + [lex
= 2Re(e;U"Ue;) + 2.

Srovnanim vysledki obou poslednich vypoétu dostavame
Re(e;U"Ue;) =0
Tytéz vypocty provedeme s vektorem e; + iey.

(e]' + iek)*U*U(ej + iek) = ||U(e]' -+ iek)||2 = ||ej + iek||2
lejlI* + [liex]|* = 2,

a
(ej +ie)* U U(e; + iey)
= e;U"U(iey) + (iey)" U Ue; + €;U"Ue; + (ie) U U(iey)
= i(ejU"Ue;) — i(e;U"Ue;) + |Ue;|* + | U(iex) |
= 2ilm(ejU"Uey) + [le;]|” + [lex|”
— 2ilm(e;U"Uey) + 2,
.

Im (e;U"Uey) = 0.
Proto e;U*Uek e UIJU*k = 0 pro thVOlnéj # k Od

Tvrzeni 9.2 Soudin unitdirnich (ortogondlnich) matic je unitdrni (ortogo-
ndlni) matice.
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Dikaz. Necht U,V jsou unitarni matice radu n.
Potom plati U*U =1,, = V*V.
Protoze plati (UV)*UV = V*U*UV = V*V =1, je podle Véty ??.2 UV
unitarni.
Analogicky pro ortogonalni matice nad R. O

Véta 9.3 Je-li A reqularni matice a A = QR jeji QR-rozklad, pak jsou
matice Q a R urcené jednoznacne.

Dukaz. Predpokladejme, 7e A = Q;R; = Q2Rs (spliwjici predpo-
klady).
= Q7 Qi =ReR; ' = U = (uj)
ortogondlni matice = horni trojuhelnikovd matice s kladnymi prvky na
hlavni diagonéale:

U1 U112 ... Ulp
0 u99
U =
0o .
0 0 upp

U je ortogonélni, tedy u2; = 1, navic vime, Ze u1; > 0, tedy uy; = 1.
Oznacime u; i-ty sloupec matice U, pak

(U{UQ =ujuie =0Aup = 1) = u9 =0

usuy = ud, =1 atd.

Tedy u;; =1Vi=1,...,nau; =0Vi#j, tedy U=1,.

Protoze matice Q1, Q2 jsou ortogonalni, z rovnosti QY Q; = I,, vyplyva, ze
Q1 = Qo, tedy iRi =Ry. O

Definice 9.2 Je-li X C C" (nebo R™) pak definujeme ortogonalni doplnék
mnoziny X jako mnozinu

X+ ={y:<x,y >= 0 pro kazdyvektor x € X}.

V ptipadé jednoprvkové mnoziny X = {u} budeme ortogonalni doplnék

{u} oznacovat u'.

Tvrzeni 9.4 Pro libovolné dvé podmnoziny X, Y C C™ (nebo R"™) plati
1. Xt je podprostor C™ (nebo R™),

2. 2XCY plyne Y C X!,
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X+ =L(X)*,
je-li P podprostor C" (nebo R™), pak (P1)+ =P,
pro podprostor P plati P N P+ = {0},

S &

kazdy prvek x € C™ (nebo R™) lze jednoznacéné vyjadiit ve tvaru x =
p+q,kdepeP aqePt,

7. (X5t = L(X).

Dukaz.
1. Je-liu,v € X' ax e X, potom:
<x,u+v>=<xu>+<x,v>=0+0=0.
Je-li a € R(C), potom
<x,au>=a<ju>=a-0=0.
Tedy X+ je podprostorR™(C™).
2. Je-li X CY aze Y™t potom
(<y,z2>=0 Vye€Y)=(<y,z>=0 VyeX)=zc Xt =Y+Cxt
3.x eL(X) 2 L(X)t c x+t
Jellize Xt =2<z,x>=0 VxecX.Jeliy € L(X), pak

n
y= Zaixi
i=1
kde x; € X, a; € C(R)

n n
<z,y >=< X,Zaixi >= Zai <z,x; >=0

i=1 i=1
=zcL(X)t = LX)t D xt
4. Zvolime bazi {x1,...,xy} v P, doplnime ji do baze {x1, ..., Xg, Xgt1,-.-,Xn}
v C"(R"™). Pomoci Gram-Schmidtovy ortogonalizace najdeme ortonormalni
bazi {ui,...,u,} v C"(R").
Pro tu plati, ze L({xq,...,xx}) = L({uy,...,ux}) =P.
Dokazeme, 7e P+ = L({ug41,...,u,}).
Vuj,j=(k+1),...,n:<uj,u; >=0proi=1,...,k,
tedy u; € {uy,... bt 2 L({u;,...,u})t =P+
Tim jsme dokézali, 7e L({u;1,...,u,}) C P+
Zvolime x € P, pak plati (podle Tvrzeni ??):

n

X = E <u;,X>u
=1
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proi=1,...,k <u;,x >=0 (protoze x € P+ a uy,...,u; € P), tedy

n
x= > <u,x>u€L{{ug,... un})
i=k+1
Tim jsme dokézali, 7e L({upy1,...,u,}) D P+
Tedy L({uk-l-la R un}) = PL'
5 x€EPNPl=<x,x>=0&x=0

6. Najdeme ortonormalni bazi {uy, dots, u, } v C"(R") takovou, ze {uy, dots, u }
je baze P. Je-li x € C"(R"), pak:

k n
x:2<ui,x>ui+z<ui,x>ui
=1 i=k+1

Polozime

k n
p:Z<ui,x>uiEP,q: Z <ui,x>ui€PL
i=1 i=k+1

Jednoza¢nost: Je-li x = p1 + q1 = p2 + q9, kde p1,p2 € P aqi,qe € P,
pak

PIl-Pr=ai—Q =P —p2=0=qi —a

7. Plati, 7 X+ = L(X)' podle 3. Ozna¢ime P = L(X)* podprostor
C"(R"). Pak podle 4. P+ = (L(X)*+)t = L(X). Protoze P = L(X)*,
(XH'=@E)H =Lx). ©

Definice 9.3 Je-liu € C" (nebo R"), ||u|| = 1, pak matici I, —uu* (nebo
I, — uu’) nazjvime elementdrni projektor uréensj vektorem u.

Tvrzeni 9.5 Bud Q elementarni projektor uréeny vektorem u € C™ (nebo

R"™). Pak plati
1. Q*=Qq,
2. Qx € ut pro kazdij vektor x € C™ (nebo R™),
3. (I, — Q)x € L(u).

Dukaz.
1. Q% = (I, —uu*)? = 1,1, — 2uu* + uu*uu* = I, — 2uu* + uu* = I, — uu*
Poznamka: uu* = 1, protoze ||u|| = 1.
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2.Qx=(I, —uu¥)x =x —uu'x = x — (u*x)u

Pozndmka: u*x € C(R) je ¢islo.

< Qx,u>=u'Qx = u*[x — (u*x)u] = u*x —w*xu'u=0= Qx € ut
3. (I, - Q)x=x—Qx

x = (x — Qx) + Qx, Qx € ut

Qx =x — (u*x)u (z 2.)

x—-Qx=x—x+ (u*'x)u= (u*x)u € L(u) O

Definice 9.4 Bud u nenulovy vektor z C™ (nebo R™). Matici

2uu® 2uu’

R=1,— neboRzIn—T
u*u u’u

nazgvame elementarni (Householdertv) reflektor uréeny vektorem u.

Tvrzeni 9.6 Bud R elementdrni reflektor urceny vektorem u € C" (nebo
R"), pak plati

1. R°=1,, tj, R"' =R,

2. R* =R (nebo RT = R), tj. R je unitdrni (nebo ortogondlni) matice.

Duikaz. )
1R = (I, - 208)7 = T, - 4885 1 4o — 1, — 4 g,
x _ _ouuw \* _ 1 _ 20uun)* ¢ 2u)ut o guut _
2R —<I" 2|\un2) L= =h - =k 2 =R

Podle Véty ?? je R unitarni(ortogonéalni). O

Priklad 9.1 Matice rotaci kolem soufadnych os v R3.

Definice 9.5 Rovinna (Givensova) rotacni matice je matice fddu n

1 -« 0 -0 --- 0

0 c -+ 8 0
Pij=(ap)=| : . ¢ 1 i,

0 —S c 0

0O -+ 0 --- 0 --- 1

kde c, s jsou komplexni (nebo redlnd) ¢isla takovd, e c?+s? = 1. Konkrétnéji,
a;; = ajj = ¢, aj; = —s, a;j = 8, vsechny ostatni prvky na hlavni diagondle
se rovnaji 1 a vsechny ostatni prvky mimo hlavni diagondlu se rovnagi 0.
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T

Jednoduchym vypoctem zjistime, ze je-li x = (z1,...,2,)", pak

Z1
Z2

CT; + ST;
Pi]‘X =

—sx; +cx;

Primym vypoctem se dokaze

Lemma 9.7 Rovinnd Givensova rotacni matice je unitdrni (ortogondini)
matice.

Dikaz. Musime dokazat, Ze sloupce P;; tvoii ortonormdlni bazi v R"
1. velikost: Oznacme py, k-ty sloupec matice P;j;, pak ||pg|| =1 pro k # i, j
(plati trivialng, potoze jsou to prvky standardni baze) a ||pg|| = 2+ 52 = 1
pro k =1,j.
2. kolmost: Plati, ze < pg,p; >= 0 pro k,l # i,5 Ak # [, protoZze jsou to
prvky standardni baze. Také zjevné plati < py,p; >=< pi,p; >= 0 pro
k #1,j. Nakonec < p;,pj >=cs—cs=0. O

Tvrzeni 9.8 Pro kazdy nenulovy vektor x = (z1,...,1,)" € C" (nebo R")
plati

Pi, - PpPi = (x| e;.

Dukaz. BUNO piedpokladejme, 7e i = 1. Potom je-li 2 + 23 # 0,

T — x2

\/:c%—l—:c%’ 5= \/:v%—l—:c%'

zvolime ¢ =

2 2
\x] + x5

0

P12X = €3

In
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/2 2
, x4+
\/ac1+a:2+x3 \/ac1+3:2+x3

V@i + 23 + 23

0
0
Pi3Piox = T4
Tn
, ] . Vi
Postupé tak volime matice Py prok =1,...,n,kde ¢ = Y———- =

- = Sk —
,/I%+...+xi » Ok

Lk . Je-li 22 4+ 22 = 0, pak zvolime c a s libovolné tak, aby ¢® 452 = 1

NEer

a pokrac¢ujeme dokud nenrazime na prvni nenulovy prvek (napiiklad j-ty).
Pak mame matici P, ¢isla ¢, s volime analogicky jako v prvni ¢asti dikazu.
O

Tvrzeni 9.9 Budx € C", u=x = u||x| e, kde

B 1, pokud 71 € R,
w= é—h, pokud z; € C—R.
Je-li R Householderiv reflektor urceny vektorem u, tj. R = In—2ET“:1, potom
plati Rx = Fp||x||e;

Dukaz.
* * 2 *
Rx = In—2uu x:X_2uux_xux u
u*u u*u u*u
Pozndmka: u*x, u*u jsou ¢isla, 21:‘::1‘ je koeficient u u. Dokézeme, 7e 21:‘*&‘ =1
- - 1T
_ _ _ 171
u'x = (mi2plxl) e+ Tiw =T+ Y TiziEplx)|z = x|+ ~ x| =
i=2 i=2

:{mec ]2 £ e 1]
neR |2 £ x|

n

n )
ua = (o1 £ pa [x])) (o1 2 |xl)+)_ Fiwy = @z ||x]) (@1 £pa |x])+)_ T =
=2 =2
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n
= Tiay + [z ||x|| & Zipllx|| + mplx)? + ) T =
=2

_ { 21 €C[x]? + 2l T2+ [x|? = 2] = 2o ] = 2u*x

[21]

z1 € R 1x[1? + 221 ||x| + ||x||? = 2u*x

Tedy Rx = x —u = Fpu|x|e; O

Véta 9.10 Pro kazdou matici A typu mxn nad C" (nebo nad R") existuje
unitdrni (ortogondini) matice P fidu m takovd, Ze PA = T = (t;;), kde
tij = 0 kdykoliv i > j.

Dukaz. Dva dtikazy, jeden pomoci Householderovych reflektori, druhy
pomoci Givensovych rota¢nich matic.
1. Householdertiv algoritmus
Oznacime x = A,q, zvolime u = x + p||x|le; a R podle Tvrzeni ?7?.

0

RA =
Ay

0

A je typu (m — 1) x (n — 1). Najdeme Q; takovou, ze

Q1A =
1441 AQ

Q1 je ¢tvercova matice fadu n — 1. Polozime

0 plxll | *

R] RA = R] ) - . .
: Ay : Qq : A,



88 KAPITOLA 9. ORTOGONALNI A UNITARNI MATICE

x| * .. %
x| |* ... %
“”0 | 0 jallxi |+ ... =
| _ |70 0
(') Qi A : : Ay
0 0

Takto pokracujeme, dokud vyslednd matice neni horni trojtihelnikova.
2. Givensuv algoritmus

x:A*l,pakPln---...-Plg-x:HxHe1
0
Pln---...-Plg-A: .
. A1
0
Atd. O

Priklad 9.2 Vypocetni naroc¢nost algoritmt pouzitych na reguldrni matici
radu n:

1. Gaussova eliminace = %n3,

2. Gram-Schmidtova ortogonalizace ~ n?3,

3. Householderova redukce ~ %n?’ ,

4. Givensova redukce ~ %n3.

Z uvedenych algoritmii nejsou prvni dva numericky stabilni (i kdyz Gaus-
sovu eliminaci lze modifikovat tak, aby numericky stabilni byla pro vétSinu
praktickych problémii), zatimco posledni dva numericky stabilni jsou.

Algoritmus je povazovan za numericky stabilni, pokud déva presné feseni
blizké tlohy. Co se tim mysli, si ukdzeme pomoci nasledujiciho pojmu.

Definice 9.6 Je-li A = (a;;) matice typu mxn nad C (R), pak definujeme
jeji Frobeniovu normu jako ¢islo

IA[l =

Tvrzeni 9.11 Je-li A = (a;;) matice typu m x n nad C (R) a Q unitdarni
(ortogondlni) matice fadu m, pak ||A] = ||QA].
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Dukaz. Dle Véty 7?7 plati [|Qx|| = ||x|| Vx € C"(R"). Potom

n n
IQAI* =" 1QALI” =Y IA,l” = A
j=1 j=1

O

Budeme pocitat QR-rozklad matice A, tj. vyjadieni A = QR, pomoci
ortogonalni redukce ma zakladé Véty ??. Kvuli zaokrouhlovacim chybam
nedostaneme presné matice Q a R, vysledky budou zatizené néjakou chybou,
dostaneme Q + E a R 4+ F, kde E, F jsou chybové matice zaokrouhlovacich
chyb, které maji malou normu. Tyto matice jsou presnym QR-rozkladem

matice .
A=(Q+E)R+F)=A+QF+RF+EF

Z téchto matic ma EF zanedbatelnou normu, déile || QF|| = ||F|| podle Tvr-
zeni 77 a ||[A] = ||QR|| = ||R||. Matice QF a RE proto neobsahuji prvky
s velkou hodnotou ve srovnani s prvky matice A. Norma rozdilu A — A je
proto také mala ve srovnani s normou ||A||.



Kapitola 10

Ortogonalni projekce a
metoda nejmensich ¢tverciu

V této kapitole budeme pracovat pouze nad télesem realnych éisel.

Tvrzeni 10.1 Pro kazdou matici A typu m X n plati
1. r(ATA) =r(AAT) = r(A),

S(ATA) =Ss(AT),

R(ATA) =R(A),

N(ATA)=N(A),

S N

N(AAT) = N(AT).

Dikaz.
1. Necht {z1,...,2;} je baze S(A), ukdZeme, 7e {ATx,...,ATx;} tvori
bazi v S(ATA). Vime, 7ze S(ATA) C S(AT), tedy r(ATA) < r(AT) =
r(A). Staéi dokazat, 7e {ATxy,..., ATz} je linedrné nezavisla (pak bude
maximélni linedrné nezavisld mnozina a tedy baze). Odtud vyplyne, Ze
r(ATA) > r(A). Je-li

k
Z aiATz; =0
=1

, pak plati:
k k

Z AT(aiZZ‘) =0=A"T. Z(aizi)

=1 i=1

90
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Oznadime
k

y=> (aizi)

i=1
ATy =0, tj.y € N(AT), y je linedrni kombinaci z; € S(A), tedy y € S(A),
tj. existuje x € T takovy, 7¢ y = Ax. Spoéitime y'y = (Ax)Ty =
xT'ATy =0, tj. ||yl =0 & y = 0. Vime tedy, 7e

k
Zaizizﬂéaizo Vi=1,...,k
i=1
Poznamka: * - protoze {zi,...,z;} je linedrné nezavisld Tedy r(ATA) <

k=dimS(A) =r(A).

Polozime B = AT, pravé jsme dokazali, ze 7(BT"B) = r(B), po dosazeni
r(AAT) = r(AT) = r(A).

2. Vime, ze S(ATA) C S(AT) a dimS(ATA) = r(ATA) = r(A) =
r(AT) = dim S(AT)

3. Plyne z 2, polozime-li B = A7

4N(A) C N(ATA), dimN(A) = n—dimS(A) = n—r(A) = n—r(ATA) =
n —dimS(ATA) = dimN(ATA).

5. Plyne ze 4, polozime-li B = A”. O

Tvrzeni 10.2 Bud Ax = b soustava m linedrnich rovnic o n nezndmgych.
Pak

1. soustava AT Ax = ATb je vidy resitelnd,

2. je-li Ax = b fesitelnd, pak mnozina vsech Teseni soustavy Ax = b se
rovnd mnozin€ viech veseni soustavy ATAx = ATb,

3. soustava AT Ax = ATb md jednoznacné Feseni prave tehdy kdyz r(A) =
n, v takovém piipadé pak x = (ATA)"'ATb.

Dukaz.
1. ATb € S(AT) € S(ATA) = ATAx = ATb m4 tesei Vb.
2. Nasobeni rovnice matici AT zleva neni ekvivalentni tiprava. Je-li z fe§enim
Ax =b = ATAz = ATb tedy z je feSenim (asociované) soustavy AT Ax =
A”Tb. Mnozina viech feseni Ax = b se rovnd z+ N(A) = z+N(ATA), coz
je mnozina vSech feSeni asociované soustavy.
3. ATAx = ATb ma jednoznaéné feieni < N(ATA) = {0} 'S* N(A) =
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(0} & dimN(A) = 0 TNALTA= Ay

Pokud r(A) =n = r(ATA) =n < AT A je reguldrni. O

Ve Véte 7?7 si ukazeme, 7e v piipadé neresitelné soustavy rovnic Ax = b
kazdé feseni x soustavy ATAx = ATb minimalizuje normu ||[Ax — b|.
Jinak feceno, v piipadé nefesitelné soustavy Ax = b je vektor Ax nejblize
vektoru pravych stran b pravé pro ty vektory x, které jsou feSenim soustavy
ATAx = A"b.

Definice 10.1 Je-li Ax = b soustava linedrnich rovnic, pak soustavu AT Ax =
ATb nazgvdme asociovany systém norméalnich rovnic k soustavé Ax = b.

Priklad 10.1 Vypocet drahy rakety.

Priklad 10.2 Zname-li QR-rozklad A = QR matice A s linedrné nezavis-

lymi sloupci, miZeme jej pouzit k feseni soustavy ATAx = A”b. P¥ipo-
menme si, ze sloupce Q tvoii ortonorméalni mnozinu a R je horni trojihel-
nikovd matice s kladnymi prvky na hlavni diagonéle. Potom plati

ATA =RTQ"QR =R'R.

Protoze Q mé ortonormalni sloupce, plati QTQ = I a soustava ATAx =
ATD je tak ekvivalentni soustavé RTRx = RTQ”'b. Matice R” je regulérni,
takze tato soustava je dale ekvivalentni soustavé Rx = Q”'b, kterou mi-
7eme vyfedit zpétnou substituci a dostaneme tak jediné feseni x = R™1Q”b
soustavy ATAx = ATb.

Véta 10.3 Véta o ortogondlnim rozkladu. A typu m x n nad R plati
1. S(A) = N(AT),
2. N(A)*+ =S(AT).

Drikaz.
.x € S(A)Y & (Vy e R") : (< Ay,x >=0) & (Vy € R")(yTATx =
0) e (Vy e RV (<y,ATx >=0) < ...

Oznac¢ime S(A) = {Ay,y € R"}.

e ATxe Rt ATx=0<xec N(AT)
2. PouZijeme 1. na matici B = A/T.

S(B)' =N(B") =N(A)

S(AT) = (sS(A")H)t =N(A)" O
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Ddsledek 10.4 Fredholmova alternativa. Pro kaZdou matici A na-
stdva pravé jedna z nasledugjicich dvou moznosti:

1. soustava Ax = b ma teeni pro kazZdou pravou stranu b,

2. soustava ATy = 0 md nenulové Fesent.

Diikaz. Plyne z Véty ?7.1. A je typu m X n.
1. Ax = b m4 vidy feseni & S(A) = R™ & N(AT) = {0} & ATy =0
ma pouze nulové reseni.
2. ATy = 0 ma nenulové fefeni & N(AT) # {0} & S(A): # {0} &
S(A) # {0} = R™ < Ax = b nem4 vzdy fesesni. O

Tvrzeni 10.5 Bud A matice typu m x n nad R a r(A) = r. Pak existugi
ortogondlni matice U 7Tddu m, ortogondlni matice V Fadu n a reguldrni
matice C Tadu r takové, Ze

A=U < C Orx(nfr) ) VT.
0 )

m—r)Xr O(mfr)x (n—r

Prunich r sloupci matice U tvofi ortonormalni bazi S(A), poslednich m —r
sloupcii tvofi ortonormdini bazi N(AT). Prunich r sloupcii V tvofi orto-
normdlni bdzi S(AT) a poslednich n — r sloupcii tvori ortonormdlni bdzi

N(A).

Dukaz. Zvolime ortonormélni bazi {uy, ..., u,} v S(A) a bazi {u,41,...,un}
v N(AT) = S(A)*. Tedy U = (uy]...|uy) je ortogonalni.
V = (vi|...|vn), {V1,..., Vv, } je ortonormalni baze v S(AT), {v,11,...,vpn}

je ortonormalni baze v N(A) = S(AT)+.
UTAV = (r;) je typu m X n.

ATu; =0 Vi=(r+1),....,m
uw/A=0 Vi=(r+1),...,m

Av;=0 Vj=(r+1),....n

Tijg = uiTAvj

Tij = 0 Vi>r

Tij = 0 Vi>r

Cc|o
— 17 —
R=U AV_(T’T)

Zbyva dokazat, 7e C je regularni. Plati, ze: r(C) = r(R) = r(UTAV) =
r(AUT) = r(A) = r. Poznamka: U,V jsou regularni - tedy Ize je rozlozit
na soucin elementarnich matic. O
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Definice 10.2 Bud A matice typu m x n nad R a r(A) = r. Vyjddieni
A = URVT7, kde U je ortogondlni matice ¥ddu m, V je ortogondlni matice

radu n a
R = < C 0r><(n—r) >
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)

je matice typu mxn, a C je reqularni matice fadu r, se nazyvd URV-rozklad
matice A.

Vsimnéte si, ze URV-rozklad matice A neni urceny jednoznacné.

Tvrzeni 10.6 Bud A = URVT URV-rozklad matice A. Matice

B=V c! 0r><(m—7') u”
0 ) ’

n—ryxr  On—r)x(m—r
splnuje nasledujici rovnosti
1. ABA=A,
2. BAB =B,
3. (AB)T = AB,
4. (BA)T = BA.
Matice B je témito ctyrmi rovnostmi urcena jednoznacné.

Dikaz. 1.
c o

1 C o0 clo C o
_ T T T _ T __
ABA = URV V< 0 0>U URV _U<0 0)( 0 0)<0 O)V =...

I A C 0\ r
o5 ) (5 8)vea

2. analogicky

3.
_ CcC o . clto T I, 0 T
am-u( 8 9 )viv( S 0)uru (k0

T T
I. 0 I, 0 I, 0
T _ T T _ T\T r _ r T _
(AB) _<U< ; O)U) _ (uT) (U(O 0)) _U(O O)U _ AB
4. analogicky
Jednoznacénost: AC = (AC)T = CTAT = CT(ABA)T = CTBTAT =
(AC)"(AB)T = ACAB ““27% AB, stejné se dokdve, 7e CA = BA,
potom B=BAB =BAC=CAC=C. O
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Definice 10.3 Bud A matice typu m X n nad R. Matici B splnujici rov-
nosti 1,2,3,4 z Tvrzeni 7?7 nazjyvdme Moore-Penroseova inverze nebo také
pseudoinverze matice A a oznacujeme ji A'.

Tvrzeni 10.7 Bud M podprostor R" a M jeho ortogondlni doplnék. Po-
tom kazdy vektor x € R™ lze wvyjadrit pravé jednim zpiusobem wve tvaru
x=p+q, klepeMaqeM".

Dukaz. Zvolime {uy,...,u,} ortonormalni bazi v M a {u,41,...,u,}
ortonormalni bazi v M+. Pak {uy,...,u,} je ortonormalni baze v R". Pak

n

X = E a;u;

=1

r
Zaiui =peM
=1

b
Z a;u; =q € Mt
i=r+1

Jednoznacnost: je-lix =p+q = p' —|—q/, kde p, p/ €M, q, q' € M+, potom

p+a=p +q

p_pI:q_g; ! !
P-PEM,q-qeMtep—p =0=q — q, protoze MN M+ = {0}.
O

Definice 10.4 Je-li M podprostor R" a x =p+q, kdep € M a q € M+,
pak vektor p nazyvame ortogonalni projekce x na podprostor M.

Tvrzeni 10.8 Bud M podprostor R", x € R"™ a p € M ortogondlni pro-
jekce vektoru x na M. Pak pro kazZdy vektor m € M plati

[x —pll < [jx — ml|,
pFicemz rovnost nastavd prave kdyz m = p.
Dukaz. Pro m = p tvrzeni plati trividlné. Je-li m # p, potom

x-m=(x—p)+(p—-m),x—p=qeM', (p—m)eM
(x—p)L(p-—m)=|x—m|?’=|x—pl>+|p-—m|’>|x—p|> O
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Tvrzeni 10.9 Bud A matice typu m x n a AT Moore-Penroseova inverze
A. Potom se ortogondalni projekce libovolného vektoru b € R™ na sloupcovy
prostor S(A) matice A rovnd (AA1)b.

Diikaz. Je-li P = AAT, pak plati P2 = AATAAT = AAT =P,
PA = AATA = A,
Ukéazeme, 7e S(A) = {y;y € R™, Py =y}.
1. ’C": Je-liy € S(A), pak y = Ab pro néjaké b € R" a Py = PAb =
Ab =y.
2.’D’: Je-li naopak Py =y, tj. y = A(A'y) € S(A), zvolme b € R".
b=Pb+ (b—Pb)=Pb+(I,—P)b
Chceme ukézat, 7e (I, — P)b € S(A)*. Vime, 7e Py =y € S(A).
< y,(I, - P)b >= y'(I, — P)b = (Py)" (I, — P)b = y"PT (I, — P)b =
y'P(I, - P)b =y (P —P?%)b =0.
7 vyjadieni b = Pb+(b—Pb), kde (b—Pb) € S(A)*, plyne, 7e Pb € S(A),
tedy Pb je ortogonalni projekce b na S(A). O

Véta 10.10 Metoda nejmensich étverca Necht Ax = b je soustava
linearnich rovnic nad R. Pak pro vektor x € R™ je ekvivalenini

1. ATAx = A"b,
2. Ax = (AA")b.

Diikaz. Oznaéme P = AAT. Vx € R” plati Ax € S(A), tj. PAx = Ax.
Plati i Ax = Pb < PAx = Pb & P(Ax—b) =0 & Ax — b € N(P) =
S(PT)t = S(P)t =S(A)t = N(AT) & AT(Ax —b) =0 < ATAx =
A”b.

Pozndmka: Vime, 7ze S(P) C S(A),zS(A) = {y;y € R™, Py =y} vyplyva,
ze S(A) C S(P), tedy S(A) =S(P). O



Kapitola 11

Matice jako linearni
zobrazeni

V této kapitole budeme pracovat nad obecnym télesem T.

Definice 11.1 Bud A matice typu m X n nad télesem T. Zobrazeni A :
T" — T™ definované predpisem A(x) = Ax nazgvdme linearni zobrazeni
urc¢ené matici A.

Tvrzeni 11.1 Je-li A: T"™ — T™ linedarni zobrazeni uréené matici A, pak
plati

1. A(x+y)=A(x)+ A(y) pro kazdé x,y € T",
2. A(ax) = a - A(x) pro kazdy vektor x € T™ a kazdy skaldr a € T.
Dikaz.

L Ax+y)=Ax+y)=Ax+ Ay = A(x) + A(y)
2. Alax) = Aax =aAx =a- A(x) O

Definice 11.2 Libovolné zobrazeni A : T — T™ splnujici podminky 1,2
Tvrzeni 7?7 nazyvdme linedrni zobrazeni.

Tvrzeni 11.2 Kazdé linedrni zobrazeni A : T™ — T™ je urcené néjakou
matici.

Dukaz. Vezmeme standardni bazi eq,...,e, € T”. Ozacime
A=(A, A, ... A.))

97
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Ae; = A(e;). Je-li x = (21,...,2,)1 € T", pak

n
X = E T;€;
i=1

n n n n

A(X) =A (Z $¢e¢) = ZIzA(ez) = ZmiAei = A (Z x¢e¢> =AxeT"
i=1 i=1 i=1 i=1

O

Tvrzeni 11.3 Bud{uy,...,u,} bdze T" ax € T". Jsou-lix =) a;u; a

x = Y., bju; dvé vyjddieni x jako linedrni kombinace proki bdze {uy,...,up},

pak a; = b; pro kazdé 1 =1,2,...,n.

Duakaz. Z predpokladt plyne:

n

Z(ai — bi)ui =0

=1

ui, ..., Uy, je linedrné nezavislda — a;, —b; =0Vi=1,...,n. O

Definice 11.3 Je-li{uy,...,u,} bdze T" ax =Y. | a;u;, pak aritmeticky

vektor (ay,...,ap)T € T™ nazjvime vektor souradnic vektoru x vzhledem
k bazi {uy,...,u,}, nebo strucnéji souradnice vektoru x vzhledem k bazi
{ul, ces ,un}.

Poznamka Je-li x = (zy,...,7,)7 € T", pak z1,...,z, jsou souiad-
nice vektoru x vzhledem ke standardni béazi {ei,es,...,e,}, nebot x =

>y ziej. V dalsi ¢asti prednasky uz nebudeme standardni bazi tolik upted-
nostiovat a budeme se zabyvat souradnicemi vektori vzhledem k obecnym
bazim.

Tvrzeni 11.4 Predpokladejme, Ze {uy,...,uy} a{vy,..., vy} jsou dvé baze
prostoru T™. Necht pro néjaky vektor x € T" plati

n n
x =Y au=Y bvi,
i—1 i—1

tj. ai,...,ap jsou soutadnice x vzhledem k bazi {ui,...,u,} a by,..., b,
jsou soutadnice téhoz vektoru x vzhledem k bdzi {vi,...,vp}.
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Necht .
V= Zpijui
i=1
pro kaZdé j =1,...,n. Oznacme P = (p;;). Potom plati
(ah s aan)T = P(b17 s abn)T'

Dikaz.
n n n n n n n n
X = biv;=> b (sz’jui> =3 bipgui=> Y bjpi; | wi = amy
=1 =1 \i=1 j=1i=1 i—1 \j=1 i—1
Tedy

n
a¢:ijpij Vi=1,....n
=1

Tedy (al, R ,an)T = P(bl, .. .,bn)T |
Definice 11.4 Jsou-lild = {uy,....up} a V = {vy,..., vy} jsou dvé bdze

prostoru T" avj = > | pijw;, pak matici (p;;) nazjvdme matice piechodu
od baze V k bazi U.

Tvrzeni 11.5 NechtU = {uy,...,u,},V={vi,...,vp} aW={wy,...,w,}
jsou ti baze prostoru T™, P je matice prechodu od baze V k bdzi U a Q je

matice prechodu od bdze W k bdzi V, pak PQ je matice prechodu od baze
W k bazi V.

Dukaz.
n n
Vi = Zpijuiawlc = Z 4jkVy
i=1 j=1

7 definice matice prechodu:

n n

n n n
W = E qjkVj = E q;k E piju; = E Dijqjk | Wi
j=1 j=1 i=1 1

i=1 \j=
Oznac¢ime R = (r;;) matici prechodu od W k U. Pak
n
rie =Y pijQin Visk
J=1
. Tedy R =PQ
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Tvrzeni 11.6 Matice prechodu P od baze V k bazi U je requldrni. Inverzni
matice P~ je matice prechodu od bize U k bdzi V.

Dikaz. Pouzijeme Tvrzeni 11.5 na piipad W = U. Oznacime Q matici
prechodu od U k V. Podle Tvrzeni 11.5 je PQ matice pfechodu od U k U.
u; = u; Vj, tedy matice prechodu od U k U je L,.

PQ =1, = Q=P ! (jsou étvercové, tedy regularni).
O

Definice 11.5 Matice linedrniho zobrazeni A : T™ — T™ wzhledem k bazi
U={uy,...,u,} vT" a bdzi V = {v1,...,vin} v T™ je ry, kde A(u;) =
Z?ll ri;jVi. Matice linedrniho zobrazeni A : T" — T™ vzhledem k bdzi U =
{uy,...,u,}.

Poznamka. Je-li A : T" — T™ urcené matici A, pak A je matice A
vzhledem ke standardnim bazim v obou prostorech.

Tvrzeni 11.7 Jsou-li A : T" — T™ a B : T™ — TP linedarni zobrazeni,
je-li U = {uy,...,up} baze v T", V = {vy,...,vp} bdaze v T™, W =
{wi,...,wp} v TP, Q = (qjr) matice linedrniho zobrazeni A vzhledem k
bizim U oV a P = (p;j) matice B vzhledem k bdzim V a W, pak soucin
PQ je matice linedrniho zobrazeni BA : T™ — TP wzhledem k bazim U a
W.

Dukaz.
m p
Alwp) = pivy, B(vy) =Y qijw;

m m P
BA(w) =B [ > pixvy | =D pixB(vi) =Y pjn (Z Qijwi> =
i1 i1 i=1

Jj=1
m p p m
= E Djkqij Wi = E qijPjk | Wi = ...
j=1i=1 i=1 \j=1

Pozn.: 370" gijpjk je prvek na misté (i, k) v QP;
oznac¢ime QP = (r)

p
=1



101

Tvrzeni 11.8 Matice prechodu od V kU je matice identického zobrazeni
I:T" — T" vzhledem k bdzim V a U.

Dukaz. Ozna¢ime R = (r;;) matici pfechodu od V k U, potom

n

I(Vj) =V;= anui

=1

Tedy R je matice I vzhledem k bazim V a /. O

Tvrzeni 11.9 Je-li Ay matice A: T™ — T™ vzhledem k baziUd = {uy,...,u,},
Ay, matice A vzhledem k baziV = {vi,...,v,} a P matice prechodu od baze
V k bdzi U, pak Ay = P~1AyP.

Dikaz.
(pomocny obrazek:)

T”iT”éT”iT”

vV P U Ay U PV

P je matice prechodu od V k U.

Ay je matice liedrniho zobrazeni A vzhledem k bazi U.
P! je matice p¥echodu od U k V.

Ay = PilAuP |



