Kapitola 9

Ortogonalni a unitarni
matice

Také v této kapitole budeme pracovat pouze nad télesy realnych a komplex-
nich ¢isel.

Definice 9.1 Ctvercovd matice U ¥ddu n nad C (nebo nad R) se nazjvd
unitdrni (nebo ortogondlini), tvori-li jeji sloupce ortonormdalni mnozinu vek-
tori v C™ (nebo v R™).

Véta 9.1 Bud U c¢tvercovd matice tadu n nad C (nebo R). Ndsledujici
podminky jsou ekvivalentni:

1. matice U unitdrni (nebo ortogondlni),

2. matice U mad ortonormdlni radky,

3. U*U =1,, tj. Ul =U* (UTU = 1" v pFipadé redlné matice),
4. |Ux|| = ||x|| pro kaZdy vektor x € C™ (nebo x € R"™).

Dukaz. Dokézeme pouze pro komplexni matici U. V piipadé redlné
matice U jsou dikazy analogické, v pripadé implikace 4. = 1. je dikaz
dokonce mnohem snazsi.

Ziejmé 1. je ekvivalentni s 3. Stejné tak 2. je ekvivalentni s rovnosti
UU* = 1, ktera je zase ekvivalentni s 3. v pripadé ¢tvercovych matic.
(Proc?)

1. = 4. Plati |Ux||? = (Ux)*Ux = x*U*Ux = x*x = ||x]|%.
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4. = 1. Pro kazdy vektor e; standardni baze v C" plati U,; = Ue;.
Potom |U. |2 = |Ue; |2 = llej 2 = 1, 4. [[U.;|| = 1. Déle plati pro j # .
ze Uy ; Uy, = e;U"Ue;. Zbyva tedy dokdzat, ze €;U*Ue; = 0 pro j # k.

Pouzitim podminky 4. na vektor e; + e, dostaneme

(ej +er)'U'Ulej +er) = [[U(ej+ep)” = le; + exl?
2 2
= llejll” + llexl” = 2,

nebot vektory e;, e jsou kolmé a plati Pythagorova véta. Roznasobenim a
dvojim pouzitim predpokladu 4. dale dostaneme

(ej +e;)'U'U(e; +e;) = e;UUe; +e,U"Ue; +e;U"Ue; + €, U Uey
e;U*Uey, + (ejU*Uey)* + | Uej||* + |Ue;|?
— 2Re(e]U Uey) + [les]12 + lex?
= 2Re(e;U"Ue;) + 2.

Srovnanim vysledkii obou poslednich vypoctt dostavame
Re (e;U"Ue;) =0
Tytéz vypocty provedeme s vektorem e; + iey.

(ej + iek)*U*U(e]- + iek) = ||U(ej + iek)||2 = ||e]' + iek||2
= llejll* + [liex|” = 2,

a
(e]' + iek)*U*U(ej + iek)
= €;U"U(iex) + (ie;)"U"Ue; + ;U Ue; + (iex) U Ul(iey)
= i(ejU"Uey) —i(efU"Ue;) + || Ue;|* + [|U(iey)|”
= 2ilm (U Uey) + e + [lex
= 2ilm (e} U*Uey) + 2,
t.

Im (e;U"Uey) = 0.
Proto e;U*Uej, = U}; U, = 0 pro libovolné j # k. O

Tvrzeni 9.2 Soudin unitarnich (ortogondlnich) matic je unitdrni (ortogo-
ndlni) matice.
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Véta 9.3 Je-li A regularni matice a A = QR jeji QR-rozklad, pak jsou
matice Q a R urcené jednoznacné.

Definice 9.2 Je-li X C C™ (nebo R"™) pak definujeme ortogonalni doplnék
mnoziny X jako mnozZinu

Xt ={y:<x,y>=0 pro kazdyvektor x € X}.

V pripadé jednoprvkové mnoziny X = {u} budeme ortogonilni doplnék
{u} oznacovat u*.

Tvrzeni 9.4 Pro libovolné dvé podmnoziny X, Y C C™ (nebo R") plati
1. X+ je podprostor C" (nebo R™),

2 X CY plyne Y+ C X+,

Xt =L(XxX)*,

je-li P podprostor C" (nebo R"), pak (P+)+ =P,

pro podprostor P plati P N P+ = {0},

S & o

kazdy prvek x € C™ (nebo R™) lze jednoznacné vyjadiit ve tvaru x =
p+q,kdep€EP aqePt,

7. (Xt = L(X).

Definice 9.3 Je-liu € C" (nebo R"), ||u|| = 1, pak matici I, —uu* (nebo
I, — uu’) nazjvime elementdrni projektor urcensj vektorem u.

Tvrzeni 9.5 Bud Q elementdrni projektor uréeny vektorem u € C™ (nebo

R"). Pak plati
1. Q=Qq,
2. Qx € ut pro kazdij vektor x € C™ (nebo R"),
3. (I, — Q)x € L(u).

Definice 9.4 Bud u nenulovy vektor z C™ (nebo R"™). Matici

2uu’® 2uu’”

R=1I, - = nebo R =1, — Ta

nazyvame elementarni (Householdertuv) reflektor uréeny vektorem u.
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Tvrzeni 9.6 Bud R elementdrni reflektor urceny vektorem u € C" (nebo
R"), pak plati

1. R?=1,, tj. R =R,

2. R* =R (nebo RT =R), tj. R je unitarni (nebo ortogondlni) matice.

Piiklad 9.1 Matice rotaci kolem soufadnych os v R3.

Definice 9.5 Rovinna (Givensova) rota¢ni matice je matice fddu n

1 v 0 - 0 --- 0

0 c -+ 8 0
Pijj=(a)=1] : -, + . 1 ],

0 —S c 0

0 - 0 -+ 0 --- 1

kde c, s jsou komplexni (nebo redlnd) ¢isla takovd, Ze c?+s? = 1. Konkrétnéji,

a;; = aj; = c, aj; = —s, a;; = s, vSechny ostatni proky na hlavni diagondle

se rovnaji 1 a vSechny ostatni prvky mimo hlavni diagonalu se rovnagi 0.
Jednoduchym vypoétem zjistime, ze je-li x = (z1,...,z,)7, pak

T

T2

CT; + ST

—ST; + cx;

Tn
Primym vypoctem se dokaze

Lemma 9.7 Rovinnd Givensova rotacni matice je unitdrni (ortogondini)
matice.
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Tvrzeni 9.8 Pro kazdij nenulovyj vektor x = (x1,...,2,)1 € C" (nebo R™)

plati
Piy - PPy =[x e;.

Tvrzeni 9.9 Budx € C", u=x =+ u||x| e, kde

B 1, pokud 71 € R,
H= L pokud z; € C—R.

[EN

Véta 9.10 Pro kazdou matici A typu m xn nad C™ (nebo nad R"™) existuje
unitdrni (ortogondlni) matice P fddu m takova, Ze PA = T = (t;), kde
tij = 0 kdykoliv i > j.

Dukaz. Dva dikazy, jeden pomoci Householderovych reflektori, druhy
pomoci Givensovych rota¢nich matic. O

Priklad 9.2 Vypocetni naro¢nost algoritmu pouzitych na regularni matici
radu n:

1. Gaussova eliminace = %n3,

2. Gram-Schmidtova ortogonalizace ~ n3,

3. Householderova redukce ~ %n?’ ,

4. Givensova redukce = %n3.

Z uvedenych algoritmii nejsou prvni dva numericky stabilni (i kdyz Gaus-
sovu eliminaci lze modifikovat tak, aby numericky stabilni byla pro vétsinu
praktickych problémii), zatimco posledni dva numericky stabilni jsou.

Algoritmus je povazovan za numericky stabilni, pokud dava presné feseni
blizké tlohy. Co se tim mysli, si ukdzeme pomoci nasledujiciho pojmu.

Definice 9.6 Je-li A = (a;;) matice typu mxn nad C (R), pak definujeme
jeji Frobeniovu normu jako ¢islo

Al = > lail.
i

Tvrzeni 9.11 Je-li A = (a;;) matice typu m x n nad C (R) a Q unitdarni
(ortogondlni) matice fadu m, pak ||A] = ||QA].
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Budeme pocitat QR-rozklad matice A, tj. vyjadieni A = QR, pomoci
ortogonalni redukce ma zikladé Véty 9.10. Kvili zaokrouhlovacim chybam
nedostaneme piresné matice Q a R, vysledky budou zatizené néjakou chybou,
dostaneme Q + E a R + F, kde E. F jsou chybové matice zaokrouhlovacich
chyb, které maji malou normu. Tyto matice jsou presnym QR-rozkladem
matice

A=(Q+E)R+F)=A+QF +RF + EF

Z téchto matic ma EF zanedbatelnou normu, déile || QF|| = ||F|| podle Tvr-
zeni 9.11 a ||A|| = || QR|| = |R||. Matice QF a RE proto neobsahuji prvky
s velkou hodnotou ve srovnéni s prvky matice A. Norma rozdilu A—-A je
proto také mald ve srovnani s normou [|Al||.



