Kapitola 4

Aritmetické vektorové
prostory

V této kapitole se budeme vice zabyvat sloupcovymi a raddkovymi vektory
matic s prvky z libovolného télesa. Napied ale drobné tprava terminologie
a znaceni.

Definice 4.1 Aritmeticky vektor dimenze n nad télesem T je sloupcovy
vektor typu n X 1 s proky z telesa T.

Aritmetické vektory budeme psat malymi tuénymi pismeny.

Definice 4.2 Je-li x = (z1,%2,...,2,)" aritmeticky vektor dimenze n nad
telesem T, pak cislo ; nazyvdme i-t4 souradnice vektoru x.

V celém nasledujicim textu budeme také pouzivat termin skaldr misto
prvek télesa T, bude-li z kontextu jasné, jaké téleso mame na mysli. A pro-
toze v této a nékolika pristich kapitoldch budeme pracovat pouze s aritme-
tickymi vektory, budeme také ¢asto vynechavat privlastek aritmeticky.

Vektory dimenze n nad télesem T umime séitat a nasobit skalarem.
Pripomnme si, ze zakladni vlastnosti s¢itani matic a souc¢inu skalaru s matici
jsme shrnuli v Tvrzeni 1.1 a Tvrzeni 1.2. Na tyto vlastnosti se budeme ¢asto
odvolavat stejné jako na Tvrzeni 2.9

Definice 4.3 Mnozinu vsech aritmetickyjch vektori dimenze n nad télesem

T budeme nazjvat aritmeticky vektorovy prostor dimenze n nad télesem T
a oznacovat ji T™.
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Definice 4.4 Neprazdnd podmnozZina U aritmetického prostoru T" se na-
zyva podprostor T™ pokud pro kazZdé x,y € U plati, Ze také x +y € U a
rovnéz pro kazdé x € U a kaZdy skalar a € T plati také ax € U.

Jinak fefeno, mnozina U musi byt uzaviena na sc¢itani vektort a jejich
nasobeni skaldrem. Kazdy podprostor musi obsahovat nulovy vektor 0 = 0x
pro libovolny vektor x € U. Jednoprvkovd mnozina {0} stejné jako cely
prostor T” jsou podprostory T7.

Tvrzeni 4.1 Pro kazZdou matici A typu m X n nad télesem T je mnozina
vsech teseni homogenni soustavy Ax = 0 podprostor T".

Tvrzeni 4.2 Bud T libovolné téleso.
1. Pro kaZdy podprostor U prostoru T" plati 0 € U,
2. pranik podprostoru T" je opét podprostor T,

3. pro kazdou podmnozinu X C T" existuje nejmensi (v usporaddni in-
kluzi) podprostor T", ktery ji obsahuje.

Definice 4.5 Nejmensi podprostor T" obsahujici mnozinu X C T" nazy-
vdme linedrni obal mnoziny X a oznacujeme L(X).

Tvrzeni 4.3 Jsou-li X,Y podmnoziny T", pak plati
1. X CL(X),
2. je-li X CY, pak L(X) CL(Y),
3. L(L(X)) = L(X),
4. L(X) ={a1x1 +aoxg + - + apxg : X1, ...,X € X,aq,...,a; € T}

Definice 4.6 Pro kazZdou matici A typu m X n definujeme ctyri zakladni
podprostory definované matici A:

1. nulovy prostor N(A) jako podprostor T™ obsahujici viechna Teseni
homogenni soustavy Ax = 0,

2. levy nulovy prostor jako podprostor N(AT) C T™,

3. sloupcovy prostor S(A) C T™ jako linedrni obal sloupcovijch vektori
matice A,
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4. tadkovy prostor R(A) C T™ jako podprostor S(AT).

Definice 4.7 Jsou-li X,Y podmnoziny T", pak definujeme jejich soucet
X 4+Y jako mnozinu {x+y:x€ X,y € Y}.

Tvrzeni 4.4 Soucet podprostori T" je podprostor T™.

Tvrzeni 4.5 Bud A libovolnd matice typu m x n nad télesem T a b € T™.
Pak plati

1. jsou-liy,z feSeni soustavy Ax = b, pakz —y € N(A),

2. jsou-li y,z feseni soustavy Ax = b, pak ezxistuje u € N(A) takové, Ze
z=Yy+u,

3. mnozina viech Teseni soustavy Ax = b se rovnd {y} + N(A), kde y
je libovolné pevné zvolené teseni soustavy Ax = b.

Definice 4.8 Plati-li U = L(X) pro X C T", pak Fikime, Ze X generuje
podprostor U. Je-liy € L(X), pak Fikame, Ze y linedrné zavisi na X.

Vsimnéme si, ze podle Tvrzeni 4.3.3 vektor y € T linearné zavisi na
X C T™ pravé kdyz lze y vyjadrit jako linearni kombinaci néjakych prvki
7z X.

Tvrzeni 4.6 Jsou-li X, Y podmnoziny T" a Y C L(X), pak plati L(X) =
L(XUY).

Definice 4.9 Mnozina vektori X C T™ se nazgvd linearné nezavisla v T
jestlize pro kazdé k > 1, kazdé vektory x1,Xo,...,x; € X a kazdé skaldry
G1,09,...,0 2 TOUNOSt, a1X1 + a9Xo + -+ -+ apXp = 0 plyne a1 = ag = --- =
ap = 0. MnoZina, kterd neni linedrné nezdvisld, se nazyjvd linearné zavisla v
T".

Je-li X linedrné nezivislda mnozina v T", pak 0 ¢ X. Pokud x € X
pak ax ¢ X pro libovolny skaldr a # 1. Prazdnd podmnozina je linedrné
nezavisld v T". Kazda podmnozina linedrné nezavislé mnoziny v T" je také
linedrné nezavislia v T”

Tvrzeni 4.7 Mnozina X C T" je linedirné nezdavisla v T™ pravé kdyz pro
kazdy vektor x € X plati x ¢ L(X \ {x}).
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Véta 4.8 Steinitzova véta o vymeéné

Necht U je podprostor T", {xy,...,x;} C U je mnoZina linedrné nezdvisla
vT", a{y1,...,y1} CU generuje U. Pak plati k <1 a po vhodném pieu-
spotadani vektord y; mnozina {X1,...,Xg, Yk+1,--.,Y1} generuje podprostor
U.

Dukaz. Indukci podle k. O

Definice 4.10 Jestlize mnozina {x1,...,xx} C U generuje podprostor U C
T" a je linedrnée nezavislda v T", pak ji nazjvame béaze U.

Priklad 4.1 Standardni baze v T".

Véta 4.9 Kazdy podprostor U C T™ md néjakou bdzi. VSechny baze pod-
prostoru U magi stejny pocet prvkd mensi nebo rovny n, pricemZ rovnost
nastdva prave kdyz U = T".

Tvrzeni 4.10 Pro podmnozinu {x1,...,x;} podprostoru U prostoru T"
jsou nasledugici ti podminky ekvivalentni

1. {x1,...,x}} je baze U,

2. {x1,..., X} je minimdlni (co do poctu prvki) generujici mnozZina v
U,
3. {x1,..., X} je mazimdlni (co do poctu prvki) linedrné nezdvislda pod-

mnozina U.

Véta 4.11 Je-li U podprostor T" a {x1,...,x;} C U je linedrné nezdvisld
v T", pak lze {x1,...,Xx} rozsirit do baze U.

Definice 4.11 Pocet prvki bdze podprostoru U C T™ nazgvame dimenze
U a znacime dimU.

Tvrzeni 4.12 Jsou-li U CV podprostory T", pak plati dimU < dim V.

Véta 4.13 O dimenzi souctu a priniku podprostori
Jsou-li U,V podprostory T", pak plati

dim(U NV) 4+ dim(U + V) = dimU + dim V.
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Tvrzeni 4.14 Je-li A matice typu m X n nad télesem T, je-li E requldarni
matice Tddu m, a 1 < j1 < jo < --- < jr < n, pak plati

1.

/.
5.

mnozina {A.j,, Asjys- ., Asj, } je linedrné nezavisla v T™ prave kdyz
mnozina {(EA )., (EA)yjy, ..., (EA)j, } je linedrné nezdvisla v T™,

mnozina {A.j,, Asjy,..., Ay} generuje S(A) prdavé kdyz mnoZina
{(BEA)yj,, (EA)yjy, ..., (EA), } generuje S(EA),

mnozina {Aj,, Asj,, ..., Ayj, } je baze sloupcového prostoru S(A) prave
kdyz mnozina {(BA).j,, (EA)yjy, ..., (EA),,, } je baze S(EA),

dimS(A) = dim S(EA)

R(A) = R(EA).

Tvrzeni 4.15 Predpokladime, Ze A je matice typu m X n a B je matice v
radkovée odstupnovaném tvaru, kterou dostaneme z A pomoci elementdrnich
radkovijch operaci. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

1.

2.

vektor Byj je bdzovy sloupec matice B,

vektor Byj neni linedrné zavisly na predchozich sloupcovyjch vektorech
B*la B*Qa s 7B>kj—1)

vektor A,; neni linedrné zdvisly na predchozich sloupcovych vektorech
A A, AL

Definice 4.12 Je-li A matice typu m X n, pak sloupcovy vektor A.; nazy-
vame bazovy sloupec matice A, jestlize neni linedrné zavisly na predchozich
sloupcovyjch vektorech Ay, Ayo, ..., Ayj_q.

Definice 4.13 Rekneme, Ze matice B = (b;;) typu m xn je v redukovaném
radkové odstupnovaném tvaru, jestliZe existuje nezaporné celé cislo k < m
a cisla 1 < g1 < jgo < -+ < Jm < n takovd, Ze plati

1.

2.

pro kaZdé i > k plati B, = 0, t5. vSechny tyto radky jsou nulové,
pro kaZdé 1 = 1,2,... k plati b;j, =1,
pro kazdé i = 1,2,... .k a kaZdé j < j; plati b;; =0,

pro kazdé 1 = 1,2,... .k a kaZdé i =1,...,5 — 1 plati b;;, = 0.
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Tvrzeni 4.16 KazZdou matici A typu m X n nad télesem T lze prevést po-
moci elementarnich tadkovych uprav do matice B, kterd je v redukovaném
radkove odstupnovaném tvaru.

Véta 4.17 Pro kazdou matici A typu m X n nad telesem T plati
dimS(A) = dimR(A).

Duakaz. Najdeme regularni matici E fddu m takovou, ze matice B = EA
je v redukovaném radkové odstupnovaném tvaru. Takova matice existuje
podle Tvrzeni 4.16, Tvrzeni 2.2 a Tvrzeni 1.6.1.

Pro matici B plati rovnost dim S(B) = dim R(B). Podle Tvrzeni 4.14.4
plati dim S(B) = dimS(EA) = dim S(A).

Protoze R(B) = R(EA) = R(A), plati také dimR(B) = dimR(A). O

Definice 4.14 Cislo dimS(A) nazjvdme hodnost matice A a oznacujeme
jej r(A).

Dusledek 4.18 Pro kazdou matici A nad télesem T plati
1. r(A) = r(AT),

2. r(A) se rovnd poctu nenulovych Fidki v matici v vddkové odstuptio-
vaném tvaru, kterou dostaneme z A pomoci elementarnich tadkovych
operaci.

Véta 4.19 Nasledujici podminky pro ctvercovou matici A vadu n jsou ekvi-
valentni:

1. A je regularni,
2. sloupcové vektory matice A jsou linedrné nezavislé,
3. radkové vektory matice A jsou linedrné nezdvislé
4. 7(A) =n.
Tvrzeni 4.20 Je-li A matice typu m X n a B matice typu n X p, pak plati
r(AB) <r(A),r(B).
Tvrzeni 4.21 Je-li A,B matice typu m X n, pak plati

r(A +B) < r(A) +r(B) — dim(S(A) NS(B)) < r(A) + r(B).
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Véta 4.22 Pro kaZdou matici A typu m x n plati
dimN(A) +r(A) =n.
Véta 4.23 Piedpokladame, Ze A je matice typu m X n. Pak plati
1. dimS(A) =r(A),
2. dimN(A) =n —r(A),
3. dimR(A) = dimS(AT) = r(A),
4. dimN(AT) =m —r(A).

Véta 4.24 Frobeniova véta Soustava linedrnich rovnic Ax = b je resi-
telna prave kdyz

r(A) =r(Alb).

Priklad 4.2 Vzorec pro n-ty prvek Fibonacciovy posloupnosti.



