Kapitola 2

Soustavy linearnich rovnic

Soustavy linearnich rovnic jsme zavedli v Definici 1.9. Nejdiive si ukdzeme
dva pripady, ve kterych lze soustavu fesit snadno. V piipadé, Ze matice
soustavy je horni trojihelnikovéa s nenulovymi prvky na hlavni diagonéle, t;.

tvaru
ai1T1 + a12T2 + - + @1 1Tp—1 + @1pTy, = by
22T + -+ Q2 1Tp_1 + G2pTp, = b
An—1mn—1Tpn—1 + ap_1nTn = b1,
annTpn = by,

Takovou soustavu fesime zpetnou substituci, postupné pocitame jednot-

livé neznamé xz,,, x,_1,...,x1 nasledovné
T, = a,_”}bn,
ITp-1 = az:in_l(bn—l - an—l,nxn)a
i = ay (bj — Qi it1Tig1 — Qiir2Tipo — - — Qinlyp)
1 = ay(by — a1awe — a3z — - — A1pTn).

Vsimnéme si, 7ze v okamziku, kdy spocitame hodnotu x;, uz v dalsich vy-
poctech nepotiebujeme hodnotu b;. Miizeme proto vyuzit mista v paméti,



kde byla zapsdna hodnota b; k zapisu hodnoty x;. To vede k nésledujicimu
algoritmu. Hodnotu vektoru neznamych x pak najdeme uloZenou jako hod-
notu b. To vede k nasledujicimu algoritmu.

Algoritmus 2.1. Zpétna substituce

Vstup: Horni trojihelnikova matice A fadu n, vektor pravych stran b typu
nxl1,
Vystup: Reseni soustavy soustavy Ax = b,

fori=ntol
if a; = 0 set error, end
fori=ntoi+1
b; + b; — Qijb;
bi — al‘_ilbi
output b
end

Podobné snadno lze fesit soustavu s dolni trojihelnikovou matici pomoci
pFimé substituce.

Algoritmus 2.2. Prima substituce

Vstup: Dolni trojuhelnikova matice A radu n, vektor pravych stran b typu
nxl1,
Vystup: Reseni soustavy soustavy Ax = b,

fori=1ton
if a; = 0 set error, end
fori=1toi—1
bi — bi — Qjjb;
b; + aﬁlbi
output b
end

V piipadé soustavy rovnic Ax = b s obecnou matici A provadime ekvi-
valentni tpravy tak, abychom dostali matici, ktera se “co nejvice” blizi horni
trojuhelnikové matici. Nejddiive definujeme, co je to ekvivalentni tiprava.

Definice 2.1 Ekvivalentni iprava soustavy rovnic je takova uprava, po které
se mnozina vsech feseni puvodni soustavy rovnd mnozine vsech reseni upra-
vené soustavy.
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Ukazuje se, ze pri feSeni soustav linedrnich rovnic vystac¢ime s tpravami
tT typrl.

1. Ekvivaletni uprava pruvniho typu je prohozeni dvou rovnic soustavy,

2. ekvivalentni dprava druhého typu je vynasobeni néjaké rovnice sou-
stavy nenulovym ¢&islem a,

3. ekvivalentni uprava tretitho typu je pric¢teni a-nasobku néjaké rovnice
k néjaké jiné rovnici.

Vsimnéme si, ze efekt kterékoliv z téchto tiprav miizeme odstranit pouzi-
tim néjaké jiné ekvivalentni tpravy, tj. z upravené soustavy muizeme znovu
dostat ptivodni soustavu pouzitim néjaké jiné ekvivalentni tpravy. V pii-
padé prvni ekvivaletni ipravy prohodime jesté jednou prohozené tadky, v

piipadé druhé tpravy vyndsobime stejnou rovnici ¢islem a~!

, a v pripadé
tieti upravy pri¢teme ke stejné rovnici (—a)-nasobek téze rovnice, kterou
jsme pricitali. Tohoto pozorovani vyuzijeme pii diikazu nésledujictho tvr-

zeni.

Tvrzeni 2.1 Upravy vsech 71 typi jsou ekvivalentni dpravy soustavy line-
arnich rovnic.

Tifem uvedenym typtm uprav soustavy rovnic odpovidaji elementarni
radkové upravy matice.

Definice 2.2 Elementarni fadkovou tpravou matice A typu m X n rozu-
mime kteroukoliv z ndsledujicich t7i uprav

1. dprava proniho typu prohazuje k-ty a -ty vadek matice pro k #1,

2. uprava druhého typu je vyndsobeni k-tého Tadku cislem a pro i =
1,2,...,m,

3. dprava tretiho typu je pricteni a-ndsobku l-tého radku ke k-tému Tadku

pro k # 1.

V upravené matici je kazdy fadek linedrni kombinaci fadkd pivodni ma-
tice. Podle Vétyl.7.1 lze takovou tipravu matice ziskat tak, ze ji vynasobime
zleva vhodnou ¢tvercovou matici fadu m.

Definice 2.3 Ctvercovou matici B ¥ddu m nazjvdme elementdrni matice,
je-li jednoho ze tri nasledujicich typi:
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1. matice prontho typu By = (ai;), kde ap = aip, = 1, ay; = 1 pro kaZdé
1 £ k.l a vSechny ostatni proky jsou rovné nule, tj.

10 - 0 -+ 0 --- 0
1 «o- 0 - 0 --- 0
0 0 0 1 0

Ey = :
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1

2. matice druhého typu BEy(a) = (ai;), kde E(a) je diagondlni matice s
proky agr = a, a;; =1 pro 1 # k, a a;j =0 pro i # j,

3. matice tretiho typu Eyi(a) = (a;j), kde a; =1 pro kaZdé i =1,...,m,
ax; = a, a vSechny ostaini prvky matice Egj(a) jsou nulové.

Tvrzeni 2.2 Elementarni radkovou upravu matice A dostaneme tak, Ze ji
vynasobime zleva pFislusnou elementdrni matici.

Definice 2.4 Rekneme, Ze matice B = (b;;) typu m X n je v fadkové od-
stupnovaném tvaru, jestlize ezistuje nezdporné celé cislo k < m a cisla
1< <o <+ < jJm < n takova, Ze plati

1. pro kaZdé i > k plati B;, = 0, 5. vsechny tyto radky jsou nulove,
2. pro kazdé i =1,2,... .k plati by;;, # 0,
3. pro kazdé i =1,2,....k a kaZdé j < j; plati bj; = 0.

Sloupce B.j, nazjvame bazové sloupce matice B.

Algoritmus 2.3. Gaussova eliminace

Véta 2.3 Gaussova eliminace prevede libovolnou matici A typu m X n do
radkové odstupriovaného tvaru.
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Véta 2.4 Soustava m linedrnich rovnic o n neznamych Ax = b je resitelna
pravé kdyz Gaussova eliminace prevede rozsitenou matici soustavy (A|b) do
matice (B|c) v fadkové odstupriovaném tvaru, ve které sloupec pravych stran
¢ neni bdzovy sloupec.

Algoritmus 2.4. Obecna zpétna substituce

Efekt zaokrouhlovacich chyb
Spatné podminéné soustavy
Tvrzeni 2.5 Vsechny elementdrni matice jsou requldrni.

Ddsledek 2.6 Pro kazZdou matici A typu m X n existuje requldrni matice
E takova, zZe matice EA je v fadkové odstupriovaném tvaru.

Véta 2.7 Pro clvercovou matici A vadu n jsou ndsledujici podminky ekvi-
valentni:

1. matice A je reqularni,
2. soustava Ax =b md pravé jedno teseni pro kaZdou pravou stranu b,
3. homogenni soustava Ax = 0 ma pravé jedno Tesent,

4. Gaussova eliminace pouzitd na matici A vede k matici v 7ddkové od-
stupniovaneém tvaru B = (b;;), kterd md vSechny vddky nenulove,

5. matici A lze prevést pomoci elementarnich tadkovych uprav do jednot-
kovée matice 1,,,

6. existuje requldrni matice E, pro kterou plati EA =1,

7. existuje reguldarni matice C, pro kterou plati AC = 1,.

Algoritmus 2.5. Vypodéet inverzni matice

Tvrzeni 2.8 Necht A je ctvercovd matice 7adu n. Potom pro ctvercovou
matici B fadu n plati AB =1,, prdave kdyz BA =1,,.
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Tvrzeni 2.9 Bud B étvercovd matice fddu n, A requldrni matice ¥ddu n a
ai,as,...,a, cisla. Potom plati

a1Bg +aBoo+--- + anB*m =0
prave kdyz

a1(AB). +az(AB)so + - + an(AB)., = 0.

Priklad 2.1 Soustava rovnic pro vypocet proudu v elektrickém obvodu.

Vsimnéte si, ze praktické tlohy ¢asto vedou prirozené na soustavu rovnic
s regularni matici. Proudy v elektrickém obvodu néjak béhaji, tedy reSeni
existuje, a navic béhaji jednoznac¢né, nelze si v néjakém okruhu proud zvolit
libovolné a dopocitat proudy ve zbylych okruzich. Soustava rovnic ma tedy
pravé jedno feseni pro jakékoliv zdroje, tedy pro jakoukoliv pravou stranu.

Predchozi priklad ukazuje, ze pii feseni praktickych problémi muze na-
stat situace, kdy potiebujeme fesit soustavu Ax = ¢ poté, co jsme jiz vyre-
§ili soustavu Ax = b. V tom piipadé je feseni pomoci Gaussovy eliminace
znacné neefektivni, pri feSeni soustavy Ax = ¢ bychom znovu museli pre-
vadét matici A do radkové odstupnovaného tvaru, coz jsme jiz délali pri
FeSeni soustavy Ax = b. Existuje zpusob, jak uchovat informace o prubéhu
Gaussovy eliminace ve formé specidlniho rozkladu matice, tzv. LU-rozkladu,
ktery usnadni feseni jiné soustavy se stejnou matici soustavy a jinou pravou
stranou.

Lemma 2.10 Predpoklidame, Ze A, B jsou dolni trojuhelnikové matice radu
n s jednotkami na hlavni diagondale. Potom plati

1. soucin AB je také dolni trojuhelnikové matice s jednotkami na hlavni
diagondle,

2. inverzni matice A~ je také dolni trojihelnikovd matice s jednotkami
na hlavni diagondle.

Véta 2.11 Predpokladame, Ze A je reguldrni ctvercovd matice Tdadu n ta-
kovd, Ze pri Gaussove eliminaci vystacime pouze s elementarnimi rddkovyms
upravamsi tretiho typu. Potom existuji jednoznacné urcené ctvercové matice
L. U radu n takové, Ze plati

1. L je dolni trojihelnikovd matice s jednotkamsi na hlavni diagondale,
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2. U je horni trojiuhelnikovda matice s nenulovymi prvky na hlavni diago-
ndle,

3. A =LU.

Dikaz. Dva diikazy existence, jeden pomoci Lemma2.10, druhy kon-
struktivnéjsi pomoci multiplikitor vedouci piimo k algoritmu. O

Definice 2.5 Rozklad A = LU popsany v predchozi Véte2.11 nazyvdme
LU -rozklad matice A.

Algoritmus 2.6. Vypocet LU-rozkladu

Analyzou konstruktivniho dikazu predchozi véty a za pouziti nasledujici
definice muzeme predpoklad Véty2.11 formulovat bez odkazu na pribéh
Gaussovy eliminace.

Definice 2.6 Je-li A = (a;j) ctvercovd matice 7ddu n, pak pro libovolné
m = 1,2,... definujeme hlavni minor matice A jako matici A, = (a;j)
radu m tvorenou prvky leZicimi v prunich m Tddcich a prvnich m sloupcich
matice A. Tj.

ail ai2 e A1m
a a PECEEY a
all a12 21 22 2m
A =(an), Ay = see Am = ) . )
az1 a2 : : .. :
am1 am2 " Gmm

Véta 2.12 LU-rozklad matice A tadu n existuje prave tehdy kdyz je kaZdy
hlavni minor matice A reguldarni.

Pokud zname LU-rozklad A = LU matice A, mizeme snadno vyftesit
soustavu Ax = b. Prepiseme si ji do tvaru LUx = b a polozime Ux = y.
Ptvodni soustavu Ax = b pak vyfesime postupnym feSenim dvou soustav

Ly = b,

Ux = vy,
z nichz tu prvni vyfe§ime pomoci piimé substituce (U je horni trojuhel-
nikovd matice s nenulovymi prvky na hlavni diagonale) a druhou pomoci
zpétné substituce.
Priklad 2.2 Pocty operaci pro Gaussovu eliminaci, vypocet inverzni matice,

primou a zpétnou substituci, LU-rozklad.



