Kapitola 1
Podcditani s maticemi

Definice 1.1 Matice typu m X n je soubor mn cisel usporidany do obdél-
nikové tabulky o m tddcich a n sloupcich. Matice typu m X m se nazyvd
¢tvercova matice radu m. Matice typu m x 1 se nazyva sloupcovy vektor a
matice typu 1 X n se nazyvd tddkovy vektor.

Matice budeme znacit velkymi tuénymi pismeny A,B,C, atd. Prvky
matic budeme znacit malymi pismeny. Tak napriklad, napiseme-li A = (a;;),
znamena to, ze v matici A je v i-tém fadku a j-tém sloupci prvek a;;. Pokud
budeme chtit v oznaceni matice uvést i jeji typ, tak budeme psat A, «n,
piipadné A = (aij)an-

Definice 1.2 Jsou-li A = (ai;) a B = (bi;) dvé matice stejného typu mxn,
pak definujeme soucet matic A + B jako matici (a;; + bi;) typu m X n.

Ddle definujeme soucin bA matice A libovolného typu m x n s Cislem b
jako matici bA = (ba;;) typu m X n.

Jesté si zavedeme oznaceni pro nulovou matici typu m xn, tj. pro matici,
jejiz vSechny prvky jsou rovné ¢islu 0. Nulovou matici budeme znacit 0., -
A déle definujeme matici opacnou k matici A = (a;;) jako matici —A =
(—aij) typu m X n.

Definice 1.3 Rekneme, Ze dvé matice A = (a;;),B = (bij) se rovnaji,
jestlize magji stejny typ m X n a plati a;; = b;j pro kaZdé 1 = 1,2,...,m
a kazdé 5 =1,...,n,

Tvrzeni 1.1 Jsou-li A, B, C matice téhoZ typu m X n, pak plati

1. A+B=B+A,
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2. (A+B)+C=A+ (B+C),
3. A+0m><n:A7
4. A + (_A.) = 0m><n-

Tvrzeni 1.2 Pro libovolné dvé matice A, B stejného typu m xXn a libovolnd
dvé cisla a,b plati

1. (a+b)A = aA 4+ bA,
2. a(A +B) =aA +aB,
3. a(bA) = (ab)A,

J 1A = A,

Nasledujici definice je zobecnénim vztahu mezi sloupcovym a rfadkovym
zapisem vektoru.

Definice 1.4 Transponovana matice k matici A typu mxn je matice AT =
(bij) typu n x m, kde b;j = aj; pro libovoln€ indexy i = 1,2,...,n a j =
1,2,....m.

Tvrzeni 1.3 Pro libovolné dve matice A, B stejného typu m X n a kazdé
c¢islo b plati

1. (A+B)T = AT + BT,
2. (bA)T = bAT,
3. (AT)T = A.

Definice 1.5 Je-li A matice typy m x n a B matice typu n X p, pak defi-
nujeme soucin matic AB = (¢;) jako matici typu m X p, kde

n
ik = Y aijbj
Jj=1

pro kazdé 1 =1,2,...,m a kazdé k =1,2,...,p.
Ddle definujeme jednotkovou matici I, 7ddu n jako ctvercovou matici
(aij) Tddu n, kde a; =1 pro kaZdé i a a;; = 0 kdykoliv i # j, tj.



Prvky jednotkové matice také oznacujeme pomoci Kroneckerova sym-
bolu d;;. Ten se rovna 1 pokud i = j a rovnd se 0, pokud 4 # j.

Tvrzeni 1.4 Jsou-li A,B matice typu m X n, C matice typu n X p, D.E
matice typu p X q a a cislo, pak plati

1. (BC)D = B(CD),

2. (A +B)C = AC + BC,
C(D+E)=CD +CE,
a(BC) = (aB)C,
(AB)" = BTAT,

S v

I,A = AI, = A.

Pro &étvercovou matici A fadu n a kladné celé &islo k& symbolem A*
oznacujeme soucin k£ matic A, tj. k-tou mocninu matice A. Déale oznacime
AY jednotkovou matici I,, tého# ¥adu n.

Priklad 1.1 Fibonacciova posloupnost

Piiklad 1.2 Casto pouzivanou rovnost

SN

i=1j=1 j=1i=1

muzeme snadno ovéfit pomoci matice A = (a;;) typu m X n.

V dvojité sumé nalevo vzdy napied seéteme prvky matice A po radcich
- suma Z?Zl a;;j je soucet vSech prvkii matice A, které lezi v i-tém radku.
A poté secteme tyto radkové sumy. Na pravé strané napied seCteme kazdy
sloupec zv1ast a poté se¢teme sloupcové sumy. V obou ptipadech dostaneme
soucet vSech prvkd matice A.

Definice 1.6 Ctvercovd matice A ¥ddu n nazjvd reguldrni (invertovatelnd),
jestlize existuje ctvercova matice B téhoZ vddu n takovd, Ze plati BA =
AB = 1,. Matict B pak nazgyvdme inverzni matice k A a oznacujeme ji
A~". Ctvercovd matice, kterd neni requldrni, se nazjvd singularni.
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V piipadé regularni matice A mtzeme definovat i zdporné mocniny A ¥
jako (A~1)k,

Tvrzeni 1.5 Inverzni matice k requldrni matici je uréena jednoznacneé.

Dikaz. Je-li A regularni matice fadu n a jsou-li B, C inverzni matice k
A, pak plati

C=1,C = (BA)C = B(AC) = BI, = B.

|

Tvrzeni 1.6 Jsou-li A, B reguldrni matice a b nenulové cislo, pak plati
1. soucin AB je také regulirni matice a (AB) ' =B 1A,
2. matice bA je také reguldrni a (bA)™' = b7 1AL,

3. transponovand matice AT je také reguldrni matice a plati (AT)7! =
(A~HT,

4. matice A™! je také reguldrni a plati (A=1)~! = A.

Definice 1.7 Je-li A = (a;;) matice typu m xn, pak pro kazdéi=1,...,m

nazgvame vektor (a1, aio,. .., ay) i-ty fadkovy vektor matice A a ozna-
cujeme jej Aji. Podobné definujeme j-ty sloupcovy vektor matice A jako
vektor Ay = (a1j,a5,...,am;)" proj=1,...,m.

Definice 1.8 Jsou-li Ay, Ag,..., A matice stejného typu a by, ba, ..., by
cisla, pak soucet
biA1 +b2Ag +--- + b Ay

se nazjvd linedrni kombinace matic Aq,...,A. Cisla by, ... b, nazjvdme
koeficienty linedrni kombinace. Jsou-li matice A, ..., Ay vektory, pak mlu-
vime o linedrni kombinaci vektor.

Véta 1.7 Je-li A = (a;j) matice typy m xn a B = (bji,) matice typu n x p,
pak

1. pro kazdék =1,...,p plati (AB).; = bigAsi+bog Ao+ +bpr Ay =
AB*k;

2. pro kazdéi = 1,...,m plati (AB);x = a;1B1s+aioBos+- - +0imBms =
A,.B.



Zkracené mizeme predchozi vétu formulovat tak, ze k-ty sloupec souc¢inu
matic AB je linedrni kombinaci sloupcti (levého ¢initele) A s koeficienty v
k-tém sloupci matice B a i-ty fadek souc¢inu AB se rovna linedrni kombinaci
fadki (pravého ¢initele) B s koeficienty v i-tém fadku matice A.

Definice 1.9 Soustavou m linearnich rovnic o n nezndmsyjch rozumime sou-
stavu rovnic

a11r1 + a2 + -+ -+ a1pxTy, = b1
a21r1 + aoexo + -+ + aopr, = b2
Am1T1 + AmaX2 + -+ + AppTy = bma

kde a;j a b; jsou zndmd cisla a x; jsou nezndmd cisla.

Matici A = a;j nazjvdme matice soustavy, sloupcovy vektor b = (b1, ba, . ..

nazjvame vektor pravych stran, vektor (zi,zo,...,z,)" nazjvime vektor
neznamych a matici (A|b) nazgvdme rozsitena matice soustavy. Je-li vektor
pravych stran b nulovy, mluvime o homogenni soustavé linearnich rovnic.

Pomoci této terminologie miizeme soustavu linedrnich rovnic z predchozi
definice zapsat v maticovém tvaru

Ax =D,

kde A je matice soustavy, x je vektor neznamych a b je vektor pravych
stran.
Uvedeme jesté definice nékolika zakladnich typt matic.

Definice 1.10 Ctvercovou matici A = aj; Tddu n nazgvame
1. symetricka, plati-li A = AT, tj. aij = aj; pro kaZdé i,j5 =1,...,n,

2. kososymetricka, plati-li A = —A”, tj. ajj = —aj; pro kaZdé i,j =
1,...,n,

3. horni trojuhelnikovd, plati-li a;; = 0 kdykoliv 1 > j,
4. dolni trojuhelnikovd, plati-li a;; = 0 kdykoliv i < j,

5. diagondlni, pokud a;; = 0 kdykoliv i # j.
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U libovolné ctvercové matice 7ddu n Fikdme, Ze prvky a; lezi na hlavni dia-
gondle nebo Ze tvori hlavni diagondlu.

Uloha 1.1 Dokaite, Ze

1. soucin symetrickych matic je opét symetrickd matice,

2. soucin kososymetrickych matic je symetrickd matice,

3. soucin hornich trojthelnikovych matic je horni trojihelnikovd matice,
4. soucin dolnich trojihelnikovych matic je dolni trojihelnikova matice,
5. soucin diagondlnich matic je diagonalni matice,

6. pro kazdou ¢tercovou matici A je soucet A + AT symetrickd matice.

Rozklad matice do bloku

Nékdy je vyhodné nahlizet matici jako na rozdélenou do blokti. Rozdélime-
li matici A typu m X n podélné na prvnich m; a zbylych mo = m —m, tadka
a vertikalné na prvnich nq sloupct a zbylych ny = n — ny sloupci, sklada se

matice A ze ¢tyr bloku
ny N

A— A | A mp
Agi | Ay ) mo

Kazdy blok A;j, 4,7 = 1,2 je matice typu m; x n;.

Je-li B matice typu n X p a rozdélime-li ji do ¢tyi blokd nasledovné
b p2

B— Bi1 | Bio ny
By | Bo ng

kde p; + p2 = p, pak lze snadno ovérit, ze soucin AB lze rozdélit do bloki

nasledovné yal D2
Ci1|Ci2 \ my
AB — ,
( Cy1 | Coo mo

a pro kazdé 7,7 = 1,2 plati
Cij = AﬂBlj + A»,:QBQj.

Formulka pro souc¢in matic rozdélenych na ¢ty#i bloky je specidlnim pii-
padem podobné formule pro libovolné rozklady matic na bloky.



Definice 1.11 Je-li A = (a;j) matice typu m X n, m = mi +mo+---+m,
an=mny+ns+- - +ng, pak definujeme rozklad matice A na bloky urceny
souéty m =mi+mao+---+mp an=n1 +ng+--- 4+ ng jako matici

nl n2 Y ns

Ay | A |- | Ay, mq

Ao | Agg | - | Ay mo
A= . . . .

Arl Ar2 e Ars my

kde matice A;; md typ m; x n; a na misté (k,l) v matici A;; je prvek z
mista (mq + -+ +mi—1 + k,ny + - +nj_1 +1) v matici A. Maticim A;;
Fikame bloky rozkladu. Piseme také A = (A;j).

Nésledujici tvrzeni ma jednoduchy dikaz, ktery pouze vyzaduje spravné
si napsat jednotlivé prvky ve vSech maticéch a jejich blocich.

Tvrzeni 1.8 Predpoklidejme, Ze A je matice typu m X n, B je matice typu
nXp,m=mi+mg+-+Mp, N=N1+No2+--+Ng aP=p1+---+Pg.
Je-li A = (Aj;) rozklad matice A urceny soucty m = mq +mg + -+ +m,
an =mn +ny+ -+ n, B = (Bj) je rozklad B urceny soucty n =
ni+mno+---+ngap=p+---+p a AB = C; je rozklad soucinu AB
urceny soucty m =my+mo+---+my, a p=p1+---+p, pak plati Ze pro
kazdé i+ =1,2,...,r a pro kazdé¢ k =1,2,...,t

S
Cir = Y AijBji
=1



