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8-1 Standardni skaldrni soucin 8-2
Skalarni soudin Skalarni soudin
Uvod Standardni skalarni soucin v R”
definice: pro dva aritmetické vektory u = (x1,x2,...,x,) ",
v=(y1,)2,...,¥n) € R" definujeme jejich standardni skalarni
e adresa stranky pro letni semestr soucin jako realné Cislo
http://www.karlin.mff.cuni.cz/“tuma/LinAlg14-15/LS14-15.html U-V = X1y1 T Xay2 s XnYn
e skalarni soucin dovoluje mérit délky vektor( a thly mezi nimi
v linedrnich prostorech
o skaldrni sougin funguje pouze pro linedrni prostory nad R a C definice: euk/e/dovs71_<a norn?a Sl,ebo také eukleidovska délka vektoru
u=(xy,x2,...,%x,)" €R" je &islo
Jul = Vu-u=vuTu= \/xf—l—x%—l—---—i—x,z, .
Standardni skaldrni soucin 8-3 Standardni skaldrni soucin 8-4




Skaldrni soudin

Co plyne z kosinové véty v dimenzi 2

geometricky vyznam standardniho skalarniho soucinu si ujasnime
pomoci kosinové véty

Skaldrni soudin

Projekce vektoru do sméru druhého vektoru

rovnost u-v = ||u]| ||v|| cosa

mUzeme geometricky interpretovat jesté jinym zplisobem

Standardni skaldrni soucin 8-5 Standardni skalarni soucin 8-6
Skalarni soucin Skaldrni soucin
Rovnice primky v roviné pomoci skaldrniho soucinu Normélovy vektor primky
rovnice aixy + axxp = b je rovnice pfimky v roviné, vektor a = (a1,a2)" je kolmy na pfimku a1x; + axxo = b
pokud apon jedno z isel aj, a> je nenulové . _ L L o
priklad: najdeme rovnici primky v roviné prochazejici body
o .. P=(1,3)a Q=(21)
prepiseme ji do tvarua-x = b
kde a = (al,ag)T axX= (X1,X2)T
pouzijeme geometricky vyznam
[all fIx]| cosa = b
b
||| cosav = —
la
Standardni skaldrni soucin 8-7 Standardni skaldrni soucin 8-8
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Skaldrni soudin

Ortogonalni projekce vektoru do podprostoru dimenze 1

b
rovnost ||x|| cosa = —— je rovnost mezi skalary

all

a
jaka je norma vektoru (||x|| cos a)m ?

tento vektor je ortogonalni projekci x do pfimky (a)

., a a a-x
jiny tvar (||x|| cosa) H = (||a|| ||x]| cos«) W = ||a||2 a
. . . , a-x b
rovnice a-x = b je ekvivalentni s W a= W a
a a

Rovnice rovnobéznych primek a rovnice poloroviny v roviné

rovnice aix; + axxp = b a a;xy + a)xo = ¢ jsou rovnice
rovnobéznych primek

¢emu odpovida mnozina bodii (x1,x)" € R? spliiujicich nerovnici

aix1 +axxo > b

aix1 +axo <b

Standardni skaldrni soucin

8-9

Standardni skaldrni soucin

8-10

Skalarni soucin

Skalarni souéin

Symetrie standardniho skalarniho soucinu v roviné

souéin |lul| ||v|| cos @ miizeme geometricky interpretovat dvéma

zplsoby

kdy jeu-v=07

Standardni skaldrni souéin

8-11

Standardni skaldrni soucin v dimenzi 3

zvolime dva vektory u = (x1,x0,x3)7,v = (y1, y2,y3)" € R3
takové, ze posloupnost (u,v) je linedrné nezavisla

opét pouzijeme kosinovou vétu na trojihelnik se stranami u,v a

u—v

Standardni skaldrni souéin

8-12




Skaldrni soudin

Skaldrni soudin

Rovnice roviny v prostoru dimenze 3

mnoZzina vSech feSeni rovnice a;x; + axx2 + azxs3 = b je rovina

v prostoru, pokud je aspon jeden z koeficientl a1, a2, a3 nenulovy

pomoci standardniho skaldrniho soucinu

a-x=»

s geometrickym vyznamem

[al] [Ix[| cos v = b

Ortogonalni projekce na primku v prostoru dimenze 3

rovinu tvori vsechny body body (X1,X2,X3)T € R3, které spliiuji

a a . a- b
(IIx|| cosa) 7— = b——= nebo ekvivalentné ); a=——a
lall— Jall al Il

vektor a = (a1, a2, a3)T je kolmy na rovinu a;x; + axxo + asx3 = b

fikdme mu proto normalovy vektor roviny ajxy + axxo + azxz = b

Standardni skaldrni soucin

Standardni skalarni soucin 8-14

Skalarni soucin

Skalarni souéin

Rovnice rovnobéznych rovin a poloprostort

rovnice ajxy + axxo + azxz = b a a;xy + axxp + azxz = ¢ jsou
rovnice rovnobéznych rovin

¢emu odpovida mnoZina bodii (x1,x2,x3) T € R? spliiujicich
nerovnici

aix1 + axxo +asxz3 > b

aixy + axxo +asx3 < b

Redlné aritmetické prostory dimenze vétsi nez 3

na zakladé analogie povaZzujeme normu

Jull = /52 + 53+ + x2

vektoru u = (x1,x2,...,x,)" € R" za délku vektoru u

_ T _ T
pokud dva vektory u = (x1,x2,...,xn)" av=(y1,Y2,---,Yn)
generuji rovinu v R”, pouzijeme kosinovou vétu na trojihelnik
se stranami u,v,u — v v této roviné a dostaneme

opét u-v = ||ul| ||v|| cosa

Standardni skaldrni souéin
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Projekce na podprostor dimenze 1 v R”

analogicky popisuje rovnice aixy + asxp + -+ apx, = b

afinni nadrovinu v R", pokud je aspon jedno a; # 0

protoZe a = (a1, ap,...,a,)  # 0, tvo¥i tuto nadrovinu
viechny body x = (x1,x2,...,x,) ", jejichz polohové vektory
maji ortogonalni projekci do primky (a) rovnou

a a-x b
(||x]| cosa) — = —5a =

—5a
2 2
lall la all

a-x
2
[all

vektor a je ortogonalni projekce vektoru x do pfimky (a)

Skaldrni soudin

Standardni skaldrni soucin

Vlastnosti standardniho skalarniho soucinu v R”

tvrzeni: jsou-li u,v,w € R" libovolné redlné aritmetické vektory a
a € R skalar, pak plati

1. u-v=v-u,
22u-(v+w)=u-v+u-w,
3. u-(av) =a(u-v),

4. u-u>0au-u=0pravé kdyz u = o.

dukaz:

Standardni skaldrni soucin 8-18

Skalarni soucin

Geometricky vyznam linearity standardniho skaldrniho soucinu

prou,v,w € R" a ae R:

Skalarni souéin

Standardni skaldrni souéin

8-19

Co plyne z linearity v dimenzi 2

prou = (x1,x)" av=(y1,y2)" plati

Standardni skaldrni souéin 8-20
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Priklad
nékdy byva zvykem oznadovat 1, = (1,1,...,1)T € R"

co znamenad 1-x pro x = (x1,X2,...,X,) ] € R" ?
(1
coznamend | —1)-x7?
n

vektor w = (w1, wa, ..., w,)T je vahovy vektor, pokud w; > 0
W - X je potom vaZeny soucet slozek vektoru x

pokud navic wy + wp + - -+ + w, = 1, nazyvame

w - x vaZeny pramér slozek vektoru x

Standardni skaldrni soucin 8-21

Skaldrni soudin

Prohledavani dokumenti
zajima nas vyskyt urcitych slov v dokumentech na webu
zvolime si néjakych 1024 slov, ktera si oznacime ¢&isly 1,2,...,1024
informaci o vyskytech zvolenych slov v dokumentu X si zapiseme

jako vektor x = (x1, x2, ..., x1024), kde x; oznaluje pocet vyskytl
i-tého slova v dokumentu X

tazatel ndm dd néjakou mnozinu slov s indexy J C 1,2,...,1024
definujeme si vahovy vektor w = (wy, wa, ..., wig2s):

skalarni soucin w - x pak udava

Standardni skaldrni soucin

8-22

Skalarni soucin

Standardni skaldrni soucin v C"

definice pro dva komplexni aritmetické vektory u = (xi, xo, ...,
xn)T av=(y1,y2,...,yn)" definujeme standardni skaldrni soucin
u - v predpisem

u-v=>xytxy2+-+X¥n ,
kde X znadci Cislo komplexné sdruzené k x, tj. a+ bi = a — bi

definice: eukleidovskou délku nebo také eukleidovskou normu
aritmetického vektoru u = (xy, x2, ..., x,,)T € C" definujeme jako

Skalarni souéin

Jul = Vu-u = VXix) + Xoxa + - + Xpxn = \/|x1|2-|-|X2|2_|_..._|_|Xn|2

délka kazdého vektoru u € C" je nezdaporna

Standardni skaldrni souéin 8-23

Hermitovsky sdruzené matice

v R” jsme definovali standardni skalarni soucin jakou-v=u'v

abychom to mohli podobné udélat i v komplexnim pripadé,
zavedeme

definice: hermitovsky sdruZend matice k matici A = (ajj)mxn je
matice A* = (bjj)nxm. kde bj; = @jj pro libovolné indexy
ie{l,2,....m}aje{l,2,...,n}

hermitovské sdruzovani ma mnoho vlastnosti spole¢nych s
transponovanim

Standardni skaldrni souéin

8-24
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Skaldrni soudin

Priklad

najdeme hermitovsky sdruzenou matici k matici

(1420 3
A‘( 0 3-2i 4i>

pomoci hermitovského sdruzovani mizeme také standardni skalarni
soucin v C" zapsat maticové

Zakladni vlastnosti standardniho skaldrniho souéinu v C”

tvrzeni: pro libovolné tfi vektory u,v,w € C"” a komplexni Cislo a
plati

l.u-v=v-u

22 u-(v+w)=u-v+u-w

3. u-(av)=a(u-v)

4. u-u je nezaporné realné Cislo, a u-u =0 pravé kdyz u =o

dukaz:

Standardni skaldrni soucin

8-25

Standardni skaldrni soucin
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Skalarni soucin

Skalarni souéin

Dalsi vlastnosti

pozorovani: pro libovolné tfi vektory u,v,w € C" a komplexni
Cislo a plati

I. (u+v) - w=u-w+v-w

2. (au)-v=3a(u-v)

dikaz:

Obecny skalarni soucin - obsah

B Obecny skalarni soucin
Definice
Norma
Cauchyova-Schwarzova nerovnost

Standardni skaldrni souéin

8-27

Obecny skalérni souéin

8-28




Skaldrni soudin

Uvodni poznamky
e prvky obecného linedrniho prostoru nejsou vzdy aritmetické
vektory
e presto je nékdy treba mérit jejich délku nebo Ghly mezi nimi

e tak jako v jinych pfipadech zobecnéni vezmeme za zaklad
nékteré algebraické vlastnosti znamého objektu

e znamym objektem bude standardni skalarni soucin

(obecny) skalarni soucin dvou prvkd u, v budeme znadit (u,v)

Skaldrni soudin

Obecny skaldrni soucin

8-29

Definice

definice: predpokladame, ze V je linearni prostor nad R (resp.
nad C);

zobrazeni (, ) z V x V do R (resp do C), které dvojici prvki u, v
prifadi skalar (u,v), se nazyva skaldrni soucin, pokud pro libovolné
u,v,w € V aacR (resp. a € C) plati

(SCS) (u,v) = (v,u)
(SL1) (u,av) =a(u,v)
(SL2) (u,v+w) = (u,v)+ (u,w)

(SP) (u,u) je nezdporné realné Cislo, které je nulové pravé tehdy,
kdyzu =o

Obecny skalarni soucin 8-30

Skalarni soucin

Jednoduché dlsledky definice
z axiomU skalarniho soucinu snadno plyne

pozorovani: je-li (, ) skalarni soucin na redlném (nebo
komplexnim) linedrnim prostoru V, pak pro libovolné prvky
u,v,w € V a skaldr a plati

1. (u,0) =0=(o,u)
2. (au,v) =3 (u,v)
3. (ut+v,w) =(uw)+ (v,w)

dukaz:

Skalarni souéin

Obecny skalérni souéin

8-31

Priklad

podivame se na rovnu Sikmo

co bylo kolmé, jiz kolmé neni; co mélo délku 1, uz ji mit nemusi

néjaké vzdalenosti ale v roviné porad vidime

také si umime predstavit dvojici vektort, kterou vidime kolmou

pomoci pravouhlého trojihelniku pak spocteme i thly

muzeme vzdalenosti a Ghly popsat skalarnim soucinem ?

Obecny skalérni souéin 8-32
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Skalarni soudin v R? nasikmo

podivdme se rovinu pod takovym Ghlem, Ze prvek kanonické baze
e; uvidime nadale s délkou 1, zatimco e, uvidime s délkou 2

ahel mezi e; a e, uvidime jako 7/3

pouzijeme linearitu a spocteme

((2)(n))-

Skaldrni soudin

Obecny skaldrni soucin

8-33

Skalarni soucin v R"” definnovany matici

zvolime néjakou redlnou matici A fadu n
zkusime pro u,v € R” definovat skalarni soucin

(u,v) =u’ Av

je to opravdu skalarni soucin ?

Obecny skalarni souéin 8-34

Skalarni soucin

Pozitivné definitni matice

definice: symetricka redlnd matice A radu n se nazyva pozitivné
definitni, pokud pro kazdy vektor u € R" plati, ze

u’ Au > 0, pfizem? rovnost nastava pravé kdy? u = o

tvrzeni je-li A pozitivné definitni redlna matice radu n, pak
zobrazeni (, ) : R” — R” definované predpisem

(u,v) =u' Av
je skalarni soucin na prostoru R"

priklad: pro kazdou redlnou reguldrni matici B je matice A= BB
pozitivné definitni

Skalarni souéin

Obecny skalérni souéin

8-35

Skalarni soucin v prostoru spojitych funkci

na prostoru C[0, 27] redlnych funkci spojitych na uzavieném
intervalu [0, 27| definujeme skalarni soucin predpisem

27
(fg)= /0 F(x)g(x)

Obecny skalérni souéin 8-36
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Skaldrni soudin

Intuitivni integrovani

Jo T sin(x) =

2 cos(x) =

2 sin(2x) =

( sin(x),cos(x)) = [ sin(x) cos(x)
( sin(x),sin(2x) ) = [7 sin(x) sin(2x)

{ sin(x), cos(2x) ) fo sin(x) cos(2x)

( sin(x),sin(x)) = f027r sin?(x)

Protor /5

redlny linedrni prostor ¢» je tvofen posloupnostmi (a,)0° ; realnych
Cisel, které spliuji podminku

o)
Z|a,,]2 < o0
n=1

v prostoru /5 je skaldrni soucin definovany predpisem

< (an)zozla (bn);“;l > = Z anbp
n=1

Obecny skaldrni soucin

8-37

Obecny skalarni soucin 8-38

Skalarni soucin

Skalarni souéin

Definice normy urcené skaldrnim soucinem

definice: je-li V linedrni prostor se skaldrnim soucinem (, ), pak
definujeme normu vektoru u € V jako redlné Cislo

lul = v/ (u,u)

vektor u se nazyva jednotkovy, pokud ||u]| =1

norma prvku u zavisi na skalarnim soucinu

eukleidovska norma je urcena standardnim skaldrnim soucinem

Priklad
v prostoru R? se standardnim skaldrnim soucinem je

)T

v prostoru R? se skalarnim soudinem definovanym matici
11 , 2
( Ll > plati [[(1,1)7|

v prostoru C[0, 27] se skaldrnim soucinem (f,g) = 27T f(x)g(x)
je 1% =

||sin x||?

Obecny skalérni souéin

8-39
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Skaldrni soudin

Vlastnosti normy Dikaz aj.
tvrzeni: je-li V linedrni prostor nad R (resp. C) se skaldrnim
sou¢inem (, ), u,v € V ateR (resp. t € C), pak plati
1. ||u|l > 0, pfi€emz |Ju|| = 0 pravé tehdy, kdyz u = o
2. [[tu]] = [t] [[ull
3. Ju v+ fu— v =2 ulf* + 2]jv|?
4. Re({u,v)) = 3(lu+v|? — ||ul® — ||v[|*), kde Re (x) znati
redlnou ¢ast x
Obecny skaldrni souin 841 Obecny skalari soutin 842
Skalarni soudin Skalarni soudin
Cauchyova-Schwarzova nerovnost Dikaz

pro standardni skaldrni soucin v R” plati

u-v=u| ||v|] cosa

odtud plyne, ze vzdy |u-v| < |ju]| ||v]|

tato velmi dileZita nerovnost plati pro kazdy skalarni soucin

Cauchyova-Schwarzova nerovnost: je-li V linedrni prostor se
skalarnim soucinem (, ) a u,v € V, pak plati

| Cusv) [ < fluff flv]]

a rovnost nastava pravé tehdy, kdyz (u,v) je linedrné zavisla
posloupnost

Obecny skalérni souéin 8-43

Obecny skalérni souéin
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Dokonéeni dikazu

Skaldrni soudin

Obecny skaldrni soucin

8-45

Co plyne z Cauchyovy-Schwatzovy nerovnosti

v prostoru R" se standardnim skaldrnim soucinem
2 " - . .. (11
v prostoru R< se skalarnim souc¢inem uré¢enym matici 1 2

v prostoru spojitych funkci na [0, 27]

Obecny skalarni souéin

8-46

Skalarni soucin

tvrzeni: je-li V linedrni prostor se skaldrnim soudinem (, ) a

u,v € V, pak plati

dukaz:

Trojuhelnikovad nerovnost

[lu ]| <l +[v]

Skalarni souéin

Obecny skalérni souéin

8-47

Uhly v linedrnim prostoru se skalarnim soucinem

z Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti plyne, ze pro nenulové dva
prvky uv v linedrnim prostoru V se skaldrnim soucinem (, ) plati

(uv)]
Jull v

existuje tedy pravé jeden Ghel o € [0, 7], pro ktery plati

(u,v)

cosa =
[lull flvl]

takto definujeme dhel mezi prvky u a v v linedrnim prostoru se
skalarnim soucinem (, )

Obecny skalérni souéin
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Skaldrni soudin

Kosinova véta obecné

tvrzeni: je-li V linedrni prostor nad R se skaldrnim soucinem (, ) a
o0 £ u,v € V, pak plati

2 2 2
lu—v[|” = [lul|* + [Iv[* = 2lu]| [lv][cos o ,
kde « je Ghel mezi vektory u a v

dikaz:

Obecné normy na linedrnim prostoru

definice: je-li V lineadrni prostor nad C (nebo nad R), pak
zobrazeni ||-||, které pfifazuje kazdému prvku u redlné Cislo ||ul|,
nazyvame norma na prostoru V, pokud plati pro kazé dva prvky
u,v € V a kazdy skaldr t

1. |ju]| > 0, pFi¢emz |ju|| = 0 pravé tehdy, kdyz u = o
2. [[tu]l = [t {jull
3. flut vl < ull +[lv]

priklad:

Obecny skaldrni soucin 8-49
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Skalarni soucin

Skalarni souéin

Kolmost - obsah

B Kolmost
Zaklady
Souradnice vzhledem k ON bazi
Kolmost mezi mnozinami

Definice

definice: je-li V linearni prostor se skaldrnim soucinem (, ), pak
prvky u,v € V nazyvdme kolmé (nebo ortogondini) a piseme
u L v, pokud (u,v) =0

mnozina, nebo posloupnost, M prvki V' se nazyva ortogonalni,
pokud u L v pro libovolné dva rizné prvky mnoziny (nebo
posloupnosti) M

mnozina (posloupnost) M se nazyva ortonormalni, pokud je
ortogonalni a kazdy vektor v M je jednotkovy

poznamky:
e ortogonalita posloupnosti prvkid nezavisi na poradi
e je-liu L v, pak au bv

e z ortogondlni posloupnosti (mnoziny) (ug,up, ..., uk)
dostaneme ortonormalni posloupnost

Kolmost 8-51

Kolmost 8-52




Skaldrni soudin

Linearni nezavislost ortogonalni posloupnosti

tvrzeni: je-li V lineadrni prostor se skaldrnim sou¢inem (, ), pak

kazdd ortogonalni posloupnost nenulovych prvkl V je linedrné
nezavisla

dukaz:

Kolmost

8-53

Skaldrni soudin

Piiklady

je-li B n-prvkova ortogonalni posloupnost nenulovych prvki v
linedrnim prostoru dimenze n, je to

priklad:

e kanonickd baze je ortonormalni v prostoru R”

e v prostoru R? se skaldrnim soudinem

2 1
= (x1, x2) ) = 2x1y1+Xx1y2+X0y1+X0)2
11 y2

. 1 -1 -
je posloupnost (( 0 ) ,( 5 )) ortogonalni

Kolmost 8-54

Skalarni soucin

Dokonceni prikladu

udéldme z ni ortonormalni bazi

Kolmost

8-55

Skalarni souéin

Zéaklad Fourierovy analyzy

priklad v prostoru CJ0, 27] se skalarnim soucinem
27
(f.g)= /0 fg

1, sin x, cos x, sin(2x), cos(2x), sin(3x), cos(3x), . . .

je posloupnost funkci

ortogonalni

Kolmost 8-56




Skaldrni soudin

Pythagorova véta

tvrzeni: je-li V linedrni prostor se skaldrnim soucinem (, ) a jsou-li
vektory u,v € V kolmé, pak plati

2 2 2
[Ju+v[[” = [Ju]” + v

dukaz:

Skaldrni soudin

Kolmost 8-57

Souradnice vzhledem k ortonormalni bazi

tvrzeni: je-li V linedrni prostor se skaldrnim soucinem (, ),
B = (vi,...,v,) néjakd ortonormalni baze ve V a u € V, pak plati

u=(v,u)vi+(vo,u)vo+ -+ (vs,u) vy

dukaz:

Kolmost 8-58

Skalarni soucin

Disledky
e ¢emu se rovna [u]g ?

e je-li C = (vy,va,...,v,) ortogonalni baze ve V, pak

[ulc =

Skalarni souéin

Kolmost 8-59

Skalarni soucin pomoci ortonormalni baze

tvrzeni: je-li V linedrni prostor se skaldrnim soucinem (, ),
B = (vi,va,...,Vv,) jeho ortonormalni baze, a u,w € V, pak

(u,w) = [u]g[w]s

dilkaz:

Kolmost 8-60




Skaldrni soudin

Priklad

najdeme soutadnice vektoru u = (3 +i,2,i)7 € C3 vzhledem k
ortonormalni bazi

] -2 2

1 1 1
B:(V]_,V2,V3) = § 2i ,§ -1 ,§ -2
2i 2 1

v prostoru C3 se standardnim skalarnim skalarnim soudinem

Skaldrni soudin

Kolmost 8-61

Dokonceni prikladu

Kolmost

8-62

Skalarni soucin

Dalsi priklad

v prostoru R? se skalarnim soudinem

2 1
= (x1, x2) ) = 2x1Y1+X1Y2FXo Y1+ X0 )2
1 1 Y2

ortonormalni baze

najdeme dvéma rliznymi zplsoby (u,v) pro

vektory u = (2,3)T av =(1,1)7

Skalarni souéin

Kolmost 8-63

Dokonceni prikladu

Kolmost

8-64




Skaldrni soudin

Skaldrni soudin

Kolmost mezi mnozinami

definice: je-li V linedrni prostor se skaldrnim soucinem (, ) a
veV, M, N C YV, pak rikdme, ze prvek v je kolmy na M, pokud v
je kolmy na kazdy vektor z mnoziny M; oznaceni: v | M,

rikime, Ze M je kolma na N a zapisujeme M 1 N, pokud kazdy
vektor mnoziny M je kolmy na kazdy vektor mnoziny N
pozorovani: je-li V prostor se skaldrnim souéinem () a

M,N C V, pak M L N pravé kdyz (M) L (N)

dukaz:

Gramova-Schmidtova ortogonalizace - obsah

B Gramova-Schmidtova ortogonalizace
Projekce na podprostor
Ortogonaliza¢ni proces
QR-rozklad
Ortogonalni a unitarni matice

Kolmost

8-65

Gramova-Schmidtova ortogonalizace 8-66

Skalarni soucin

Skalarni souéin

Projekce prvku na podprostor

definice: Je-li V linedrni prostor se skalarnim souc¢inem (, ), v e V
a W podprostor V, pak prvek w € W nazyvame ortogonaini
projekce v na podprostor W, pokud plati (v —w) L W

Gramova-Schmidtova ortogonalizace

8-67

Projekce je prvek W nejblizsi k v

tvrzeni: je-li W podprostor linedrniho prostoru V se skalarnim
soudinem (, ), v € V a w ortogonalni projekce prvku v na
podprostor W, pak pro kazdy prvek w # u € W plati

lv = wl <flv—ul

dukaz:

duasledek: pokud ortogonalni projekce prvku v na podprostor W
existuje, je urCend jednoznacné

Gramova-Schmidtova ortogonalizace 8-68




Skaldrni soudin

Projekce na podprostor s ortonormalni bazi

tvrzeni: je-li V linedrni prostor se skalarnim soucinem (, ), ve V,
a W konecné generovany podprostor V s ortonormalni bazi
(ug,up,...,u) ", pak prvek

w = (up,vius + (ug,viup + -+ (U, v) ug
je ortogonalni projekci vektoru v na podprostor W
dakaz:

Gramova-Schmidtova ortogonalizace 8-69

Skaldrni soudin

Co kdyz mame v podprostoru ortogonalni bazi ?

je-li (ug,uy, ... uy) ortogondlni baze W

¢emu se rovna projekce v na W ?

¢emu se rovnd projekce v na (a) ?

Gramova-Schmidtova ortogonalizace 8-70

Skalarni soucin

Priklad

v prostoru R3 se standardnim skaldrnim soucinem je
((1,1,2)7,(2,0,—1) ") ortogonalni mnozina

najdeme ortogonalni projekci vektoru v = (1,2,3)7 na rovinu
W={((1,1,2)7,(2,0,-1)7)

Gramova-Schmidtova ortogonalizace 8-71

Skalarni souéin

Gramova-Schmidtova ortogonalizace

jeden za zakladnich algoritm0 v linedrni algebre

na vstupu je linedrné nezdvisld posloupnost (vi,va, ..., vk)

prvkd linedrniho prostoru V se skaldrnim souéinem ()

na vystupu je ortonormalni posloupnost (u,us,. .., ug)
takovd, ze (ug,up, ..., u;) = (vi,vo,...,V;)

pro kazdé i =1,2,... k

Gramova-Schmidtova ortogonalizace 8-72




Skaldrni soudin

Popis algoritmu

jak najdeme u;?

jak najdeme uy?

Skaldrni soudin

Gramova-Schmidtova ortogonalizace déla to, co ma

jak dokazeme spravnost algoritmu?

pokud uz mame (uy,uy,...,u;_1) pro i < k, jak najdeme u;?
Gramova-Schmidtova ortogonalizace 8-73 Gramova-Schmidtova ortogonalizace 8-74
Skalarni soucin Skaldrni soucin

Priklad Pokracovani prikladu
v podprostoru
W = {vi,vz,v3} = {(1,2,0,1)7,(1,-1,1,0)7,(0,1,1,3) "}

prostoru R* se standardnim skalarnim soucinem najdeme

ortonormalni bazi uy, uy, uz pomoci Gramovy-Schmidtovy

ortogonalizace
Gramova-Schmidtova ortogonalizace 8-75 Gramova-Schmidtova ortogonalizace 8-76




Skalarni soudin Skalarni soucin
Dokonceni prikladu Proc jsme neovérovali jeden predpoklad
Gramova-Schmidtova ortogonalizace 8-77 Gramova-Schmidtova ortogonalizace
Skalarni soucin Skaldrni soucin
Shrnuti Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace Existence ortonormalnich bazi
dana linearn& nezavisla posloupnost (vi,va, ..., vk) prvki W véta: je-li W podprostor konecné generovaného linedrniho
prostoru V se skalarnim soucinem, pak kazdou ortonormalni
k-krét iterujeme nasledujici cyklus (ortogonalni) bazi v podprostoru W Ize doplnit na ortonormalni
(ortogonalni) bazi celého prostoru V
(ia) ortogonalizace: najdeme prvek specidlné, v kazdém konecné generovaném linedrnim prostoru se
skalarnim soucinem existuje ortonormalni baze
Vi—w;_1 = V;—(ur,v;) up—(uz,v;) up --- —(u1,vi 1) Ui
dakaz:
(ib) normalizace: polozime
Vi —W,_1
uy=———-—
lvi — wi_1]|
vyjde ortonormalni posloupnost (uy,uy, ..., uk) prvkd W
Gramova-Schmidtova ortogonalizace 8-79 Gramova-Schmidtova ortogonalizace




Skaldrni soudin

Dalsi dasledek

véta: je-li V linedrni prostor dimenze n nad R (nebo nad C) se
skalarnim soucinem (, ), pak existuje izomorfismus f : V — R”
(nebo f : V — C"), pro ktery plati

(u,v) = F(u) - £(v)
pro kazdé dva prvky u,v € V

dukaz:

Gramova-Schmidtova ortogonalizace
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Skaldrni soudin

Ortogonalizace v aritmetickych prostorech

budeme ortogonalizovat posloupnost (vi,va,...,vk) prvka C”

s obecnym skalarnim soucinem (, )

zapiSeme si je jako sloupce matice A = (v1|va|- - |vk)
vyslednou ortonormalni posloupnost (uy,uy,. .., ux)
si zapiSeme jako sloupce matice Q = (u|uz|-- - |uk)

Vi—Wj_1 v v .
rovnost u; = m prepiseme _]akO
[ 11—

Gramova-Schmidtova ortogonalizace
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Skalarni soucin

Tvrzeni o QR-rozkladu

tvrzeni: je-li A komplexni (redlnd) matice typu n x k s linearné
nezavislymi sloupci, pak existuje matice Q typu n x k nad télesem
skalar( s ortonormalnimi sloupci a horni trojihelnikovéd matice R
radu k s kladnymi redlnymi prvky na hlavni diagonale takova, ze
plati A= QR

Skalarni souéin

Gramova-Schmidtova ortogonalizace
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Priklad
1 1
. : 2 -1
najdeme QR-rozklad matice A = (vi|va|v3) = 01
1 0

w = = o

Gramova-Schmidtova ortogonalizace
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Skaldrni soudin

Skaldrni soudin

Dokonceni prikladu

Definice

jak bychom zapsali jinak, ze posloupnost sloupcovych vektori
redlné matice Q@ = (q1|gz| - - |d«k) typu m X k je ortonormalni ?

definice: ¢tvercova redlnd matice A radu n se nazyva ortogonalni,
plati-li AT A= 1,

Ctvercovd komplexni matice A fadu n se nazyva unitarni, plati-li
A*A=1,

Gramova-Schmidtova ortogonalizace

8-85

Gramova-Schmidtova ortogonalizace 8-86

Skalarni soucin

Skalarni souéin

Razné kvivalentni definice ortogonalni (unitarni) matice

tvrzeni: Pro redlnou (resp- komplexni) &tvercovou matici Q radu n
jsou nasledujici podminky ekvivalentni
1. Q je ortogonalni (resp. unitarni)
2. Q71 =QT (resp. @71 = Q%)
3. zobrazeni fg zachovdava standardni skaldrni soudin, tj. pro
libovolné u,v € R" (resp. C") plati Qu- Qv =u-v
4. fo zachovava eukleidovskou normu, tj. pro libovolny vektor
v € R" (resp. C") plati ||Qv|| = ||v||
5. fg zobrazuje ortonormalni bazi R" (resp. C") na ortonormalni
bazi R" (resp. C")
6. posloupnost radkovych vektori matice Q je ortonormalni baze
R" (resp. C")
7. posloupnost sloupcovych vektori matice Q je ortonormalni
baze R" (resp. C")

Duikaz

Gramova-Schmidtova ortogonalizace
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Gramova-Schmidtova ortogonalizace 8-88




Skaldrni soudin

Skaldrni soudin

Dokonceni dikazu a dusledek

dusledek: soucin ortogonalnich (resp. unitarnich) matice stejného
radu je ortogonalni (resp. unitarni) matice

dukaz:

Jednoznacénost QR-rozkladu regularni matice

tvrzeni: je-li A reguldrni (redlnd nebo kompexni) matice fadu a a
A= Q1R1 = Q2R> jsou dva QR-rozklady matice A, pak plati
Uh=QaRi=FR

dikaz:

Gramova-Schmidtova ortogonalizace

8-89

Gramova-Schmidtova ortogonalizace 8-90

Skalarni soucin

Skalarni souéin

Pouziti QR-rozkladu na feseni soustavy linearnich rovnic

mame-li opakované resit soustavu linedrnich rovnic nad R s
reguldrni matici A a rlznymi pravymi stranami,

spo¢teme QR-rozklad A = QR matice A
e soustavu Ax = b prepiseme jako QRx = b
e vynasobime zleva Q7 a dostaneme QTQRx=Q'b

e a dostaneme Rx = Q”b, na to uz stadi zpétna substituce

e GSO obecné také neni numericky stabilni
e lze ji vylepsit jinym poradim provadénych operaci
e tim se stane stabilni pro velkou tfidu matic

o vyzaduje =~ n® operaci

Priklad na numerickou nestabilitu GSO

priklad: v aritmetice se zaokrouhlovanim na tfi platnd mista
1 1 1
pouZijeme GSO na matici A= | 1072 1073 0
10 0 103

7

vSechny sloupcové vektory jsou ,,skoro” rovnobézné

1 0 0
vyjde [ 1002 0 —0,709
1073 —1 —0,709

druhy a treti sloupec prilis kolmé nevysly

Gramova-Schmidtova ortogonalizace
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Skaldrni soudin

Ortogonalni projekce bez ortogonalni baze

vime uz, ze v prostoru V se skalarnim soucinem existuje

ortogonalni projekce w libovolného prvku v € V na kazdy konecné

generovany podprostor (W)

jak ji spoditat, zname-li (jakoukoliv) bazi B = (uy,uy, ..
w?

., Ug) ve

ortogonalni projekce w je definovana vztahem (v —w) L W

neboli musi platit (v —w) L u; pro kazdé i =1,2,... k
vyjadrime w = aju; + axup + - - - + axuy, a spocteme

0= (uj,v—w)=

Skaldrni soudin

Soustava linedrnich rovnic pro ortogonalni projekci

tvrzeni: soufadnice [w]g = (a1,a2,...,ak)’ ortogonalni projekce
prvku v € V na konec¢né generovany podprostor W < V linedrniho
prostoru V se skaldrnim souéinem (, ) vzhledem k bazi

B = (uy,uy,...,uy) podprostoru W spliiuji soustavu linedrnich
rovnic
(ug,u1) (ug,uy) (ug,ug) | (ug,v)
(ug,ur) (up,up) (u2,ug) | (ug,v)
(ug,ur) (ug,uz) (ug,ug) | (ug,v)

matice této soustavy je reguldrni, nebot soustava ma vzdy pravé
jedno FeSeni pro jakykoliv vektor v e V

Gramova-Schmidtova ortogonalizace 8-93 Gramova-Schmidtova ortogonalizace 8-94
Skalarni soudin Skaldrni soudin
Gramova matice Dikaz
definice: jsou-li uj, uy, ..., ux prvky linedrniho prostoru se
skalarnim soucinem, pak matici
(ug,ur) (ug,uy) (ug,ug)
(ug,up) (up,up) (u2,uy)
(ug,ur)  (ug,uz) (U, ug)
nazyvame Gramova matice posloupnosti vektort (ug,u, ..., ug)
vlastnosti Gramovy matice
e je regularni
e je hermitovska (symetrickd v redlném pripadé)
e pozitivné definitni
Gramova-Schmidtova ortogonalizace 8-95 Gramova-Schmidtova ortogonalizace 8-96




Skaldrni soudin

Ortogonalni projekce v prostoru polynomt

priklad: v prostoru realnych polynom( stupné nejvyse dva se
skalarnim soucinem (f,g) = fol fg najdeme vzdalenost polynomu
x2 od podprostoru polynom( stupné nejvyse 1

Skaldrni soudin

Gramova-Schmidtova ortogonalizace 8-97

Obrazek
y
1 /
13 TR
1 ’,/
3 /8
7
1 4/
2
1 //
N 4
= X
1 1 1 3 1

Gramova-Schmidtova ortogonalizace

8-98

Skalarni soucin

Gramova-Schmidtova ortogonalizace v prostoru spojitych
funkci

priklad: pouzijeme Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci na
posloupnost funkci (vi,va,v3) = (1,2,3) v prostoru C|[0, 1]
spojitych funkci na intervalu [0, 1] se skaldrnim sou¢inem

1
(f,g) = fo fg

Skalarni souéin

Gramova-Schmidtova ortogonalizace 8-99

Ortogonalni doplnék - obsah

B Ortogonalni doplnék
Definice
Ortogonalni doplriky podprostorti uréenych matici

Ortogonalni doplnék

8-100




Skaldrni soudin

Skaldrni soudin

Definice ortogonalniho doplnku
definice: je-li V prostor se skalarnim soudinem (, ) a M C V, pak

ortogonalni doplnék mnoziny M je mnozina vSech vektord kolmych
na kazdy vektor z M:

Mt={veV:vlM}.

znaime: M-+

pozorovani: pro kazdou mnozinu M C V plati M+ = (M)*

priklad: je-li (v1,v2) linedrné& nezavisla posloupnost v prostoru R3
se standardnim skaldrnim soucinem, pak {vi,vo}*

Priklad Dalsi jednoduché vlastnosti ortogonalniho dopliku
priklad: najdeme ortogonalni doplnék roviny

U= <(1,2,5)T, (0,1, 1)T)> v prostoru R3 se standardnim
skalarnim soucinem

dalsi jednoduché vlastnosti ortogonalniho dopliiku:

e M~ je podprostor V

e Je-li M C N, pak N+ C M+

Ortogonalni doplnék 8-101

Ortogonalni doplnék 8-102

Skalarni soucin

Skalarni souéin

Dilezité vlastnosti ortogonalniho dopliku

véta: je-li V konecCné generovany prostor dimenze n se skalarnim
sou¢inem (, ) a W podprostor V, pak plati

1. dim(W+) = n — dim(W)

2. V=waow!

3. (WhH)t=w

dikaz:

Dokonéeni dikazu

Ortogonalni doplnék 8-103

Ortogonalni doplnék 8-104




Skaldrni soudin

Ortogondlni dopliiky podprostor(i uréenych matici
predpokladdme, ze A je redlnd (komplexni) matice typu m x n
o (IMAT): =
o (Ker At =
o (IMA)*+ =
o (Ker AT): =

muzeme to také zapsat ve tvaru

ImMAT @ KerA=R",  ImA® Ker AT =R™

Skaldrni soudin

Ortogonalni doplnék 8-105

Metoda nejmensich ¢tverctl - obsah

B Metoda nejmensich Ctvercil
Formulace
Linearni regrese
Optimaliza¢ni problémy
Klasifikacni problémy
Prostory nekone¢né dimenze

Metoda nejmensich ¢tverci 8-106

Skalarni soucin

Co s nereditelnou soustavou linedrnich rovnic ?

predpokladame, Ze soustava m linedrnich rovnic Ax =b o n
neznamych s redlnymi koeficienty nema reseni

co je divodem ?

kde lezi vsechny vektory Ax pro x € R" ?

ktery z nich je nejblize pravé strané b ?

kazdy vektor X € R”, pro ktery je eukleidovskd norma ||[AX — b|
minimalni, nazyvame
priblizné feseni soustavy Ax = b metodou nejmensich Cverci nebo

aproximace reseni soustavy Ax = b metodou nejmensich cvercu

Skalarni souéin

Metoda nejmensich ¢tverci 8-107

Jak priblizné reseni najdeme 7
je-li X priblizné reseni soustavy Ax = b metodou nejmensich
¢vercll, je AX ortogonalni projekci (vzhledem ke standardnimu

skalarnimu soucinu v R") vektoru pravych stran b na sloupcovy
prostor (obor hodnot) /m A matice A

coz plati pravé kdyz (b — AX) L ImA
a to je pravé kdyz AT(b — AX) = o

neboli pravé kdyz X je rfeSenim soustavy linedrnich rovnic

ATAxs=ATb

této soustaveé se rika soustava normalnich rovnic prislusna k
soustavé Ax = b

Metoda nejmensich ¢tverci 8-108




Skaldrni soudin

Priklad

pouzijeme-li metodu nejmensich ¢tvercl pro nalezeni pfiblizného
feSeni reSitelné soustavy, dostaneme

priklad: najdeme aproximaci feSeni soustavy

2 0] 3
(Ab)=| 1 15
-2 —-1|-=2

metodou nejmensich Ctvercl

Skaldrni soudin

Metoda nejmensich ¢tverct

8-109

Dokonceni prikladu

Metoda nejmensich ¢tverci

8-110

Skalarni soucin

Historické poznamky

1.1.1801 astronom Giuseppe Piazzi z observatore v Palermu
objevil , novou planetu”

e z dalekohledil zmizela pocatkem zari 1801

e v zafi 1801 Carl Friedrich Gauss zacal pocitat jeji polohu
e vySel z predpokladu eliptické drahy

e na pozorované polohy pouzil metodu nejmensich Ctvercl
e v prosinci 1801 sdélil astronomim, kde by ji méli hledat
e predpovédél polohu i v budoucnu

e Slo o planetku Ceres

e metodu nejmensich ¢tverch publikoval v roce 1809

Skalarni souéin

Metoda nejmensich ¢tverci
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Metoda nejmensich Ctvercii pomoci QR-rozkladu

z hlediska numerické stability je tfeba vyhnout se matici AT A

zname-li QR-rozklad matice A = QR, mizeme se ji vyhnout

Metoda nejmensich ¢tverci
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Skaldrni soudin

Linearni regrese
v roviné je dano n bodi se soutadnicemi (x;,y;) proi=1,2,....n
mame néjaky divod si myslet, Ze tyto body by mély leZet na primce
y=ax+b
nezname u ni koeficienty a, b

to, Ze na ni nelezi, je zplsobenou chybou v méfeni souradnice y

neznamé koeficienty a, b by mély spliovat soustavu
axi+b=y; pro i=1,2...,n

co minimalizujeme metodou nejmensich Ctverch 7

Skaldrni soudin

Metoda nejmensich ¢tverct

8-113

Priklad na linearni regresi

metodou nejmensich ¢tvercd prolozime body (0, 1), (1,1), (2,2),
(3,4), (4,5) v R? pfimku y = ax + b

Metoda nejmensich ¢tverci
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Skalarni soucin

Obrazek

Skalarni souéin

Metoda nejmensich ¢tverci

8-115

Prolozeni kvadratického polynomu

stejnymi body prolozime kvadraticky poynom y = ax? + bx + ¢

Metoda nejmensich ¢tverci
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Skaldrni soudin

Data fitting

obecné zvolime néjakych k funkci redlnych funkci f;(x)
hledame jejich linearni kombinaci

?(X) = alfl(x) =+ alfg(x) —+ -+ akfk(x)

ktera minimalizuje soucet

1 = F0a))® + (v2 = FO))* + -+ (vn — F(xa))?

Skaldrni soudin

Metoda nejmensich ¢tverct
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Linedrni optimalizace (programovani)

problém, jak aproximovat feseni soustavy linedrnich rovnic Ax = b
metodou nejmensich Ctvercl, lze zapsat také nasledovné

e je dana soustava linearnich rovnic Ax = b, A je typu m X n
e hledame prvek y € Im A, pro ktery je norma

o lly=bl>=(y1 — b1)?+ (y2— b2)> + -+ (Ym — bm)? co
nejmensi

tloha linedrni optimalizace (linedrniho programoviéni) je nasledujici

e mame danu soustavu linedrnich nerovnic Ax < b (nerovnost
plati pro kazdou slozku zvlast), A typu m x n, b € R™

e linedrni G¢elovou funkci c(x) = c1x1 + caxa + -+ + CoXp
e hleddme vektor x € R”, ktery spliuje omezujici podminky
e a maximalizuje (minimalizuje) hodnotu c(x)

Metoda nejmensich ¢tverci
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Skalarni soucin

Konvexni optimalizace (programovani)

formalné stejna jako v pripadé linedrni optimalizace

e misto soustavy linedrnich nerovnosti Ax < b
e mame soustavu omezujicich podminek tvaru
o fi(x) < bj, kde f; : R” — R jsou konvexni funkce
e (Celova funkce ¢ : R" — R je také konvexni

e hleddme x € R", které spliuje omezujici podminky

a maximalizuje (minimalizuje) hodnotu Gcelové funkce

prudce se rozvijejici technologie v poslednich 20 letech

dalsi typy matematického programovani - kvadratické,
semidefinitni, nelinedrni, geometrické, atd.

Skalarni souéin

Metoda nejmensich ¢tverci

8-119

Antispamovy filtr

dorucenou zpravu popiseme pomoci néjakého vektoru x; € R”,
i=1,2,...,N

spamim dame hodnotu y; = —1, nespamiim hodnotu y; =1

mdme spoustu takovych zprav

hledame funkci f : R” — {1, -1}

ktera bude odliSovat spamy od nespamd

Metoda nejmensich ¢tverci
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Skaldrni soudin Skaldrni soudin

Detekce podvodnych transakci platebni kartou Jednoduchy klasifikdtor pomoci metody nejmensich Ctverci

e zvolime néjaké bazové funkce (regresory) f; : R" — R,

e zadost o transakci popiseme pomoci néjakého vektoru z J=L2....p
xieR"i=12...,N

najdeme koeficienty a1, as, . .., ap urcujici funkci
7:alf1—|—ag+-~—|—apfp:IR"—>]R

ktera minimalizuje hodnotu

e podvodnym dame hodnotu y; = —1, fddnym hodnotu y; =1

e mame spoustu takovych transakci (F(x1) — y1)® + (F(x2) — y2)? + - - + (F(xn) — yn)?

o hleddme funkci 7 : R" — {1, -1} to lze udélat metodou nejmensich Ctvedrcil

definujeme 7(x) = sign f(x)
e kterd bude odliSovat podezrelé transakce od Ffaddnych

uz volba linearniho regresoru, tj. bazovych funkci 1, x, dava
prijatelné vysledky

Metoda nejmensich ¢tverch 8-121 Metoda nejmensich ¢tverct 8-122
Skalarni soudin Skaldrni soudin
Hledani markerd nemoci ve vysledcich krevnich testt Chybova tabulka

vysledkem krevniho testu pomoci hmotové spektrometrie (cena
n&kolik euro) je vektor x € R#0000

lékari predlozi 100 test od zdravych osob a 100 test( od
nemocnych s urcitym typem rakoviny

e vektorim zdravych lidi ddme hodnotu +1, u nemocnych —1

o opét hleddme klasifikator  : R#000 _, 41 1} ktery odli&i
zdravé od nemocnych v raném stadiu choroby

nejlepsi klasifikatory jsou takové, které zavisi pouze na hodnotach
nékolika slozek vektoru x, tém se rika markery

Metoda nejmensich ¢tverci 8-123 Metoda nejmensich ¢tverci 8-124




Skaldrni soudin Skaldrni soudin

Geometricky vyznam klasifikator( Co s poddefinovanymi soustavami

velmi zhruba feceno, klasifikdtor pomoci metody nejmesich ¢tvercl

SpO(\fiVé v tom, ze u velmi poddefinované soustavy linearnich rovnic soustava Ax = b s matici typu m x n je hluboce poddeﬁnované
volime Feseni s nejmensi eukleidovskou normou

. .~ . . posloupnost rfadkovych vektort matice A je linedrné nezavisla
nejjednodussi soustava rovnic v matematice je y = Ax

zndme (zméfime) y, chceme se néco dozvédét o x vl oy . .
co to fika o resitelnosti soustavy ?

e existence, jednoznacnost, aproximace feseni (200 let) . . - . vy
) L jak vypadd mnozina vsech reseni ?
e rychlost a presnost vypoctu (60 let)

e metody pro specialni typy matic jaka je dimenze Ker A ?

e vybér vhodného feseni u poddefinovanych soustav (10 let) _ _ _
da se néjak vybrat jedno specidlni reseni 7

komprimované snimani (compressed sensing)

Metoda nejmensich ¢tverch 8-125 Metoda nejmensich ¢tverct 8-126
Skalarni soucin Skalarni soucin
Jak vybrat ,,nejmensi” FesSeni soustavy linedrnich rovnic Piktogram vyvoje linedrni algebry

jednou z moznosti je vybrat reSeni x s nejmensi eukleidovskou
normou

musi byt x L (Ker A) = (ImAT)+

to znamend, ze x € (Ker A)* = ImAT

neboli x = ATy pro né&jaké y € R™

ma-li byt Ax = b, musi platit AATy =b
posloupnost radkovych vektort matice A je LN
proto je matice AAT reguldriay = (AAT)"1b

nejmensi fedeni Ax = b je tedy x = AT(AAT)"'b

Metoda nejmensich ¢tverci 8-127 Metoda nejmensich ¢tverci 8-128




Skaldrni soudin

Realny Hilbertiv prostor ¢,

tvori jej posloupnosti (a,)%° redlnych &isel, které spliiuji podminku
(ee]
Z |an|? < 00
n=1

v prostoru £» je skalarni soucin definovany predpisem

< (3n)ﬁ°:1a (bn)ioﬂ > = Z anbp
n=1

jaka je dimenze /5 7
v prostoru uvazujeme posloupnosti e; = (0,...,0,1,0,...)
mnozina posloupnosti {e; : i € N} je ortonormalini v ¢,

podprostor W = ({e; : i € N}) se nerovna (5

Skaldrni soudin

Metoda nejmensich ¢tverct 8-129

Projekce na kone¢né generované podprostory W
podprostory W, = (ej1, ey, ..., e,) jsou konené generované
posloupnost (e1,es,...,e,) je ortonormalni baze ve W,

¢emu se rovna ortogonalni projekce w,, néjakého prvku a = (a,)%%,
na podprostor W,, 7

w, =
jaka je vzdalenost a od w,,, tj. od W,, 7
la —whnl| =

¢emu se rovna lim,_,oo W, ?

W je husty podprostor f, a ma spocetnou dimenzi

Metoda nejmensich ¢tverci 8-130

Skalarni soucin

Ortogonalni projekce v prostoru spojitych funkci

v prostoru redlnych spojitych funkci na [0, 27] je definovan skalarni

soudin ,
(f,g>=/0 fg

nasledujici nekoneénd posloupnost funkci z C[0, 27] je ortogonalni

1,sin x, cos x, sin(2x), cos(2x), . . ., sin(nx), cos(nx), . ... ..
a tedy linedrné nezavisla
generuje podprostor W = ({1, sin(kx), cos(kx) : k € N})

v nich uvazujeme podprostory
W, = ({1,sin(kx),cos(nx) : k =1,2,...,n})

Skalarni souéin

Metoda nejmensich ¢tverci 8-131

Fourierovy rady

zvolime néjakou funkci f(x) € C[0,27] a spoéteme jeji projekci w,
na W,

W, =

muZeme fict, Ze fada

% 027r f(x)+ %g:l (/027r f(x) sin(kx)) sin(kx)
+ % i (/027r f(x) cos(kx)) cos(kx)

k=1
konverguje k f(x) ?

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) si to dovolil
Henri Léon Lebesgue (1875-1941) to uvedl na pravou miru

Metoda nejmensich ¢tverci 8-132




Vlastni Cisla a vlastni vektory

Kapitola 9

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Linearni dynamické systémy - obsah

B [inedrni dynamické systémy
Diskrétni
Spojité

9-1 Linearni dynamické systémy 92
Vlastni Cisla a vlastni vektory Vlastni Cisla a vlastni vektory
Uroky Spojité Grocleni

do banky si ulozim 1000 K& na 1% roéné co kdy? mi je bude p¥ipisovat spojité ?

po roce budu mit po roce budu mit

banka se placne pres kapsu a pripise mi Groky dvakrat za rok

po piil roce budu mit dynamické systémy se vyvijeji v Case

po roce budu mit jejich stavy popisujeme vektorem x € V

jing mi je bude pipisovat ka¥dy mésic kde V je néjaky linearni prostor nad obecnym télesem T

po roce budu mit vyvoj systému v diskrétnim case popiseme posloupnosti

kdy¥ mi je bude pripisovat ka¥dy den, budu po roce mit X0 X1, .- Xn, ... prvkil prostoru V — stavoveho prostoru
Linedrni dynamické systémy 9-3 Linedrni dynamické systémy 9-4




Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Diskrétni linearni dynamické systémy
diskrétni linearni dynamicky systém je systém, ktery se vyviji tak, ze
Xkr1 = f(xg), k>0,
kde f : V — V je lineadrni zobrazeni
specialné, pokud je V = T", mlzeme vyvoj systému popsat jako
X1 = AXg
kde A je Ctvercova matice radu n nad télesem T
prvek xg se nazyvd pocatecni stav systému

pro stav x,11 pak plati

Priklad diskrétniho dynamického systému

vyvoj vyse vkladu na Groceném uctu je dynamicky systém

jeho stav xi v Case k je vySe vkladu v Case k

pocatecni vklad xg je pocatecCni stav systému

vyvoj systému je popsan rovnici xx 11 = (1 + p)xk

kde p je Grok pripsany za jeden Casovy interval

Linearni dynamické systémy 9-5 Linearni dynamické systémy 9-6
Vlastni Cisla a vlastni vektory Vlastni Cisla a vlastni vektory
Fibonacciho posloupnost jako dynamicky systém Vyvoj diskrétniho linedrniho systému v dimenzi 1
rekurentni posloupnost je posloupnost (ax)?2 ; Cisel z télesa T
predpovédét vyvoj v dimenzi 1 je snadné
spliujici podminku ax42 = aky1 + ak pro kazdé kK >0
. . ., ocatedni stav je néjaké Cislo xg € T
stav posloupnosti v ¢ase k € N popiseme dvojici P Je el 0
X = (aks1,a)" € T2 U
vyvoj systému je popsdn matici radu 1, tj. Cislem a € T
vyvoj posloupnosti pak popiSeme vztahem
lati tedy xx1 = ax, pro kazdé kK > 0
. B k4o - 1 1 ksl - 1 1 . p Y Xk+1 k P =
k+l = dk+1 - 1 0 dy - 1 0 k
stav xy systému v Case k > 0 je tedy
jde tedy opét o diskrétni linedrni dynamicky systém, tentokrat P
dimenze 2 Xk =a Xo
Fibonacciho posloupnost ma pocate¢ni stav xg = (1,0)"
Linedrni dynamické systémy 9-7 Linedrni dynamické systémy 9-8
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Spojity dynamicky systém
spojity dynamicky systém popisujeme jako funkci
x:R—V
kde V je opét néjaky linearni prostor nad télesem T
x(t) je stav systému v Case t € R

je-li stavovy prostor V.= R" pro néjaké n € N

je stav v case t realny vektor x(t) = (xi(t), x2(t), ..., xa(t))"

kazda slozka stavového vektoru je tedy

redlnd funkce redlné proménné

Spojity linedrni dynamicky systém

spojity dynamicky systém se nazyva linedrni, pokud
X'(t) = Ax(t)
kde A je redlnd matice radu n

X' (t) = (X (t),%(t),...,x4(t))" je vektor derivaci slozek

stavového vektoru x(t)

Casto byva také oznadovan x(t)

Linearni dynamické systémy 9-9

Linearni dynamické systémy

9-10

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Rozpad radioaktivnich jader 1

mira radioaktivity materidlu se mé¥i rozpadovou konstantou
k € [0,1]

k udava pravdépodobnost, s jakou se jadro rozpadne béhem jedné
sekundy

pocet radioaktivnich jader v Case t si ozna¢ime f(t)

pocet jader, které se rozpadnou béhem casového intervalu
(t,t+ €) je priblizné e k f(t)

za kratky interval se pocet radioaktivnich jader zméni na

f(t+e)~f(t)—ekf(t)

Rozpad radioaktivnich jader 2

coz prepiseme do tvaru

f(t+e)—f(t) ~ k()

vezmeme-li limitu pro ¢ — 0, dostdvame rovnici
f'(t) = —k £(t)

vyvoj poctu radioaktivnich jader je tedy popsan

spojitym linedrnim dynamickym systémem dimenze 1

Linedrni dynamické systémy 9-11

Linedrni dynamické systémy
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Kmity na pruziné 1

na pruziné s koeficientem pruznosti k

je zavésené zavazi o hmotnosti m

v rovnovazném stavu se pruzina protahne o /
v rovnovazném stavu se vyrovnava

sila pruziny

s gravitacni silou

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Linearni dynamické systémy 9-13

Kmity na pruziné 2

z4vazi posuneme z rovnovazného stavu o x1(0) = d
polohu zdvazi v ¢ase t oznadime xi(t)

jeho rychlost v Case t pak xo(t)

stav systému v dase t je x(t) = (x1(t), xo(t)) "

¢emu se rovnd x'(t) = (xq(t), x5(t)) ?

Linearni dynamické systémy

9-14

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Kmity na pruziné 3
Newtontv zakon fika, zZe F = am
F je sila plsobici na zavazi
a je jeho zrychleni

F=
k

4(8) =2 =~ x (1
kmity zavazi na pruziné jsou tedy popsany rovnici
(4)-(50)-(3 ) ()
x4(t) (1) & 0 )\ %)

pocatedni stav je x(0) = (x1(0), x2(0))7

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Linedrni dynamické systémy 9-15

Vyvoj spojitého linedrniho systému v dimenzi 1

v dimenzi 1 je spojity linedrni systém popsan rovnici
f'(t) = Mf(t)
s pocate¢ni podminkou f(0) =s
jedno Feseni vidime hned: 7(t) =
je-li g(t) dalsi funkce, pro kterou je g’(t) = A\g(t) a g(0) = s, je

(g(t)e™) =

Linedrni dynamické systémy
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Polocas rozpadu radioaktivni latky

odvodili jsme, ze podet f(t) atom( radioaktivni latky v ¢ase t je
popsan rovnici

f'(t) = —k f(t)

kde k > 0 je rozpadova konstanta a f(0) = s je pocatecni
podminka

pocet radioaktivnich atom( v Case t je tedy

f(t)=se

v jakém case T ji bude polovina, tj. s/2 7
musi platit

. T =

Vlastni Cisla a vlastni vektory - obsah

B Vlastni Cisla a vlastni vektory
Definice
Vypocet vlastnich Cisel a vlastnich vektort
Charakteristicky polynom
Diagonalizovatelnost

Linearni dynamické systémy

Vlastni Cisla a vlastni vektory 9-18

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad
v dimenzi 1 umime feSit jak diskrétni tak spojité linedrni systémy
pro nékteré pocateni stavy xg to je snadné i ve vyssi dimenzi

priklad: ve stavovém prostoru R? uvazujeme diskrétni systém
Xk+1 = AXg uréeny matici

30
2=(12)
zvolime podate¢ni stav xg = (1,1)7; potom

X1 = AXO =

X2 = AX]_ = Xk = AXk_l =

Definice vlastnich cisel a vlastnich vektorti pro matice

diskrétni systém x,1 = AX, umime vyresit i pro libovolny
poatedni vektor xo € ((1,1)7); je-li xo = s(1,1)7, je

ot n (1)

definice: je-li A ¢tvercova matice fadu n nad télesem T, pak skalar
A € T nazyvame viastni Cislo matice A, pokud existuje nenulovy
vektor x € T" takovy, ze

Ax = A\x

je-li X vlastni ¢islo matice A, pak libovolny vektor x € T", pro
ktery plati Ax = Ax, nazyvame vlastni vektor matice A pfislusny
vlastnimu &islu A

Vlastni &isla a vlastni vektory

9-19

Vlastni &isla a vlastni vektory 9-20




Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Definice vlastnich cisel a vlastnich vektort linedrnich operator(

definice: je-li f : V — V lineadrni operator na vektorovém prostoru
V nad télesem T, pak skaldr A € T nazyvame vlastni Cislo
operatoru f, pokud existuje nenulovy vektor x € V/, pro ktery plati

f(x) = Ax

je-li \ vlastni Cislo operatoru f, pak libovolny vektor x € V/, pro
ktery plati f(x) = Ax, nazyvdme vlastni vektor operatoru f
prislusny vlastnimu cislu A

pozorovani: je-li A matice fadu n nad télesem T, pak
e A €T je vlastni ¢islo matice A pravé kdyz je vlastnim cislem
operatoru f4 : T" — T"
e je-li A vlastni ¢&islo matice A (neboli operatoru f4), pak x € T"
je vlastni vektor matice A prislusny \ pravé kdyz je vlastnim
vektorem operatoru fa prislusnym A

Dalsi pozorovani

0 je vlastni Cislo matice A € T"*" pravé kdyz

je-1i 0 vlastni ¢islo matice A € T"*", pak x € T” je vlastni
vektor A prislusny O pravé kdyz

0 je vlastni Cislo linearniho operatoru f : V — V pravé kdyz

je-li 0 vlastni Cislo operatoru f : V — V, pak x € V je vlastni
vektor f prislusny O pravé kdyz

Vlastni ¢isla a vlastni vektory

9-21

Vlastni &isla a vlastni vektory
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dalsi pozorovani

jednotkova matice /, ma vlastni Cisla

vektor x € T" je vlastni vektor matice /, prdvé kdyz

a co identicky operator idy : V. —V 7

na prostoru C*°(R) vSech spojitych redlnych funkci jedné
redlné proménné, které maji derivace vSech radd, je zobrazeni
D(f) = f' linedrni operator

A € R je vlastni Cislo operdtoru D pravé kdyz

funkce f : R — R je vlastni vektor operatoru D pfislusny A
pravé kdyz

Geometricky vyznam vlastnich vektor( a Cisel

nenulovy prvek x € V je vlastni vektor operatoru f : V — V
prislusny vlastnimu ¢islu A € T pravé kdyz f(x) = Ax

Vlastni &isla a vlastni vektory

9-23

Vlastni &isla a vlastni vektory
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni &isla a vektory geometrickych zobrazeni v R?

symetrie vzhledem k primce projekce na primku

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni ¢isla a vlastni vektory

9-25

Vlastni &isla a vektory geometrickych zobrazeni v R?

stejnolehlost s koeficientem k rotace kolem pocatku o Uhel «

Vlastni &isla a vlastni vektory

9-26

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni Cisla a vektory matice

zacneme pripadem matice A fddu n nad T
Cislo A € T je vlastni Cislo matice A
pravé kdyz

cozZ je pravé kdyz

vektor x € T" je vlastni vektor prislusny \ pravé kdyz

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni &isla a vlastni vektory
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Priklad

. A , (s . 30
najdeme vlastni Cisla a vlastni vektory redlné matice A = 1 9

Vlastni &isla a vlastni vektory
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vyvoj diskrétniho linearniho systému s matici A = ( ‘Z’
nasli jsme dvé vlastni ¢isla A\ =3 a Ay =2

k A1 = 3 je vlastni vektor napf. u; = (1,1)7

k A2 = 2 je vlastni vektor napt. up = (0,1)7

posloupnost B = (ug,uy) je baze v R2

diskrétni dynamicky systém x,41 = Axy se vyviji ndsledovné
je-lixo =u; = (1,1)7, pak x4 =

je-li xg = up = (0,1)7, pak xx =

je-Ii Xg = aiui + asuy, pak x, =

2)

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni ¢isla a vlastni vektory
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Jak najit vlastni ¢isla matice

tvrzeni: ¢islo A € T je vlastnim ¢islem matice A ¥adu n nad
télesem T pravé kdyz

det(A— Al,) =0

priklad: najdeme vlastni ¢isla redlné matice A = ( _01 § )

A s . 0 1.
vlastni Cisla redlné matice B = 1 o ) sou

jaka jsou vlastni Cisla horni (dolni) trojihelnikové matice C ?

Vlastni &isla a vlastni vektory
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Fibonacciho posloupnost naposledy

. Py . . 11
najdeme vlastni Cisla a vlastni vektory matice 10

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni &isla a vlastni vektory
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Co je to det(A — \l,) ?

tvrzeni: pro Ctvercovou matici A = (a;;) fadu n nad T je vyraz
det(A — \l,) polynom stupné n s koeficienty v T a

1. koeficient u \" se rovna (—1)"
2. koeficient u A" se rovnd (—1)""Y(a1; +ax + -+ ann)

3. absolutni ¢len se rovna det A

Vlastni &isla a vlastni vektory
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Definice charakteristického polynomu matice

definice: pro ¢tvercovou matici A = (aj;) fadu n nad T polynom
det(A — Al,) nazyvame charakteristicky polynom matice A a
oznacujeme jej

tvrzeni: vlastni cisla matice A jsou pravé koreny charakteritického
polynomu pa(A) matice A

31 -1
priklad: charakteristicky polynom matice A=| 2 1 -1
00 2

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni ¢isla a vlastni vektory

9-33

O korenech polynomd
to bude v predndsce z obecné algebry ve druhém rocniku

tvrzeni: pro kazdé téleso T a kazdé n € N ma libovolny polynom
stupné n s koeficienty v T nejvySe n riznych korent, které lezi v
télese T

dasledek: kazda matice A fadu n nad télesem T md nejvyse n
riznych vlastnich Cisel v télese T

tvrzeni: je-li p(x) = a,x" + a,_1x" "1+ -+ + a1x + ap polynom
stupné n s koeficienty v télese T a t € T je kofen polynomu p(x),
pak existuje jednoznaéné urcené &islo k € N a polynom g(x) s
koeficienty v T, pro které plati

p(x) = (x — 1) q(x)

a t neni kofenem polynomu g(x)

Vlastni Cisla a vlastni vektory 9-34
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Algebraickd nasobnost vlastniho Cisla matice
Cislo k z predchoziho tvrzeni se nazyva ndsobnost korene t

definice: je-li A\; € T vlastni Cislo matice A nad télesem T, pak
algebraickou ndsobnosti vlastniho ¢isla A1 rozumime nasobnost \g
coby kofene charakteristického polynomu pa(\) matice A

31
0 2
A12 = 3,2, kazdé s algebraickou nasobnosti 1

priklad: matice A = ma dvé riznd vlastni Cisla

matice B = ) ma jedno vlastni Cislo A = 2 a jeho

0 2
algebraicka nasobnost je 2

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni &isla a vlastni vektory
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Koreny polynom( s redlnymi a komplexnimi koeficienty

tvrzeni: kazdy polynom p(x) stupné n > 1 s komplexnimi
koeficinety ma presné n komplexnich korent, pocitame-li kazdy
tolikrat, kolik je jeho nasobnost

duasledek: kazdd komplexni matice radu n ma presné n vlastnich
Cisel, pocitame-li kazdé tolikrat, kolik je jeho algebraicka ndsobnost

dasledek: kazda realna matice fddu n ma presné n komplexnich
vlastnich cisel, pocitame-li kazdé tolikrat, kolik je jeho algebraicka
ndsobnost

tvrzeni: kazdy polynom lichého stupné s redlnymi koeficienty ma
aspon jeden redlny koren

diasledek: kazda redlnd matice lichého fadu ma aspon jedno redlné
vlastni ¢islo
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jak najit vlastni Cisla linedrnich operator(

tvrzeni: je-li f : V — V lineadrni operator na kone¢né generovaném
prostoru V nad T a B baze ve V, pak

1. A €T je vlastni Cislo operatoru f pravé kdyz je vlastnim
gislem matice [f]5 operatoru f vzhledem k bdzim B a B

2. je-li A vlastni Cislo operatoru f, pak x € V je vlastni Cislo
operatoru f prislusné vlastnimu &islu A pravé kdyz je [x]|s
vlastni vektor matice [f]5

dikaz:

Nezavislost na bazi
je-li C jina baze prostoru V, pak plati
71 =
plati ze [id]S je reguldmi a [id]2 = ([id]§) "
tvrzeni: pro kaZzdou ¢tvercovou matici A a regularni matici R, obé
¥adu n nad T plati det(A — M) = det(R"1AR — \l,)

dukaz:

definice: charakteristickym polynomem linedrniho operatoru
f -V — V na konecné generovaném prostoru V rozumime
charakteristicky polynom matice [f]g operatoru f vzhledem k
néjaké bazi B prostoru V

duasledek: charakteristicky polynom operatoru f : V — V nezavisi
na volbé baze prostoru V. oznaceni: ps(\)

Vlastni ¢isla a vlastni vektory
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Disledky

definice: algebraickou nasobnosti vlastniho cisla A linedrniho
operatoru f : V. — V na konecné generovaném prostoru V
rozumime nasobnost A coby korene charakteristického polynomu
pr(A) operatoru f

e kazdy operator f : V — V na prostoru V dimenze n nad T ma
nejvyse n vlastnich Cisel

e kazdy operator f : V — V na komplexnim prostoru V dimenze
n ma presné n vlastnich Cisel, pocitame-li kazdé tolikrat, kolik
je jeho algebraickd nasobnost

e kazdy operator f : V — V na redlném prostoru V liché
dimenze n ma aspon jedno redlné vlastni Cislo

Priklad

najdeme vlastni &isla a vlastni vektory osové symetrie v R? uréené
osou, ktery svird s prvni souradnou osou thel «

Vlastni &isla a vlastni vektory
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dalsi priklad

najdeme vlastni Cisla a jejich algebraické nasobnosti pro linedrni
operator f : R3 — R3 definovany predpisem

X -y +z
fly|=1| -3x—2y+3z
z —2x -2y +3z

Vlastni Cisla a vlastni vektory
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Umocnovéni diagonalni matice

diagonalni matice umime rychle umocnovat

stejné rychle umime umochovat matice tvaru R~'DR, kde D je
diagondlni

definice: dvé ¢tvercové matice A, B téhoz fadu n nad T nazyvdme
podobné, pokud existuje reguldrni matice R, pro kterou plati
A=R'BR zapisujeme: A~ B

matici A fikdme diagonalizovatelnd, je-li podobna diagonalni matici

Vlastni &isla a vlastni vektory
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Co znamena diagonalizovatelnost ?

poznamka: relace podobnosti je ekvivalence na mnoziné vsech
Ctvercovych matic téhoz radu nnad T

rovnost R“1AR = D, kde R = (r1|ra2| - - - |r,), prepiseme do tvaru

tvrzeni: matice A fddu n nad T je diagonalizovatelnd pravé kdyz
existuje v T" baze sloZzena z vlastnich vektort matice A

Vlastni Cisla a vlastni vektory
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Diagonalizovatelné operatory

definice: linedrni operdtor f : V — V na konecné generovaném
prostoru V nad T se nazyva diagonalizovatelny pokud ve V
existuje baze slozena z vlastnich vektor(i operatoru f

ekvivalentni podminky s diagonalizovatelnosti operatorti

1. linearni operator f : V — V je diagonalizovatelny pravé kdyz
existuje baze B ve V takovd, ze [f]5 je diagonlni matice

2. linedrni operator f : V. — V je diagonalizovatelny pravé kdyz
pro jakoukoliv bazi C ve V je matice [f]& diagonalizovatelna,
tj. podobna diagonalni matici

Vlastni &isla a vlastni vektory
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Linearni nezdvislost posloupnosti vlastnich vektor(

véta: je-li f : V — V linedrni operator na prostoru V nad T a
(v1,Vv2,...,Vk) posloupnost nenulovych vlastnich vektor
operatoru f prislusSnych navzajem riznym vlastnim cisldim

AL, ..., Ak, pak je posloupnost (vi,va, ..., vk) linedrné nezavisla.

dukaz:

Vlastni Cisla a vlastni vektory
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Dokonéeni dikazu
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Disledky

diasledek: ma-li matice A raddu n nad télesem T celkem n
navzdjem rGznych vlastnich Cisel, pak je diagonalizovatelnd

dikaz:

duasledek: ma-li linearni operator f : V — V na vektorovém
prostoru V dimenze n nad télesem T n navzdjem rlznych vlastnich
Cisel, pak je diagonalizovatelny

Vlastni Cisla a vlastni vektory
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spocitame A" pro readlnou matici A = ( i g > proneN

Priklad

Vlastni &isla a vlastni vektory
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Vlastni ¢isla a vlastni vektory Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dalsi priklad Predchozi priklad jinak

spocitdme A" pro readlnou matici A = ( _12 i ) proneN
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Vlastni Cisla a vlastni vektory Vlastni Cisla a vlastni vektory

Geometrickd nasobnost vlastniho &isla Tvrzeni o determinantech

algebraicka nasobnost vlastniho Cisla A matice nebo operatoru je
jeho nasobnost coby korene charakteristického polynomu pfrislusné
matice nebo operatoru

tvrzeni: pro blokovou matici A = ( g g > plati

det A =

kazdému vlastnimu cislu A matice A mizeme priradit jesté jiné dikaz:
Cislo — dimKer (A— Al,) — tj. dimenzi prostoru vlastnich
vektor( prislusnych A

definice: geometrickou nasobnosti vlastniho Cisla \ operatoru f na
kone¢né generovaném prostoru (nebo ¢tvercové matice A)
rozumime dimenzi podprostoru Ker (f — X id, ) (nebo

Ker (A — Al,)) vlastnich vektor operdtoru f (nebo matice A)
prislusnych vlastnimu &islu A
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Geometrickd nasobnost < algebraickd nasobnost

véta: pro kazdé vlastni Cislo A linedrniho operatoru f : V. — V na
kone¢né generovaném prostoru V (¢tvercové matice A) nad
télesem T plati, Ze geometrickd ndsobnost A je mensi nebo rovna
algebraické nasobnosti A

dukaz:
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Charakterizace diagonalizovatelnych operatori a matic

véta: pro linearni operator f na vektorovém prostoru U dimenze n
je ekvivalentni
1. operator f je diagonalizovatelny
2. operator f spliuje nasledujici dvé podminky
» soucet algebraickych nasobnosti vsech vlastnich Cisel f se
rovna n
» algebraickd ndsobnost kazdého vlastniho Cisla A operatoru f se
rovna jeho geometrické nasobnosti

dikaz: (1) = (2)
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Dikaz 2

Vlastni Cisla a vlastni vektory
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Dikaz 3

(2) = (1)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dikaz 4 Dikaz 5
Vlastni ¢isla a vlastni vektory 9-57 Vlastni &isla a vlastni vektory 9-58
Vlastni Cisla a vlastni vektory Vlastni Cisla a vlastni vektory
Priklad matice, kterd neni diagonalizovatelna Dynamické systémy nad R v dimenzi 2 - obsah
(y . . 3 . . ,
ukazeme, Ze matice A = 0 3 neni diagonalizovatelnd
B Dynamické systémy nad R v dimenzi 2
Diskrétni
Spojité
pric¢iny nediagonalizovatelnosti:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Diskrétni dynamické systémy v dimenzi 2

diskrétni linedrni dynemicky systém x,,; = Ax, dimenze 2 nad R
si miZeme predstavit pomoci obrazku
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Digonalizovatelnd matice s jednim vlastnim cislem A > 1
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T -~ = v _ ]
o € — - - - - o

VN |
RN
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Digonalizovatelna matice s jednim vlastnim cislem 0 < A <1
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Z4dné redlné vlastni dislo

nema-li matice A zadné redlné vlastni ¢islo, ma dvé rizna
(komplexné sdruzena) vlastni &isla A a A

oznadime v € C? nenulovy vlastni vektor matice A prislu$ny A
pro jakoukoliv matici D = (dj;) € C™*" ozna¢ime D = (dj;)
vypolet AV = AV = Av =Av=)\V

znamena, ze

v prostoru C? mame bazi C = (v,V) z vlastnich vektordi matice A

matice fa : C2 — C2 vzhledem k bazi C je [fa]& = ( ())\ g )

Vlastni Cisla a vlastni vektory
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Redlnd baze v C?
zvolime wy = v+ Vv = awy =i(v—V)=
vektory wy, wy jsou redlné a B = (wy,w») je baze v C? i v R?
spocteme matici [f4]3 = [id]§ [A]S )2 = ([i)2) " [A]S )2
plati [id]2 = a ([id]8) ! =
pouzijeme goniometricky tvar A = r(cos a + i sin ) a spoditame

AR

Dynamické systémy nad R v dimenzi 2
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Shrnuti

tvrzeni: je-li A redlnd matice radu 2, kterd nema realna vlastni
Cisla, a A = r(cosa + isin ) je komplexni vlastni ¢islo s
nenulovym vlastnim vektorem v, pak plati

1. v je vlastni vektor A prislusny vlastnimu Cislu A

2. vektory wi = v +V a wp = i(v — V) tvofi bazi B = (w,w>)
prostoru R?

3. linearni zobrazeni f4 uréené matici A ma vzhledem k bazi B
matici
cosa —sina
B =r .
[fale sina cosa

a je tedy slozenim rotace o Uhel « sloZzenou se stejnolehlosti s
koeficientem r > 0
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Pfipad [A| > 1

Vlastni Cisla a vlastni vektory
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Co zpusobi nenulovy vlastni vektor u spojitého systému
budeme Fesit redlny spojity dynamicky systém x’ = Ax dimenze 2
(4@)_A(nm)
1 =
xa(t) xa(t)
s redlnou matici A Fadu 2 a po&ite¢nim stavem (x1(0),x2(0))"

predpokladame, ze A ma nenulové vlastni Cislo A s vlastnim
vektorem u = (ug, )" # o

jak se bude systém vyvijet, zvolime-li pocateéni stav x(0) =u ?

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jedno reseni

muzeme se tedy opravnéné domnivat, Ze stav systému x(t) se bude
stale pohybovat po pfimce (u)

a protoze okamzita rychlost zmény stavu x'(t) = Ax(t) = Ax(t) je
primo (imérna stavu x(t) € (u), dostdvdme soustavu

()= (56 - (326))

s pocatecnim stavem x(0) = (uy, o) a Fedenim

At At
x1(t) = ure™, xo(t) = we
. x1(t
tj. x(t) = (1) ) _
x(t)
Dynamické systémy nad R v dimenzi 2 9-73 Dynamické systémy nad R v dimenzi 2 9-74
Vlastni Cisla a vlastni vektory Vlastni Cisla a vlastni vektory
KdyZ ma R? bazi sloZzenou z vlastnich vektorti A Priklad

jestlize ve R? existuje baze (u,v) z vlastnich vektori A
je 0 # v = (vi, )" vlastni vektor p¥islusny vlastnimu &islu p

zvolime-li pocatecni stav y(0) = (y1(0), y2(0)) " = (v1, )7

it
dostaneme FeSeni y(t) = < yi(t) ) _ < vie )

yz(t) Vze“t

pro obecny pocatecni stav w = au + by pak dostaneme reseni

aueM bviett
()= ax(t)+ () = (290 )+ (s )

auye

koeficienty a, b najdeme jako feSeni soustavy au + bv = w

Dynamické systémy nad R v dimenzi 2
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najdeme fedeni systému x'(t) = Ax(t), kde A = ( ; :g )

s pocate¢nim stavem x(0) = (1,2)7
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni kmity pruziny - 1
ukazali jsme uz, ze pohyb zavaZzi na pruziné je spojity systém
(x{(t))_(o 1)(X1(t))
xa(t) 0] Ux(t)
kde xi(t) je odchylka zavazi od rovnovazného stavu a x(t) je jeho
rychlost, oboji v Case t

budeme predpokladat obecnou pocatecni podminku
(x1(0),%2(0))" = (p.q) " € R?

oznatime (k/m) = w?, kde w > 0
charakteristicky polynom matice je A\? 4+ w? = 0, vlastni &isla jsou

Cisté imaginarni \1 o = tiw

Vlastni kmity pruziny - 2
matice neni diagonalizovatelnad nad R

mame soustavu x1(t) = xo(t)

x5(t) = —w? x1(t)

prvni rovnici zderivujeme a dosadime do druhé, dostaneme
x(t) = —w? xq(t)

s podatecni podminkou (x1(0),x;(0))" = (p,q)T

reseni ?

Dynamické systémy nad R v dimenzi 2
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni kmity pruziny pomoci komplexnich cisel

Dynamické systémy nad R v dimenzi 2
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Jordantiv kanonicky tvar - obsah

B Jordaniiv kanonicky tvar
Nediagonalizovatelné operatory v dimenzi 2
Jordanovy bunky a Jordaniv tvar
Hledani Jordanova kanonického tvaru

Jordandv kanonicky tvar
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Nediagonalizovatelné operatory v dimenzi 2

V je linearni prostor dimenze 2 nad T
f :V — V je linedrni operator s vlastnim cislem A

pokud neni diagonalizovatelny, pak

ukazeme, ze ve V existuje baze B = (uy, uz) takova, ze

5= (5 )

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordantiv kanonicky tvar
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Co to znamena ?

protoze [f]5 = ([f(u1)]g | [f(u2)]5), musi platit

[f(u1)]s = ( 3 ) [f(u2)]z = ( i )

neboli
neboli

schematicky

f—Xid f—Xid
us t up ¢ o

u; je vlastni vektor f pfislusny A a (f — Aidy)(uz) = ug

Jordandiv kanonicky tvar 9-82
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Linedrni nezavislost prvk(i Jordanova retizku

tvrzeni: jsou-li uy,us € V nenulové a A € T takové, ze

f—Xid f—Xid
up ¢ up ¢ o

pak je posloupnost (ug,up) linedrné nezavisla
dakaz: plati-li aiug + arup = o

pouzijeme na obé strany operator f — Aidy

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordandv kanonicky tvar
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Jak Jordanlv retizek najdeme
predpokladame, Ze A je jediné vlastni Cislo operatoru f : V — V
jeho geometrickd nasobnost, tj. dim Ker (f — Aidy) =1
podle véty o dimenzi jadra a obrazu je
dimIm(f — Aidy) =

zvolime libovolny nenulovy prvek u; € Im (f — Xidy))
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordanovy bunky

definice: Jordanova burika nad télesem T radu k > 1 prislusna
prvku A € T je ¢tvercova matice

A1 O 0 0

O X1 ... 00

0 0 X 0 0
Dk = . .

0 0 O Al

0 0 O 0 A

priklad: realné Jordanovy bunky jsou napr.

Mocniny Jordanovych bunék Jy «

tvrzeni: pro libovolnd prirozena cisla m < k plati

Jok = (o] ...|o|e1|ex|ex—pm)
——

mX

Prom > k je J§ =0

dikaz:

310
(53) (og)foz1] @
0 0 3
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Vlastni Cisla a vlastni vektory Vlastni Cisla a vlastni vektory
Priklady Binomicka véta pro komutujici matice
0010 00 0 1 tvrzeni: jestlize dvé matice A, B fadu n nad T komutuji, tj. plati-li
0 0 01 00 00O AB = BA, pak pro kazdé m € N plati
2 _ 3 _
oa)=110 0900 | =000 0
0000 0000 (A+B)m:Am+(T)Am—13+(’;)Am—232+...+3m
1
3 00 dakaz: indukci podle m
J4 = 03 1.0 _ 314+ J
0 00 3

(./3,4)2 = (3 Iy + Jo,4)(3 Iy + Jo’4) =

Jordandv kanonicky tvar 9-87

Jordandv kanonicky tvar
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Mocniny Jordanovych bunék

tvrzeni: pro kazdou Jordanovu buiku J = J) , a kazdé m € N plati

wm (AT (AT (ks

0 am (AL (e
=1

0 0 LaAm (mamt

0 0 0 Am

dukaz: plati Jy x = M + Jox a matice Ay, Jox komutuji

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordantiv kanonicky tvar
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Jordan(v kanonicky tvar

definice: matice J nad télesem T je v Jordanové kanonickém tvaru
(nebo stru¢néji v Jordanové tvaru), pokud je blokové diagonalni
matice, jejiz kazdy diagonalni blok matice J je Jordanova burnka
(néjakého Fadu s néjakym vlastnim &islem), tj.

Ik 0 0
0 J 0
J= . A2.7k2 X . P
0 0 ... Juk

kde A\1,...,As € T a kq,..., ks jsou kladnd celad casla

(nuly v matici v tomto pfipadé znadi nulové matice vhodnych typi)

Jordandiv kanonicky tvar
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad

01 00O0DO

0 00 O0O0OTD O

000000 je matice v Jordanové kanonickém tvar
ooo210]"/ .
0000 21

0 00 0 0 2

Jhoo ...0\" Jmoo 0

0 L ... 0 o Jr 0

0 O Js 0 0 JIr

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordandv kanonicky tvar
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Jordaniiv kanonicky tvar pro operatory

definice: rikame, ze pro linearni operator f : V. — V na konecné
generovaném prostoru V nad T existuje Jordaniv kanonicky tvar,
pokud ma vzhledem k néjaké bazi matici v Jordanové kanonickém
tvaru

kdy pro bazi B = (vi,v2,...,vk) plati [f]5 = Jyx ?

>
Ay
o

0 A :
Fov)le=| O |, [fvdle=| O |.....[f(v)ls=| o
: : 1
0 0 A

f(V]_) = vy, f(Vz) = Avy + vy, f(V3) =Avz+Vvo,...

Jordandv kanonicky tvar
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordaniv retizek

posledni rovnosti mizeme prepsat jako

(f — )\id\/)(vl) = 0, (f — )\id\/)(VQ) =V, (f — )\id\/)(V3) = V,...

a graficky znazornit

f—\idy f—Aidy f—Xid f-Xidy f—Xidy
Vi /m——> V1 ————— =+ k Vo t Vi ¢ (0]

definice: je-li f linedrni operator na vektorovém prostoru V nad
télesem T a A vlastni Cislo operatoru f, pak posloupnost
(v1,...,vk) vektord z V nazyvame Jordaniiv fetizek operatoru f
délky k prislusny vlastnimu c&islu \ s pocatkem vi, pokud plati

(f — )\idv)(vl) =0, (f — )\id\/)(VQ) =V, (f — )\id\/)(V3) =V2,...

(f — )\idv)(vk) = Vi_1

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordantiv kanonicky tvar
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Spojeni Jordanovych fetizki

tvrzeni: je-li f : V — V linedrni operator na kone¢né generovaném
prostoru V a B = (v1,...,vk) je baze prostoru V, pak [f]5 = Jy x
plati pravé tehdy, kdyz (vi,...,vk) je Jordaniv fetizek prislusny
vlastnimu cislu A operatoru f

jak vypada baze B, pokud

J>\1,k1 0 Ce 0
. 0 Juk ... O
[fls = ; ; . ;
0 0 ... Juk
Jordandv kanonicky tvar 9-94

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordan(iv kanonicky tvar a spojeni Jordanovych retizk(

tvrzeni: pro linearni operator f : V. — V na konec¢né generovaném
prostoru V existuje Jordaniv tvar pravé tehdy, kdyz existuje baze
prostoru V vznikla spojenim Jordanovych fetizk(l operatoru f

tvrzeni: je-li f : V — V linearni operator na kone¢né generovaném
prostoru V a C je baze prostoru V, pak pro operator f existuje
Jordaniv tvar pravé tehdy, kdyz je matice [f]g podobna matici v
Jordanové tvaru

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordandv kanonicky tvar
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Nutna podminka pro existenci Jordanova kanonického tvaru

co rika o charakteristickém polynomu operatoru f : V. — V
existence baze B takové, ze

J>\1,k1 0 0
o J 0
G
0 0 ... Ik

Jordandv kanonicky tvar 9-96




Vlastni Cisla a vlastni vektory

Véta o Jordanové kanonickém tvaru

véta: je-li f : V — V linedrni operator na konecné generovaném
vektorovém prostoru V dimenze n (nebo A matice fadu n) nad
télesem T, pak jsou nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni

1. pro operétor f existuje Jordantv kanonicky tvar (nebo matice
A je podobna néjaké matici v Jordanové kanonickém tvaru)

2. operator f (nebo matice A) ma n vlastnich &isel véetné
algebraickych nasobnosti

duasledek: pro kazdy operator f na komplexnim prostoru V
konecné dimanze existuje Jordanlv kanonicky tvar

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordantiv kanonicky tvar
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Linedrni nezdvislost spojeni Jordanovych retizk(

tvrzeni: predpokladame, ze f : V — V je linearni operator a

Bi, ..., Bs jsou Jordanovy retizky operatoru f prislusné vlastnim
Cislim A1,..., \s, a dale predpokladejme, ze pro kazdé

A€ {A1,..., s} je posloupnost pocatenich vektorl téch fetizkl z
Bi, ..., Bs, které prislusi vlastnimu Cislu A, linedrné nezavisla. Pak
je spojeni bazi B = By, ..., Bs linedrné nezavisla posloupnost

dakaz: indukci podle celkového poctu k prvki v retizcich
Bi, ..., Bs, B; prislusi vlastnimu cislu \;

rizné retizky mohou pfrisluset stejnému vlastnimu Cislu A

budeme predpokladat, ze By, ..., B, jsou vSechny odpovidajici \;

Jordandiv kanonicky tvar 9-98

Vlastni Cisla a vlastni vektory

1. pokracovani dikazu

oznaceni fetizkd B; = (vi, ... ,v;(i), i=1,2,...,r

pouzijeme operator f — A\ idy

co udéla s retizky By, By, ..., B,

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordandv kanonicky tvar
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2. pokracovani dikazu

co udéla s retizky B;j pro i > r, kdy A\1 # A;

Jordandv kanonicky tvar 9-100




Vlastni Cisla a vlastni vektory

3. pokracovani ditkazu
pouzijeme induk¢ni predpoklad pro spojeni fetizk(
BB, ....,B/,Bry1,...,Bs
dostaneme af(,, = af(i_l =...= aé =0prokazdé i=1,2,....r

proi=r+1r+2...,s

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonéeni dikazu
aTvi + a3V + - + 3 Vi,

+ajvy +apvy + -+ ap v

A R N A

kr+1
+ajvi +a3v3 +---+apvi =0

zbyde alvi + a%v? + .- + ajv] = o

r+1
kr+1

(vi,v2, ..., v!) je LN posloupnost
proto také aj = a3 =--- = al =0
Jordantiv kanonicky tvar 9-101 Jordandiv kanonicky tvar 9-102
Vlastni Cisla a vlastni vektory Vlastni Cisla a vlastni vektory
Jordaniv kanonicky tvar v dimenzi 2 Dokonceni prikladu v dimenzi 2
priklad: najdeme bazi slozenou ze Jordanovych retizk(i pro fa, kde
A 1 -1
-\ 4 -3
Jordandv kanonicky tvar 9-103 Jordandv kanonicky tvar 9-104




Vlastni Cisla a vlastni vektory

Nediagonalizovatelné operatory v R?

4
X
N
-

T S T S G e

of - =— « <« - - s e oF

| a4 4 o » v v & NN N
| aa s s XS \
V'Y O 4 4V AV A AN RN
ALK VA AN

FOAARAA NN Y

NN YT
TAAAAN N NN Ny
[ N N N N N N N N N Y
ACAAAM N N N NN s

p
Lo
1
t

NN R ORCRCw
AV N N N S
AN N N N N
AL NN NN

Y
o o > o~ o~

Lowor v = -

. . .
6 4 -2 0 2 4 6

pripad 1 < A

.
6 4 -2 0 2 4 6

prfipad 0 < A < 1

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordanuav tvar v dimenzi 3

soucet algebraickych ndsobnosti vlastnich cisel f : V — V je 3

neni-li f diagonalizovatelny, jsou moznosti

Jordantiv kanonicky tvar 9-105 Jordandiv kanonicky tvar 9-106
Vlastni Cisla a vlastni vektory Vlastni Cisla a vlastni vektory
Dvé riizna vlastni Cisla v dimenzi 3 Dokonceni prikladu
priklad: zkoumdme f4 : R3 — R3, kde
-1 0 1
A= 0 -1 0
-4 0 3
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jedno vlastni ¢islo s geometrickou nasobnosti 2

priklad: zkoumame f4 : R3 — R3, kde

2
A= 0
1

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonceni prikladu

Jordandv kanonicky tvar 9-109 Jordandv kanonicky tvar 9-110
Vlastni Cisla a vlastni vektory Vlastni Cisla a vlastni vektory
Jedno vlastni Cislo s geometrickou nasobnosti 1 Pokracovani prikladu
priklad: zkoumame f4 : R® — R3, kde
-1 0 O
A= 1 1 -4
1 1 -3
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonceni prikladu

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordantiv kanonicky tvar

Co plyne z existence Jordanova kanonického tvaru

priklad: predpokladame, Ze operdtor f : V — V na redlném
prostoru dimenze 8, ma bazi sloZzenou z retizk(
f—7idy
Vl > 0

5 .f_71dv 5 .f_71dv

V5 vi o
F-7idy , f-7idy  f-Tidy

v3 v3 Vi 0
F-oidy , f-9idy

vy i vl o

9-113 Jordandv kanonicky tvar 9-114
Vlastni Cisla a vlastni vektory Vlastni Cisla a vlastni vektory
Matice operatoru f Matice a jadro operatoru f — 7idy
vzhledem k bazi B = (vi,v2 ,v3 v3 v3 v3 v}, vi) ma f matici
geometrickd nasobnost vlastniho Cisla 7 se rovna
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Vlastni ¢isla a vlastni vektory Vlastni Cisla a vlastni vektory

Obor hodnot operatoru f — 7idy, Matice a jadro operdtoru (f — 7idy)?

jadro Ker (f — 7idy)? =

obor hodnot operdtoru f — 7idy se rovna pocet fetizkl pislusnych A =7 se rovna

Jordandv kanonicky tvar 9-117 Jordandv kanonicky tvar 9-118
Vlastni Cisla a vlastni vektory Vlastni Cisla a vlastni vektory
Obor hodnot operatoru (f — 7idy/)? Jadro a obor hodnot operatort (f — 7idy)* a (f — 7idy)*

obraz Im (f — 7idy)? =
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordaniv kanonicky tvar v dimenzi 4

soucet algebraickych nasobnosti vlastnich Cisel f : V — V je 4

neni-li f diagonalizovatelny, jsou moznosti

Jordandv kanonicky tvar 9-121

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jediné vlastni Cislo s geometrickou nasobnosti 2

priklad: zkoumame f4 : R* — R*, kde

O O =
o =
|
RS

|
©

charakteristicky polynom ps(\) = \*

Mo = Ker (A—014) =

geometrickd ndsobnost vlastniho Cisla 0 je

Jordandv kanonicky tvar 9-122

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jaké budou retizky

pokradujeme vypoctem dim Ker (f4 — 0id)?
dim Ker (fa — 0id)? = dim Ker A% = dim Ker

fetizky tak budou

fa fa

1 1

Vs vy o
fa fa

V3 Vi o

plati Ker (f —0id)? =

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordandv kanonicky tvar 9-123

Dokonceni prikladu

za vektory vi,v? mizeme proto zvolit libovolnou bz

Ker (f — 0id) = My
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jediné vlastni ¢islo s geometrickou nasobnosti 2 podruhé

priklad: zkoumame f; : R* — R*, kde

oo~ Gl
= N O

charakteristicky polynom ps(\) = (A — 4)*

My = Ker (A — 4ly) =

geometrickd ndsobnost vlastniho Cisla 0 je

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordantiv kanonicky tvar
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Jaké budou retizky

pokracujeme vypoctem dim Ker (f4 — 4id)?
dim Ker (f4 — 4id)? = dim Ker (A — 41;)? = dim Ker

dimenze se zvysila o 1, bude pouze jeden retizek délky aspon 2

1 fa—4id
Vi —m o
fa—4id fa—4id fa—4id
v% ' v% ; v% ; o
plati Im (f — 4id)? = a Im(f —4id)® =

Jordandiv kanonicky tvar
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Nalezeni pocatkd retizki

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordandv kanonicky tvar
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Dokonceni prikladu

Jordandv kanonicky tvar
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Spojity dynamicky systém s nediagonalizovatelnou matici

vyfreSime spojity dynamicky systém
(x{(t))_(l —1><x1(t))
x5(t) )\ 4 =3 x2(t)
s pocdate¢ni podminkou x1(0) = 3,x(0) = 4
nasli jsme Jordaniv tvar pro operator f4, kde
A= (4 3)

A ma jediné vlastni Cislo A = —1 s geometrickou nasobnosti 1

nasli jsme Jordantv fetizek B = ((1,2)7,(0,-1)7)

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordandv kanonicky tvar 9-129

Pokracovani prikladu
i . . . 1 0 )
napiseme jej do sloupcti matice R = ( 5 1 ) , pak plati
1 0 1 -1 1 0 -1 1
“1ap _ _
roar= (5 5 )0 3) (05 5)-(0 &)
neboli A= RJR!

dosadime do x/(t) = Ax(t) a dostaneme x/(t) = RJR™x(t), tj.

R=IX/(t) = JR™x(t), coz po dosazeni znamen3

Jordandv kanonicky tvar 9-130

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonceni prikladu

pocatecni podminku pro y dostaneme jako

y(0) = R-xo, tj. ( ﬁggg ) _

druhd slozka znamend y5(t) = (—1)y2(t), tj.
po dosazeni dostaneme z prvniho radku

wuhddneme” y1(t) = y1(0)e + y»(0)te ™t =

—t —t
a dostaneme x(t) = Ry(t) = ( ; _01 ) ( 3e 2:_2:6 ) -

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordandv kanonicky tvar 9-131

Chemicka reakce

tfi chemikalie E, F, G spolu reaguji podle schématu

E—F—G

rychlost premény jedné latky v druhou je pfimo imérna koncentraci

vektor koncentraci v ¢ase t je x(t) = (xg(t), xF(t), xg(t))" a plati
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vypocet
-1 1 0
najdeme Jordanlv tvar J pro fa: J= 0 -1 0
0 0 O
0 -1 0
Jordanovy retizky zapiseme do sloupci R=| -1 1 0
1 0 1

rovnost J = R™1AR prepiseme do tvaru A= RJR™! a fedime

X' (t) = RIRIx(t), neboli R™IX/(t) = JR™1x(t), tj.

|
[aay
—_
o

y(o)=| 0 -1

o

y(t) s poé. stavem y(0) = R~1x(0)

o
o
o

Jordantiv kanonicky tvar
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vysledek
dostaneme
et te7t 0 et te7t 0
yit)=[ 0 et 0 |y0)=( 0 et 0 |R x0)
0 0 e 0 0 e

et te7t 0 1
yit)=R| 0 et 0 |R O
0 0 €0 0
e—t
= te!
—et—te7t 41

Jordandv kanonicky tvar 0-134

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Grafy pribéhu koncentraci

x(1)

Jordandv kanonicky tvar
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Cayleyho-Hamiltonova véta

je-li A ¢tvercova matice radu nad T, pak posloupnost
2
I, =A% A, A% ... A"l A"

je

Cayleyho-Hamiltonova véta: pro ¢tvercovou matici A fadu n nad
télesem T s charakteristickym polynomem

pa(N) = o+ A+ X2+ ot AT (—1)A"
plati

A + 1At + A% + - 4 cro1 AT (—1)"AT = 0k

neboli A" je linedrni kombinaci matic A%, AL, ... A"!
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dosazovani matice do polynomu

vyraz A% + i Al + A2 + -+ 1 AT+ (<1)"A" = 0,
mizeme chapat jako ,dosazeni matice A do polynomu pa(\)
Cayleyho-Hamiltonovu vétu pak mizeme zapsat stru¢né pa(A) =0

pozorovani: jsou-li p(t) a g(t) dva polynomy s koeficienty v télese
T a A Ctvercova matice nad T, pak

(Pq)(A) = p(A)q(A)

dakaz: primy vypocet, vyzivame toho, ze libovolné dvé mocniny
matice A spolu komutuji

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordantiv kanonicky tvar
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Piiklady

priklad 1: mame redlnou matici A = ( ; 2 >

jeji charakteristicky polynom je pa(A\) = A2 — 5\ — 2
dosazenim A do tohoto polynomu ziskdme matici
pA(A) = A2 —bA — 2/2 =

priklad 2: dosadime matici A do polynomt

p(t) =t>—5t—1, q(t) = (t+3), pq(t) = (> -5t —1)(t +3) =

dostaneme postupné
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Diikaz Cayleyho-Hamiltonovy véty

budeme predpkladat, Ze matice A ma n vlastnich Cisel véetné
algebraickych nasobnosti

v pripadé redlné matice toho docilime prechodem k télesu C
obecné téleso mizeme vzdy rozsirit tak, aby to platilo

pak pro matici A existuje Jordaniv kanonicky tvar J

tj. reguldrni matice R takova, ze R~1AR = J

plati proto pa(A) = (=1)"(A = A1) (A = A2)2 - (A = Xs)"

tj. pa(A) = (—1)"(A = A1) (A= Xalp)2 -+ (A= Ngls)"s

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordandv kanonicky tvar
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Dokonceni ditkazu Cayleyho-Hamiltonovy véty
pro kazdé i = 1,2,...s plati
(A= Xilp) = (RIRTY — \iRI,R™ 1) = R(J — \il,)i R71
takze pa(A) = (J — M) (J = Xaln)2 ... (J = Aslp)5R1
soucin blokové diagondlnich matic se nasobi se po blocich
kazdy blok v matici J je Jy, x pro n€jaké \j a k < /;
v matici (J — Ail,)" pak mocnime blok Jo x a vyjde Jg , =0
proto je (J — Ailn) (J — Xaln)2 ... (J — Ashn)’s = Opxn

a tedy také pa(A) = Opxn
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Cayleyho-Hamiltonova véta v teorii fizeni 1

mame diskrétni dynamicky systém xx,1 = Axk, X0 =0
priddme si k nému linedrni joystick (nebo knipl), dostaneme

Xk41 = Axk + Buy

u, je vstup v Case k, matice B popisuje joystick
otazka: do jakych stav( x, mizeme systém , doridit” ?
stav x; = Axg + Bug = Bug € ImB

stav xp = Axy + Bu; = ABug + Bu; € Im(AB|B)

stav x3 =

Cayleyho-Hamiltonova véta v teorii fizeni 2

mozné stavy v ¢ase n jsou

X, = A" 1Buy+ A" 2Buy +--- + ABu,_> + Bu,_1

tj. patti do Im (A" 1B|A"2B|-.-|AB|B); v ¢ase n+ 1 jsou
Xpy1 = A"Bug + A" 'Buy +--- + ABu,_; + Bu,

tj. patti do Im (A"B|A™1B|--.|AB|B)

Jordantiv kanonicky tvar
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Poruchovost nakladného systému
manager chce poridit drahy vyrobni systém
vyrobce mu sdéli parametry poruchovosti systému
systém ma tfi mozné stavy

e 1 - funguje
e 2 - nefunguje

e 3 - je v opravé

na zacCatku je ve stavu 1, tj. funguje
0,9 0,7 1
A= | 0,1 0,1 0 | je prechodova matice
0 0,20

Mozné otdzky
manager by rad védél

e pokud systém prestane fungovat, jaka je primérna doba nutna
k tomu, aby opét zacal fungovat ?

e jaky je celkovy podil Casu, kdy je systém funkcni 7
e jaky je celkovy podil ¢asu, kdy je systém v opravé ?

protoze vydrzel na matfyzu aspon rok, tak vi, co ma délat

vektor x, = A¥xg mu Fekne pravdépodobnosti, se kterymi bude
systém v jednotlivych stavech v case k

systém kupuje funkéni, takZe podateéni stav je xq = (1,0,0)"

Jordandv kanonicky tvar
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Stochastické matice

bl

0
prechodovd matice A = 0
0

N =~

1
0 | je stochastickd
0

bl

ma nezdporné prvky a soucet v kazdém sloupci je 1

ma vlastni Cislo 1

pro vlastni vektor v prislusny vlastnimu cislu 1 plati
Av =v

rikd se mu stabilni stav

jak ho najde ?

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordantiv kanonicky tvar
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Vlastni ¢isla matice A a stabilni stav

charakteristicky polynom matice A je

pa(A) — A3+ 22 —0,02)\ + 0,02

ma koreny \; =1

k nému najde vlastni vektor, napi u = (45,5,1)"
aby vidél pravdépodobnosti, vynasobi jej 1/51
skoro nezajimava jsou pro né€j dalsi dvé vlastni Cisla
A2 = iy/0,02 = /0,02 (cos(7/2) + isin(7/2))

A3 = —i1/0,02 = /0,02 (cos(7/2) — isin(7/2))

Jordandv kanonicky tvar 9-146

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Zakladni vlastnosti stochastickych matic

véta: pro jakoukoliv stochastickou matici A plati
1. |A] <1 pro jakékoliv vlastni ¢islo A

2. algebraicka ndsobnost vlastniho Cisla 1 je 1 a prislusné
nenulové vlastni vektory maji vSechny slozky se stejnym
znaménkem

3. ma-li pro néjaké k € N matice A* viechny prvky kladné, pak
|A] < 1 pro jakékoliv vlastni ¢islo A # 1

pokud je A kladna pro né&jaké k, je 1 dominantni vlastni &islo

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordandv kanonicky tvar
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Mocninnad metoda

pouziva se k vypoctu vlastniho vektoru prislusného k
dominantnimu vlastnimu cislu A\

véta: je-li 1 dominantni vlastni Cislo redIné matice A fadu n, pak
existuje vektor xo € C" takovy, Zze posloupnost

2 k
Xo,AXo,A Xo...,A X0y - -

konverguje k nenulovému vlastnimu vektoru prislusnému vlastnimu
CisluA=1

dukaz: k matici A najdeme bazi B = (vi,va,...,v,) (v C")
sloZzenou ze Jordanovych retizk(i matice A, vektor vy prislusi A =1
dostaneme tak vyjadieni R'AR = J = diag (1, J, ..., Js),

kde J; pro i > 2 jsou Jordanovy bunky pfislusné vlastnim cisldm A,
pro které plati |\ <1
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonceni dikazu
potom [fa]8 = J a
[fA]5 = J“ = diag (1, 5, ... %)
véechny buriky JX konverguji k nulové bufice pro k — oo

tj. J¥ konverguje k matici, kterd ma jediny nenulovy prvek 1 na
misté (1,1)

vektory [fx(x0)]8 = [fx]15[x0]s tak konverguji
k vektoru JX[xo]s = aeq,
kde a je prvni slozka vektoru [xg]s

prechodem ke kanonické bazi dostaneme, ze posloupnost
f[(xo) = Akxg konverguje k avy

Jordandv kanonicky tvar 0-149

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordandiv kanonicky tvar
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordandv kanonicky tvar 9-151
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Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Kapitola 10

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

10-1

Kolmost vlastnich vektorl - obsah

B Kolmost vlastnich vektort
Definice unitarni diagonalizovatelnosti

Kolmost vlastnich vektort 10-2

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Prednosti Jordanova kanonického tvaru

e pro kazdy operator f : V — V na prostoru V konec¢né dimenze

n nad C existuje baze B slozena z Jordanovych retizk(
e matice J = [f]5 m4 Jordaniiv kanonicky tvar
o umime snadno spoditat libovolnou mocninu J*

e zndme proto také matici [fX]5 = J¥ libovolné mocniny
operatoru f vzhledem k bazi B

e umime proto popsat dlouhodoby vyvoj diskrétnich i spojitych

dynamickych systémi uréenych operatorem f

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Kolmost vlastnich vektort

10-3

Slabiny Jordanova kanonického tvaru

e vypoclet Jordanova kanonického tvaru operdtoru f nebo
matice A neni numericky stabilni

e drobnd zména matice mlze zplsobit ztratu slozité struktury
Jordanovych retizki

e pric¢ina je v tom, ze vlastni vektory a zobecnéné vlastni
vektory mohou byt ,,skoro" rovnobézné

e obraz jednotkové kruznice operatorem f : R? — R? je bud
bod, Gsecka nebo elipsa se stfedem v pocdtku

o vime-li, Ze matice [f]5 operatoru f vzhledem k bazi B je
diagonalni, neni stale jednoduché poznat smér a délky poloos
této elipsy

o pokud je ale B ortonormalni baze a [f]5 ma kladné prvky na
hlavni diagonale, pak jsou to délky poloos a poloosy maji smér
vektor(l baze B

Kolmost vlastnich vektor( 10-4




Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

abychom mohli mluvit o délkdch a dhlech mezi prvky prostoru V,
musi na ném byt definovan skalarni soucin

proto v této kapitole budeme uvazovat pouze prostory nad R a C,
na kterych je definovany skalarni soucin ()

definice: je-li V konec¢né generovany linearni prostor nad C

(resp. R) se skalarnim soudinem (, ) a f linedrni operator na V,
pak fikame, ze f je unitdrné diagonalizovatelny (resp. ortogonalné
diagonalizovatelny), pokud existuje ortonormalni baze B prostoru
V takova, Ze matice [f]5 je diagonalni

matice A ¥adu n nad C (nebo R) se nazyva unitdrné (ortogonalné)
diagonalizovatelna, je-li unitarné (ortogondlné) diagonalizovatelny
operator fa na prostoru C" (nebo R") se standardnim skaldrnim
soucinem

Kdy je operator unitarné diagonalizovatelny

véta: je-li f : V — V linedrni operator na konecné generovaném
vektorovém prostoru V dimenze n se skalarnim soucinem (, ) nad
télesem C (resp. R), pak jsou nasledujici dvé tvrzeni ekvivalentni

1. operator f je unitarné (resp. ortogonalné) diagonalizovatelny
2. operétor f
» ma n vlastnich Cisel véetné algebraickych ndsobnosti
» geometrickd nasobnost kazdého vlastniho Cisla operatoru f je
rovna jeho algebraické ndsobnosti

> pro libovolnd dvé rlznd vlastni ¢isla A1, \» operdtoru f plati
My, L My,

dukaz:

Kolmost vlastnich vektort 10-5

Kolmost vlastnich vektort

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Dokonéeni dikazu

Co znamena ortogonalni diagonalizovatelnost

je-li B = (v1,v2,...,v,) ortonormalni baze v prostoru V nad R
pak pro v € V plati v =

koeficienty (vj,x) jsou Fourierovy koeficienty

prvek (v;,x)v; je ortogonalni projekce x do pfimky (v;)

mé-li f : V — V diagonélni matici [f]E = diag (A1, A2, ..., Ap)
plati f(x) =

f(x) je linedrni kombinaci ortogonalnich projekci prvku x do
navzdjem kolmych sméri

Kolmost vlastnich vektort 10-7

Kolmost vlastnich vektor(
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Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Linearni formy na prostoru se skaldrnim soucinem

prfipomenuti: linedrni forma na prostoru V

nad T je linedrni zobrazeni f : V — T!

véta: pro kazdou linearni formu f na konecné generovaném
prostoru V nad C (nebo R) se skaldrnim soucinem (, ) existuje
pravé jedno x € V takové, Ze pro kazdé y € V plati

fly) = (x,y)

dikaz:

Kolmost vlastnich vektort

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Geometricky vyznam matic AT a A*
v prostorech R” a R™ uvazujeme standardni skalarni soucin
pro kazdou matici A = (a;;) € R™*" plati
(x,Ay) =x-Ay =x(Ay) = (x"A)y = ATx-y = <ATx,y>
pro kazdé x € R™ a kazdé y € R”

podobné pro komplexni matici A € C™*" a prostory C" a C™

viimnéme si, Ze a;; = e; - Ae; pro kazdé i/,

Kolmost vlastnich vektort 10-10

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Normalni matice a operatory - obsah

B Normalni matice a operatory
Vlastni Cisla hermitovsky sdruzené matice
Vlastni vektory normdlnich matic
Hermitovské matice
Symetrické matice
Pozitivné definitni matice
Unitarni (ortogonalni) matice
Ortogonalni operatory v R? a R3

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Normélni matice a operatory

10-11

Vlastni Cisla hermitovsky sdruzené matice

v dalSim budeme zkoumat vlastnosti hermitovsky sdruzenych matic

tvrzeni: je-li A komplexni (nebo redlnd) matice Fadu n, pak A € C
(nebo A € R) je vlastni islo matice A pravé kdyz A je vlastni Cislo
matice A* (nebo AT)

dukaz:

Normélni matice a operatory 10-12




Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Priklad

najdeme vlastni Cisla a vlastni vektory matic

(=3 -1 r (-3 4
(72 ) (1)

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Normalni matice a operatory 10-13

Definice normalnich matic a operator(
definice: komplexni (nebo redlna) ¢tvercovd matice A se nazyva
normalni, pokud A*A = AA* (pro redlné matice mizeme psat

ATA = AAT)

ukadzeme, ze v prostoru C" (nebo R") existuje ortonormalni baze
sloZzena z vlastnich vektorii matice A pravé kdyz je A normalni

prikladem normalnich matic jsou napt.

nebo redlnad matice A =

=
O ==
L)

Normalni matice a operatory

10-14

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Dvé jednoduché vlastnosti normalnich matic

tvrzeni: je-li A normélni komplexni (nebo redlnd) maticea A € C
(nebo A\ € R), pak matice A — Al, je také normalni

dukaz:

tvrzeni: je-li A normalni komplexni (nebo redlnd) matice radu n,
pak pro kazdy vektor v € C" (nebo v € R") plati

[Av][ = [|A%v]

dikaz:

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Normélni matice a operatory 10-15

Vlastni vektory normalnich matic

tvrzeni: je-li A komplexni (nebo redlnd) matice fadu n, A € C
(nebo A € R) a v € C" (nebo v € R"), pak v je vlastni vektor
matice A prislusny vlastnimu &islu A pravé tehdy, kdyz je v vlastni

vektor matice A* prislusny vlastnimu Cislu A

dukaz:

Normélni matice a operatory
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Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Spektralni véta pro normalni matice

véta: je-li A komplexni (nebo redlnd) normalni matice fadu n, pak
jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni

1. matice A je unitarné (ortogonalné) diagonalizovatelnd

2. matice A je normalni

dukaz:

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Normalni matice a operatory

10-17

Pokracovani dikazu

Normalni matice a operatory

10-18

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Dokonéeni dikazu

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Normélni matice a operéatory

10-19

Priklad

1 10
vidéli jsmeuz, ze A= | 0 1 1 | je normalni matice
1 01

jeji charakteristicky polynom je

paN) = =X 4302 30 42=—-(A-2) (N> = A+1)

nad R neni diagonalizovatelnd

nad C je unitarné diagonalizovatelna podle predchozi véty

ma tfi vlastni &isla

1 \/§
1 s N2 2+ 2’7

>\3:)\_2:2

1 V3,

——

2

Normélni matice a operatory
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Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Dokonceni prikladu

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Normalni matice a operatory

10-21

Spektralni véta pro hermitovské matice

véta: pro Ctvercovou matici A nad C jsou nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni

1. matice A je unitarné diagonalizovatelna a vSechna jeji vlastni
Cisla jsou redlna

2. matice A je hermitovska

dukaz:

Normalni matice a operatory

10-22

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Dokonéeni dikazu

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Normélni matice a operéatory

10-23

Spektralni véta pro symetrické matice

véta: pro realnou Ctvercovou matici A jsou nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni

1. matice A je ortogonalné diagonalizovatelnd a vSechna jeji
vlastni cisla jsou realna
2. matice A je symetricka

dukaz:

Normélni matice a operatory
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Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Dokonceni prikladu

Priklad
0 10
podivdme se na symetrickou matici A= 1 0 0
0 01
Normalni matice a operatory 10-25

Normalni matice a operatory

10-26

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Pozitivné (semi)definitni matice

je-li A hermitovska matice fadu n a x € C”, pak

X - Ax =

definice: komplexni (nebo redlnd) matice A fadu n se nazyva

e pozitivné definitni, pokud je hermitovskd (nebo symetricka) a
plati x - Ax > 0 pro kazdy nenulovy vektor x € C" (nebo
x € R")

e pozitivné semidefinitni, pokud je hermitovskd (nebo
symetrickd) a plati x - Ax > 0 pro kazdé x € C" (nebo x € R")

Spektrélni véta pro pozitivné (semi)definitni matice

véta: pro hermitovskou (symetrickou) matici A je ekvivalentni
1. A je pozitivné definitni (nebo semidefinitni)

2. vSechna vlastni ¢isla matice A jsou kladna (nebo nezdporna)

dukaz:

Normélni matice a operéatory 10-27

Normélni matice a operatory

10-28




Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Piiklady

podivdme se na redlné symetrické matice

CHIECHINCH

Jind charakterizace pozitivné (semi)definitnich matic

tvrzeni: komplexni (nebo redlnd) matice A je pozitivné
semidefinitni pravé kdyz A = B*B (nebo A = BT B) pro néjakou
komplexni (nebo redlnou) matici B

dukaz:

dusledek: komplexni (nebo redlnd) matice A je pozitivné definitni
pravé kdyz A = B*B (nebo A= BT B) pro né&jakou regularni
komplexni (nebo redlnou) matici B

Normalni matice a operatory

10-29

Normalni matice a operatory

10-30

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Spektralni véta pro unitarni (ortogonalni) matice

definice: komplexni (nebo redlnd) ¢tvercova matice A se nazyva
unitarni (nebo ortogonaini) pokud A~! = A* (nebo A~1 = AT)
véta: pro Ctvercovou komplexni matici A jsou nasledujici podminky
ekvivalentni
1. matice A je unitdrné diagonalizovatelna a pro kazdé vlastni
Cislo A matice A plati [A| =1

2. matice A je unitarni

Duikaz

Normélni matice a operatory

10-31

Normélni matice a operatory
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Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Unitarni (ortogonalni) operatory

definice: operdtor f : V — V na komplexnim (nebo redlném)
prostoru V se skalarnim soudinem (, ) se nazyva unitarni
(ortogonalni), pokud pro kazdy prvek x € V plati

Il = lIx]

Charakterizace unitdrnich (ortogonalnich) operatort

tvrzeni: pro linedrni operator f na komplexnim (redlném) linedrnim
prostoru V se skalarnim soucinem (, ) jsou nasledujici podminky
ekvivalentni

1. f je unitarni (ortogonalni)

2. (f(x),f(y)) = (x,y) pro kazdé x,y € V

ma-li V navic konec¢nou dimenzi, pak jsou predchozi podminky
ekvivalentni také s
3. matice [f]8 vzhledem k ortonormélini bazi B ve V je unitérni
(nebo ortogonalni)
4. f zobrazuje kazdou ortonormalni bazi ve V opét na
ortonormalni bazi ve V
5. f zobrazuje n€jakou ortonormalni bazi ve V opét na
ortonormalni bazi ve V

Normalni matice a operatory 10-33

Normalni matice a operatory
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Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Ortogondlni operatory na R?

f je ortogonalni operator na R? se standardnim skaldrnim soudinem
matice [f]% vzhledem ke kanonické bazi je unitdrni
existuje ortonormalni baze B = (v, v2) tak, ze [f]5
pro vlastni Cisla A operatoru f jsou moznosti
1. X =1 pro kazdé \
2. A= —1 pro kazdé \

3.M=1  =-1

4. vlastni Cisla jsou rliznd a komplexné sdruzena

Pripad komplexnich vlastnich Cisel

Normélni matice a operatory 10-35

Normélni matice a operatory
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Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Shrnuti

tvrzeni: kazdé ortogonalni zobrazeni f : R?> — R? na prostoru R?
se standardnim skalarnim soucinem je bud reflexe (tj. osova
symetrie) nebo rotace

zobrazeni je reflexe pravé kdyz det[f]5 = —1 a je rotace pravé kdyz
det[f]5 = 1 pro jakoukoliv bazi B v R?

dusledek:
e slozeni dvou reflexi v R? je rotace

e sloZeni rotace s reflexi je reflexe

e slozeni dvou rotaci je rotace

Ortogonalni operatory na R3, vdechna vlastni &isla redlna

f je ortogonalni operator na R3 se standardnim skalarnim soucinem
matice A = [f]X vzhledem ke kanonické bazi je unitarni

existuje ortonormalni baze B = (v1,v2,v3) v C3 tak, ze [f]E je
diagondlni matice

jsou-li vSechna vlastni Cisla operatoru f realnd, mizZeme zvolit bazi
B z vektorti v R3; pro matici [f]5 jsou moZnosti (az na poradi +1)

1 00 1 0 O 1 0 0 -1 0 0
010,01 O {0 -1 0 ; 0 -1 0
0 01 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1

Normalni matice a operatory 10-37

Normalni matice a operatory
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Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Ortogonalni operatory na R3, dvé& komplexni vlastni &isla

ma-li matice A = [f]X pouze jedno rediné vlastni &islo +1
jsou zbyla dvé vlastni &isla e a e™'% pro ¢ # km, k € Z

existuje ortonormalni baze B = (v1,va,v3) v C3 slozena z vlastnich
vektoril operatoru f

vlastni vektor vy prislusny =1 mizeme zvolit redlny

Ortogondlni operatory na R3, dokonéeni

pro matici [f]& tak mame dvé moznosti

1 0 0
0 cosyp —singy
0 sinp cosp

-1 0 0
0 cosep —sing
0 sing cosy

Normélni matice a operatory 10-39

Normélni matice a operatory
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Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Shrnuti

tvrzeni: kazdé ortogonalni zobrazeni na R3 je bud

dusledek: sloZeni dvou rotaci v R3 je zase rotace v R3, slozeni
dvou reflexi je rotace (osa rotace je rovna priniku rovin reflexi)

dikaz:

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Normalni matice a operatory 10-41

Singuldrni rozklad - obsah

B Singularni rozklad
Uvod
Singularni ¢isla
Singularni rozklad
Priklady
Aplikace singularniho rozkladu

Singularni rozklad

10-42

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Obraz jednotkové kruznice diagonalni matici

otazka: ¢emu se rovnd mnozina

(Ax:x € R2, ||x|| = 1}, kdeA:("l 0) ?
0 oy

Singulérni rozklad 10-43

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Co znamena singularni rozklad

otazka: ¢emu se rovna mnozina {Ax : x € R?, ||x|| = 1}, je-li
A = U diag(o1,00) VT

pro néjaké redlné ortogonalni matice U,V fadu 2 a oy #0# 0 ?

Singulérni rozklad
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Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Priklad Dokonceni prikladu

zkusime najit ortogonalni matice U, V fadu 2 a diagondlni matici
D = diag(o1,07) tak, aby platilo

1 1 .
( 01 ) = Udlag(al,ag)VT

Singularni rozklad 10-45 Singularni rozklad 10-46

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Vlastnosti matice A*A Definice singularnich Cisel

definice: je-li A matice typu m x n nad C, pak kladné odmocniny
z nenulovych vlastnich Cisel matice A*A nazyvame singularni &isla
matice A

co umime fict o matici A*A, kde A je typu m x nnad C 7

poznamky k definici:
e singularni Cisla matice A obvykle znacime tak, aby platilo

op>00>---2>20,>0

kde r = rank(A)
e matici diag(o1,02,...,0,) fadu r budeme oznacovat ¥,
e symbolem X pak oznacdime blokovou matici typu m x n

T, 0
== (% o)

symboly 0 oznacuji nulové matice vhodnych typa

Singulérni rozklad 10-47 Singulérni rozklad 10-48




Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Véta o singularnim rozkladu, geometrickd varianta

véta: pro kazdou matici A € C™*" hodnosti r existuji ortonormalni
baze B = (v1,Va2,...,v,) v prostoru C", C = (ug,uz,...,up,) v
prostoru C™, a realna Cisla

takova, zZe

mE= (% o)

juj, proj=1,2,...
neboli fa(vj) = Av; = ojuj, pr J. 72,y l
o, pro_]:172,”.7r

Singularni rozklad
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Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Dikaz véty o singularnim rozkladu

Singularni rozklad

10-50

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Dokonéeni dikazu

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Singulérni rozklad

10-51

Véta o singuldrnim rozkladu, algebraicka varianta

véta: pro kazdou matici A € C™*" hodnosti r existuji unitarni
matice U radu m, unitarni matice V fadu n, a realna cisla

o1>0p2>:-2>0,>0
takova, ze
A=UXV*

kde ¥ = ( ZO’ 8 ) e R™" ¥, =diag(o1,002,...,0/)

dukaz:

Singulérni rozklad
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Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Priklad Dokonceni prikladu
najdeme singularni rozklad matice
11
A= 10
01
Singuldrni rozklad 10-53 Singulérni rozklad 10-54
Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost
Jiny priklad Dokonceni druhého prikladu
najdeme singularni rozklad matice
110
A=
0 01
Singulérni rozklad 10-55 Singulérni rozklad 10-56




Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Dyadicka verze soucinu matic a singularniho rozkladu

souc¢in matic A = (ai|az|---|a,) a B = (bj) |ze zapsat

rika se tomu dyadické vyjadreni souCinu matic AB

singularni rozklad A = UX V* pak miizeme zapsat (r = rank(A))

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Singularni rozklad

10-57

Polarni rozklad matice

A = U X V* singularni rozklad ¢tvercové matice A
zapiseme jej ve tvaru

A= (U U")(UV*)

co to znamend ?

Singularni rozklad 10-58

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Spektralni norma

tj. kdy je maximalni podil
a0l _ [[AX]| H X

otazka: ktery nenulovy vektor x € C” se zobrazenim f4 : C" — C™
Il

»nejvice natahuje" 7
X
[ (o)l
] ‘ x|

staci se omezit na jednotkové vektory x € C"

ozna¢ime [x|g = (x1,X2,...,xs) ", plati ||[x]g]| =

pak [[[fa(x)]cll =

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Singulérni rozklad

10-59

Obraz jednotkové sféry zobrazenim f,

Cislo max{||Ax| : x € C", ||x|| = 1} se nazyva spektralni norma
matice A; oznaceni: ||A|

plati [|[Ax|| < [|A]| ||x]|| pro kazdé x € C"
tvrzeni: pro kazdou matici A € C™*" a pro libovolny nenulovy

vektor x € C" plati
[AX]

—— <01
[
kde o1 je nejvétsi singularni hodnota matice A, pricemz rovnost

nastava pravé tehdy, kdyz x je vlastni vektor matice A*A prislusny
vlastnimu &islu o2

Singulérni rozklad 10-60




Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Numerickd stabilita reSeni soustavy linearnich rovnic

|AX]

podobné plati
x|

- r

kde o, je nejmensi sigularni hodnota A

feSime redlnou nebo komplexni soustavu Ax = b
s regularni matici A, feéenim je x = A~ 'b
v disledku nepresnosti méreni pravé strany nebo zaokrouhlovacich

chyb zndame soustavu s néjakym neznamym chybovym vektorem db

Ax =b + 6b

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Singularni rozklad

10-61

Chyba ve vysledku

vysledkem tedy nebude reSeni x pivodni soustavy, ale n€jaky
vektor x + dx, kde dx oznacuje chybu feseni; plati

x+0x=A1b+5b), tj dx=A1b
pro normu chyby Fedeni plati ||6x|| < ||A~2|| ||bl|
nasim cilem je minimalizovat chybu dx

je-li A= UX V* singularni rozklad matice A, pak

a rovnost ||6x|| = o, }||6b|| mlize nastat

Singularni rozklad

10-62

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Cislo podminénosti matice

je-li nejmensi singularni ¢islo §, matice A hodné malé, vypocet
pomoci A~! bude numericky nestabilni

zajima nds hlavné relativni chyba vysledku, tj. pomér ||ox||/||x||

protoze |[b|| = [|Ax|| < [|A[| |[x]|, plati

&slo ||A|| [|[A=Y|| = o1/0n se nazyva &islo podminénosti matice A

Ortogonalni a unitarni diagonalizovatelnost

Singulérni rozklad
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Pseudoinverze

je-li A= UX V* singularni rozklad matice A s hodnosti r

je X = ( ZO’ 8 ) kde ¥, je reguldrni matice

-l o
v t_ r
oznadime X ( 0 o0 )

matice AT = V X U* se nazyva pseudoinverze matice A

je-li A regularni, plati AT = A~1

Singulérni rozklad
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Bilinearni a kvadratické formy

Kapitola 11

Bilinearni a kvadratické formy

Bilinedrni a kvadratické formy

11-1

Motivace - obsah

B Motivace
Aproximace funkci
Casoprostor

Motivace

11-2

Bilinearni a kvadratické formy

Funkce jedné proménné

Taylor(v rozvoj funkce f : R — R

Bilinearni a kvadratické formy

Motivace

11-3

Funkce dvou proménnych

Taylorliv rozvoj funkce f : R x R — R

Motivace

11-4




Bilinearni a kvadratické formy

Minkowského geometrie ¢asoprostoru

ve specidlni teorii relativity se pracuje s uddlostmi
udalost je prvek (x,y,z,t) € R?

vzddlenost mezi udalostmi (x1, y1,z1,t1) a (x2, y2, 22, t2) je

vzdalenost udélosti (x,y, z, t) od poéatku (0,0,0,0) je

norma v euklidovském prostoru R*

norma v ¢asoprostoru R*

Bilinedrni a kvadratické formy

Motivace

11-5

Bilinedrni formy - obsah

B Bilinearni formy
Definice
Kvadratickd forma
Matice bilinearni formy

Bilinearni formy

11-6

Bilinearni a kvadratické formy

Definice

skalarni soucin je néstroj, jak mérit vzdalenosti a Ghly v linedrnich
prostorech nad R a C

bilinedrni forma je nastroj, jak zkoumat kvadratické formy v
linedrnich prostorech na libovolnym télesem T

definice: je-li V vektorovy prostor nad télesem T, pak bilinearni
forma na prostoru V je zobrazeni f : V x V — T, které je linedrni
v obou slozkach, tj. pro libovolné u, v, w € V, t € T plati
(1) flutv,w)=f(u,v)+f(v,w),

f(w,u+v) = f(w,u) + f(w,v) a
(2) f(tv,w) = t(v,w), (v, tw) = tf(v,w)

Bilinearni a kvadratické formy

Bilinearni formy

11-7

Piiklady

priklad:

priklad: skalarni soucin na realném prostoru V

priklad: skalarni soucin na komplexnim prostoru V

Bilinearni formy

11-8




Bilinearni a kvadratické formy

Bilinedrni a kvadratické formy

Kvadraticka forma

priklad: determinant matice A = (ai|az) je

determinant matice vysiho radu je multilinearni forma

definice: je-li f bilinedrni forma na vektorovém prostoru V nad
télesem T, pak zobrazeni f, : V — T definované predpisem
fo(v) = f(v,v) pro kazdé v e V

nazyvame kvadraticka forma vytvorena bilinearni formou f

také rikame, ze f, je kvadraticka forma prislusna bilinearni formé f

Piiklady

priklad: bilinearni forma

vytvari kvadratickou formu

priklad: euklidovska norma na R” je vytvorena

priklad: obecné skaldrni soucin (, ) na redlném linedrnim prostoru
V vytvari kvadratickou formu

Bilinearni formy

11-9

Bilinearni formy 11-10

Bilinearni a kvadratické formy

Bilinearni a kvadratické formy

Matice bilinedrni formy

pozorovani: je-li A ¢tvercova matice radu n nad télesem T, pak
zobrazeni f : T" x T" — T definované predpisem

je bilinearni forma na T”
Il jde o zcela novy vyznam pojmu matice !!!

definice: je-li f : V x V — T bilinearni forma na linearnim
prostoru V konec¢né dimenze n, pak matici bilinearni formy f

Analytické vyjadreni bilinedrni formy
priklad: je-li (, ) skalarni soucin na redlném prostoru V a

B = (v1,v2,...,Vv,) baze prostoru V, pak matice bilinearni formy
f(x,y) = (x,y) vzhledem k B je

pozorovani: je-li f bilinedrni forma V a B = (v1, V2, ;v,) baze ve
V, pak pro libovolné prvky x,y € V plati

f(x,y) =

analytické vyjadreni bilinearni formy vzhledem k bazi B

Bilinearni formy

11-11

Bilinearni formy 11-12




Bilinearni a kvadratické formy

Kazda bilinearni forma je urcena néjakou matici

tvrzeni: je-li V konecné generovany prostor nad télesem T,
B = (vi,...,v,) jeho baze, a A &tvercova matice nad T fadu n,
pak zobrazeni f : V x V — T definované vztahem

f(x,y) = (Xlg)" Alyls

je bilinearni forma na V a plati [f]g = A

pro kazdé x,y € V

dukaz:

Bilinedrni a kvadratické formy

Bilinearni formy

11-13

Zména baze - priklad

zobrazeni f : R? x R? — R definované predpisem

. _ B 2 0 n
F((a2) " (1, 52) ) = 2y +4xy = (a x2) ( 40 ) ( y2 >

je bilinedrni forma na R?

jeho matice vzhledem ke kanonické bazi K je

A o 1 2
zvolime jinou bazi B = (( 1 ),( 0 >)

pak [f]g =

Bilinearni formy 11-14

Bilinearni a kvadratické formy

Zname-li souradnice vzhledem k bazi B

je-li

Xl =[x %) e = (. x) ", [yle = [(1.y2) "] = (11, %3)"

pak f(x,y) =

pomoci matice prechodu od B ke K:

Bilinearni a kvadratické formy

Bilinearni formy

11-15

Zména baze obecné

tvrzeni: je-li f bilinedrni forma na vektorovém prostoru V, jsou-li
B a Cbaze V, ajeli X = [id]g matice pfechodu od C k B, pak

[flc = XT[fle X = ([i]§) " 1715 i1

dukaz:

Bilinearni formy 11-16




Bilinearni a kvadratické formy

Symetrické a antisymetrické bilinedrni formy - obsah

B Symetrické a antisymetrické bilinearni formy
Definice
Rozklad bilinedrni formy

Bilinedrni a kvadratické formy

Symetrické a antisymetrické bilinearni formy

11-17

Priklad

rizné bilinedrni formy mohou vytvorit stejnou kvadratickou formu

f (( - ) ; < 7 )) = 2x1y1 + 3x1y0 + 2x0)1
X2 y2
X

g (( ! ) ,< - )) = 2x1y1 + x1y2 + 4xoy1
X2 Y2

vytvéreji stejnou kvadratickou formu
A((x1,%)7) = 2x¢ + 5xixe = g((xa, %) ")
plati-li v télese T, ze 1 + 1 #£ 0, tj. je-li charakteristika T rliznd od

2, lze kazdou kvadratickou formu vytvorit jednoznacné urcenou
bilinedrni formou

Symetrické a antisymetrické bilinearni formy

11-18

Bilinearni a kvadratické formy

Definice

definice: bilinearni forma f na linedrnim prostoru V nad télesem T
se nazyva

e symetrickd, pokud pro libovolné x,y € V plati
f(x,y) = f(y,x)

e antisymetricka, pokud pro libovolné x,y € V plati
f(x,y) = —f(y,x)

skalarni soucin na redlném linedrnim prostoru je symetricka
bilinearni forma

na linedrnim prostoru nad télesem charakteristiky 2 pojmy
symetrické a antisymetrické bilinedrni formy splyvaji

je-li forma symetrickd nebo antisymetrickd pozndme z jeji matice

Bilinearni a kvadratické formy

Symetrické a antisymetrické bilinearni formy

11-19

Matice symetrickych a antisymetrickych forem

tvrzeni: je-li V konecné generovany linedrni prostor, je-li B baze V
a f bilinearni forma na V, pak

o f je symetrickd forma pravé tehdy, kdyz je [f]g symetricka
matice

e f je antisymetrickd forma pravé tehdy, kdyz je [f]g
antisymetrickd matice

dukaz:

Symetrické a antisymetrické bilinearni formy
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Bilinearni a kvadratické formy

Operace s bilinearnimi formami

bilinedrni formy mizeme pfirozenym zplisobem scitat a ndsobit
skaldrem

jsou-li f, g dvé bilinearni formy na V a t € T, pak definujeme

(f +g)(x,y) = (tf)(x,y) =

s témito operacemi tvori mnozina vsech bilinearnich forem na V
vektorovy prostor

je-li B konecna baze V, snadno ovérime vztahy

[f +glg = [tf]g =

Bilinedrni a kvadratické formy

Symetrické a antisymetrické bilinearni formy

11-21

Rozklad bilinedrni formy na symetrickou a antisymetrickou

chceme bilinedrni formu f na V rozlozit na soudet symetrické
formy f; a antisymetrické f,

tj. chceme, aby pro kazdé x,y € V platilo

f(X, y) = fs(xa y) + fa(x7 y)
f(y7x) = fs(y,x) + fa(y’x) = fS(x7y) - f;(x’y)

tato soustava ma jednoznacné reseni

fi(x.y)) = (L+ 1) (f(x,y) + f(y,x))
fa(x,y)) = (L+1) 7 (F(x,y) — f(y,))

pokud 1+1+#0

Symetrické a antisymetrické bilinearni formy 11-22

Bilinearni a kvadratické formy

Priklad

tvrzeni: je-li V linearni prostor nad télesem T charakteristiky riizné
od 2, pak kazdou bilinedrni formu f na V lze vyjadrit jako soucet
f = fs + f3, kde f; je symetrickd a f, je antisymetricka, tento
rozklad je jednoznacny a plati

fo(x,y)) = 271 (F(x,y) + F(y, X)), fa(x,y)) =27 (F(x,y) — f(y,x))

priklad: rozloZime bilinedrni formu f na R?

2 2
F((x1, %) T, (y1,y2)T) = 2xay1 + dxoy1 + 2x1y2 = (x1 x2) ( 4 0 ) (

Y1
Y2

)

Bilinearni a kvadratické formy

Symetrické a antisymetrické bilinearni formy

11-23

Kvadratickd forma zavisi pouze na symetrické casti

tvrzeni: jsou-li f, g bilinedrni formy na vektorovém prostoru V nad
télesem charakteristiky riizné od 2, pak f, = g» pravé tehdy, kdyz
fs = gs; navic

B0 y) = 5 (hlx+y) — h(x) — B())

dukaz:

Symetrické a antisymetrické bilinearni formy 11-24




Bilinearni a kvadratické formy

Bilinedrni a kvadratické formy

Priklad

najdeme symetrickou bilinedrni formu f na R?, pro kterou plati
f((x1,x2)T) = 2x2 + Tx1xp + 5x5

Ortogonalita - obsah

B Ortogonalita
Ortogonalni baze
Hodnost formy
Metoda symetrickych Gprav

Symetrické a antisymetrické bilinearni formy

11-25

Ortogonalita

11-26

Bilinearni a kvadratické formy

Bilinearni a kvadratické formy

Definice ortogonality
nad télesem charakteristikou riiznou od 2 jsou
symetrické bilinedrni formy totéz, co kvadratické formy
muZzeme je libovolné zaménovat

symetricka bilinearni forma nad R se lisi od skalarniho soucinu
pouze tim, Ze nemusi byt pozitivné definitni

definice: je-li f symetrickd bilinedrni forma na V a x,y € V, pak
fikdme, Ze x a y jsou f-ortogonalni, pokud f(x,y) =0
zapisujeme x lry

baze B = (v1,...v,) prostoru V se nazyva f-ortogonalni, pokud je
[f]s diagonalni, tj. pro libovolné i,j € {1,2,...,n}, i # j, jsou
vektory v;, v; f-ortogonalni

Hodnost bilinedrni formy

ma-li symetricka bilinearni forma f : V. x V — T vzhledem k bazi
B diagonalni matici [f]g = diag(a1, a2,...,an), je
f2(x) 231X12+"'+anxga pro  [x]g = (x1,-..,%n)

definice: hodnost bilinedrni formy f na konecné generovaném
prostoru V je hodnost jeji matice vzhledem k libovolné bazi,
znac¢ime r(f)

hodnost bilinedrni formy nezavisi na bazi, nebot

je-li [f]g diagonalni matice, je r(f)

Ortogonalita
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Ortogonalita

11-28




Bilinearni a kvadratické formy

Bilinedrni a kvadratické formy

Symetrické Gpravy

mame symetrickou bilinearni formu f na V
chceme najit bazi B ve V takovou, ze [f]g je diagonalni
jinymi slovy, chceme najit f-ortogonalni bazi ve V

kli¢ k postupu je ve formulce [f]g = X T[f]c X, kde X je matice
prechodu [id]§ od baze C k bazi B

: . T . -
matice X7 = ([id]§) " je reguldrni
vyjad¥ime ji jako soucin elementéarnich matic X7 =

potom

Metoda symetrickych Gprav

zvolime tedy libovolnou bazi C ve V

matici A = [f]¢ upravujeme tak, ze provadime elementdrni fadkové
Gpravy a kazdou z nich ihned doprovodime odpovidajici sloupcovou
Upravou

takové dvojici tprav fikdame symetrické dpravy, jsou to
e prohozeni i-tého a j-tého faddku a ndsledné prohozeni i-tého a
j-tého sloupce
e vynasobeni /-tého fadku nenulovym prvkem t € T a nasledné
vynasobeni i-tého sloupce prvkem t
e pricteni t-nasobku i-tého radku k j-tému, kde t € T ai #J, a
nasledné pricteni t-nasobku i-tého sloupce k j-tému

Ortogonalita

11-29

Ortogonalita 11-30

Bilinearni a kvadratické formy

Bilinearni a kvadratické formy

Vypocet pomoci metody symetrickych Gprav
k matici A pfiddme novy blok /,, dostaneme (A|/,)

v druhém bloku budeme zapisovat kroky vypoctu tak, abychom
nakonec dostali matici X7 = ([id]2) T

protoze X T = ([id]§) T = Ey - ExEq

a protoze chceme docilit X T[f]¢ X, budeme postupné délat
(All)) — (ELAE|E) — (BELAE E] |EBE) — - -

az dostaneme

(Ex-- EEL[flc E[ E) - E]|Ex - - E2Ey)

a levy blok Ey -+ EyE [flc E/E) - -- EkT bude diagonalni

Priklad
v takovém p¥ipadé bude E - - ExE; = ([id]2) T

v fadcich matice Ej - - - E;E; budou tedy souradnice prvki néjaké
baze B vzhledem k bazi C

a pro tuto bazi B bude matice [f]g diagonalni
neboli B bude f-ortogondlni baze ve V

priklad: najdeme f-ortogonalni bazi pro symetrickou bilinearni
formu na Zg

01 2
[flck=A=|1 0 1
2 10
b

zadanou matici vzhledem ke kanonické bazi

Ortogonalita
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Bilinearni a kvadratické formy

Vypocet

Bilinedrni a kvadratické formy

Ortogonalita

11-33

Existence f-ortogonalni baze

véta: kazdd symetricka bilinedrni forma f na konec¢né generovaném
linedrnim prostoru nad télesem charakteristiky rizné od 2 ma
f-ortogonalni bazi

dukaz: zvolime néjakou bazi C ve V, najdeme matici A = [f]¢

staci ukazat, ze kazdou Ctvercovou matici A nad T lze prevést
symetrickymi Gpravami do diagonalni matice

to provedeme v n krocich, je-li n = dimV
po i-tém kroku budeme mit matici
D 0
r_
=0 x)

kde blok D bude diagonalni matice ¥adu 7 pro kazdé i =1,2,...,n

Ortogonalita 11-34

Bilinearni a kvadratické formy

Dokonéeni dikazu

udélame to indukci podle /

predpokladejme, ze i € {1,2,...,n} a ze po i — 1 krocich mame
matici A’

Bilinearni a kvadratické formy

Ortogonalita

11-35

Kdyz vychazeji diagonalni prvky nenulové
pak vystacime pouze s pricitanim t-nasobki radka k radkim pod
nimi

délame tedy vlastné Gaussovu eliminaci s doprovodnym
vynulovanim prvkd vpravo od pivotu v prislusném radku

prislusné elementarni matice jsou dolni trojihelnikové s jednickami
na hlavni diagondle

jejich soucin je také takovy

a inverzni matice k jejich soucinu je také takova

Ortogonalita 11-36




Bilinearni a kvadratické formy

Dalsi rozklad matice

tvrzeni: je-li A symetrickd matice takova, Ze pfi Gaussové eliminaci
nemusime prohazovat radky, pak existuje dolni trojihelnikova
matice L s jedni¢kami na diagonale a diagonalni matice D (slozena
z pivotl) tak, ze

A=LDLT

dukaz:

Bilinedrni a kvadratické formy

Ortogonalita
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Lagrangeova metoda
kvadratické formy diagonalizoval Joseph Louis Lagrange v 18. stol.

jak to délal, si ukdzeme na drivéjSim prikladu bilinedrni symetrické
formy na Z3

01 2
[flk=A=11 0 1
210
prislusna kvadraticka forma je
fo((x1,x2,x3)7) =
Ortogonalita 11-38

Bilinearni a kvadratické formy

Ortogonalni baze nad R - obsah

B Ortogonalni baze nad R
Setrvacnost a signatura
Pozitivni definitnost
Ortonormalni diagonalizace
Priklady

Bilinearni a kvadratické formy

Ortogonalni baze nad R
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Nejednoznacnost f-ortogondlni baze

vime uz, ze pro symetrickou bilinearni formu na konecné
generovaném prostoru V nad télesem T s charakteristikou riiznou
od 2 existuje f-ortogonalni baze B = (v1,v2,...,Vp,)

plati tedy [f]g = diag(as, az, ..., an), kde a; =
vezmeme jinou bazi C = (tyvy, tava, ..., thv,) ve V

pak [f]c =

pokud je T = C, pak existuje f-ortogonalni baze C takova, zZe

[flc =

Ortogonalni baze nad R 11-40




Bilinearni a kvadratické formy

Bilinedrni a kvadratické formy

Véta o setrvacnosti symetrickych bilinearnich forem

pokud je T = R, mizeme vzdy dosdhnout a,-t,-2 € {0,1,-1}

volbou t; = v pripadé, ze a; # 0

nasledujici dilezita véta ukazuje, ze pocet 1 a pocet —1 na hlavni
diagonale matice [f]¢ nezavisi na volbé f-ortogondlni baze C

véta: je-li f symetricka bilinearni forma na realném vektorovém
prostoru V dimenze n a C, C' baze ve V takové, Ze

[flc = diag(L,1,...,1,~1,~1,...,-1,0,0,...,0)
kx he mx

[fle = diag(1,1,...,1,~1,~1,...,~1,0,0,...,0)
KT x "% mx

Pak k = k',| = I',m=m'.

Myslenka diikazu

zvolime si néjakou f-ortogondlni bazi
C= (u1,uz,...,uk,vl,vz,...,v/,wl,w2,...,wm)

pro kterou plati

[f]c = diag(1,1,...,1,~1,~1,...,-1,0,0,...,0)
kx % mx
ozna¢ime U = (uy,...,ux) a W = (vi,...,v, Wi, ..., Wp)

je-lix € U, tj. x = ajug + agup + - - - + akuy, plati
f(x,x) =a3 +a5+---+a; >0 pokud x#o
je-lix = bivi + bovo + - - -+ byvy + 1wy + W2 + - - - + CW, €

f(x,x) = —b? — b3 —--- — b>+0c2 +0c5 +---4+0c2 <0

Ortogonalni baze nad R
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Bilinearni a kvadratické formy

Bilinearni a kvadratické formy

Diikaz
je-li €= (uf,uh, ..o Ul Vi VG, v Wl W, W) a
[fle = diag(1,1,...,1,~1,-1,...,-1,0,0,...,0)
o 1% e
pak plati k' + 1"+ m' =
dile k' +I' = neboli m" =

pokud by platilo napfiklad k' < k, vzali bychom podprostor
W' = (vi, vy, ... V), Wi, Wh, ... W)

spocteme dimenze

Dokonéeni dikazu

podle véty o dimenzi souctu a priniku podprostortl by platilo
dim(UNW’) > 0 a nasli bychom nenulovy vektor x € U N W'
z jeho soutadnic [x]¢ = (a1,...,ak, b1,..., by, c1,...,Ccm) bychom

dostali
2, 2 2
f(x,x):al+32+"‘+ak>0
a ze soutadnic [X]¢c = (a},...,a)}, b}, ..., b, i, ..., cl)

f(x,x) = —(b1)*=(b2)*~ - -—(br)*+0(c1)*+0(c5)*+ - -+0(c,)* < 0

tento spor dokazuje k < k’ a ze symetrie plyne rovnéz k' < k

proto také | = /'

Ortogonalni baze nad R
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Bilinearni a kvadratické formy Bilinedrni a kvadratické formy

Indexy setrvacnosti a signatura Dalsi priklad

definice: je-li f symetricka bilinedrni forma na redlném konecné
generovaném vektorovém prostoru V dimenze n, pak Cislo k (resp.
I) z predchozi véty nazyvame pozitivni (resp. negativni) index
setrvacnosti formy f, zna¢ime ny(f) (resp. n_(f)); signaturou

- priklad: najdeme signaturu realné kvadratické formy tfi
formy f rozumime trojici (no(f), ny-(f), n—(f)), kde

; ] s ) proménnych
no(f) = n— r(f) (neboli no(f) = m, kde m je také z predchozi
véty)
priklad: najdeme signaturu bilinedrni formy f na R3 uréené matici
Ortogonalni baze nad R 11-45 Ortogonalni baze nad R 11-46
Bilinearni a kvadratické formy Bilinearni a kvadratické formy
Definice Diikaz

definice: symetricka bilinedrni forma f na redlném vektorovém
prostoru V je pozitivné definitni, pokud f(x) > 0 pro libovolny
vektor 0 # x € V

tvrzeni: pro symetricka bilinedrni formu f na redlném vektorovém
prostoru V dimenze n jsou ndsledujici podminky ekvivalentni pravé
tehdy, kdyz n,(f) = n
1. f je pozitivné definitni
2. ny(f)=n
3. matice [f]g je pozitivné definitni pro jakoukoliv bazi B
prostoru V

Ortogonalni baze nad R 11-47 Ortogonalni baze nad R 11-48




Bilinearni a kvadratické formy

Charakterizace pozitivné definitnich matic

vime uz, ze symetricka redlnd matice je pozitivné definitni pravé
kdyz jsou vSechna jeji vlastni ¢isla kladna

véta: pro redlnou symetrickou matici A je radu n jsou nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni.
1. A je pozitivné definitni
2. (Sylvestrovo kritérium) vSechny hlavni minory matice A maji
kladny determinant
3. Gaussova eliminace pouzitd na matici A mlize probéhnout bez
prohazovani radki a vsechny pivoty vyjdou kladné
4. A= LDLT pro né&jakou dolni trojihelnikovou matici L s
jednickami na diagonale a néjakou diagonalni matici D s
kladnymi Cisly na diagonale
5. (Choleského rozklad) A = RRT pro né&jakou regularni dolni
trojuhelnikovou matici R

Bilinedrni a kvadratické formy

Ortogonalni baze nad R
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Dikaz

hlavnim minorem matice A fadu n rozumime matici tvorenou
prvnimi i ¥adky a i sloupci matice A pro néjaké i € {1,...,n}

Ortogonalni baze nad R
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Bilinearni a kvadratické formy

Dokonéeni dikazu

Bilinearni a kvadratické formy

Ortogonalni baze nad R
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Ortonormalni diagonalizace

véta: je-li V redlny vektorovy prostor dimenze n se skaldrnim
sou¢inem (, ) a f symetrickd bilinedrni forma na V, pak existuje

baze B prostoru V, kterd je f-ortogondlni a zaroven ortonormalni
vzhledem k (, )

dikaz:

Ortogonalni baze nad R
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Bilinearni a kvadratické formy

Priklad 1

jak vypada mnoZina bodii (x1, x2,x3)T € R3 spliiujicich
x3 = —x2 + x1x2 — 3x3 ?

Bilinedrni a kvadratické formy

Ortogonalni baze nad R 11-53

Obrazek

Ortogonalni baze nad R 11-54

Bilinearni a kvadratické formy

Priklad 2

mnozinu bodi (x1,x2,x3) " € R3 spliiujicich

10x12 + 13x22 + 13x§ 4+ 4x1x0 + 4x1x3 + 8x0x3 = 9

Bilinearni a kvadratické formy

Ortogonalni baze nad R 11-55

Obrazek

Ortogonalni baze nad R 11-56




Bilinearni a kvadratické formy

Bilinedrni a kvadratické formy

Presnéjsi vypocet
lepsi predstavu o tvaru mnoziny bodd (X1,X2,X3)T € R3 spliujicich
10X12 + 13x22 + 13x32 4+ 4dx1x0 + 4x1x3 + 8x0x3 = 9

ziskdme pomoci ortonormalni diagonalizace

Priklad 3

jak vypada nasledujici mnozina v bodii v R?

U={(x1,x)"T € R?:3x% +2x1x2 + 3x2 — 10x; — 14x, +7 =0} ?

Ortogondlni baze nad R
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Ortogonalni baze nad R 11-58

Bilinearni a kvadratické formy

Bilinearni a kvadratické formy

Pokracovani prikladu 3

Obrazek

Ortogonalni baze nad R
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i 3
: V6 \
Vo A 1
—
1
= Y
-3 -2 -1 } %
| | |
Ortogonalni baze nad R 11-60




Bilinearni a kvadratické formy

Bilinedrni a kvadratické formy

Prepocet do souradnic vzhledem ke kanonické bazi

Obrazek
X2
4
3 o
V3~
2 S
Y3
1 > N
2
_\1 1 2\

X1

Ortogonalni baze nad R
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Ortogonalni baze nad R
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Bilinearni a kvadratické formy

Bilinearni a kvadratické formy

Linedrni formy na prostoru se skaldrnim soucinem

pfipomenuti: linearni forma na prostoru V

nad T je linedrni zobrazeni f : V — T!

véta: pro kazdou linearni formu f na konecné generovaném
prostoru V nad C (nebo R) se skalarnim soucinem (, ) existuje
pravé jedno x € V takové, Ze pro kazdé y € V plati

fly) = (x,y)

dukaz:

Ortogonalni baze nad R
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Afinni prostory

Afinni prostory

Kapitola 12

Afinni prostory

Definice afinniho prostoru - obsah

B Definice afinniho prostoru
Operace v afinnich prostorech
Afinni euklidovské a unitarni prostory
Soustavy souradnic

12-1

Definice afinniho prostoru

12-2

Afinni prostory

Soucéet bodu s vektorem

kazdy bod a v roviné a vektor v urcuji dalsi bod v roviné

je to koncovy bod vektoru v s pocate¢nim bodem a

¢emu se bude rovnat bod (a+v) +w ?

Definice afinniho prostoru

12-3

Afinni prostory

Definice afinniho prostoru

definice: je-li T téleso, pak afinnim prostorem A nad T rozumime
mnozinu A, jejiz prvky nazyvame body, spolu s vektorovym
prostorem V nad T a operaci +: Ax V — A, kterd bodu ac A a
vektoru v € V priradi bod a + v € A, splnujici axiomy
(aS2) pro libovolny bod a € A a libovolné vektory v,w € V plati
a+(v+w)=(a+v)+w
(aS1) pro libovolny bod a € A plati a+ 0= a
(aM) ke kazdé dvojici bodt a, b € A existuje pravé jeden vektor
v € V, pro ktery a+ v = b, tento vektor oznaCujeme b — a

definice: dimenzi afinniho prostoru A rozumime dimenzi jeho
prostoru vektorl (nebo také sméri) V

Definice afinniho prostoru
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Afinni prostory

Vlastnosti operaci v afinnim prostoru

pro libovolné body a, b, c,d € A a vektory u,v € V plati

a—b=—(b—a)

(a+u)—(b+v)=(a—b)+u—v

(a—b)+(c—d)=(a—d)+(c—b)

(a—b)+(b—c)=a—c

Afinni prostory

Definice afinniho prostoru

12-5

Aritmeticky afinni prostor

aritmeticky afinni prostor T”

dalsi priklad:

A=(1,2,3)T+((2,3,4)7,(6,7,8)7), V =1{(2,3,4)7,(6,7,8)7)

Definice afinniho prostoru 12-6

Afinni prostory

Afinni euklidovské a unitarni prostory

definice: afinnim eukleidovskym prostorem (resp. afinnim
unitarnim prostorem) rozumime afinni prostor A nad télesem R
(resp. C) spolu se skaldrnim souéinem (, ) na jeho prostoru vektort

definice: vzdalenosti dvou bodl a, b € A v afinnim eukleidovském
prostoru A rozumime Cislo ||a — b]|

Afinni prostory

Definice afinniho prostoru

12-7

Soustava soufadnic v afinnim (euklidovském) prostoru

definice: soustavou souradnic v afinnim prostoru A dimenze n s
prostorem vektord V rozumime (n + 1)-tici S = (a,uz, uy,...,u,),
kde a € A je bod nazyvany pocdtek soustavy souradnic a

B = (ui,...,u,) je baze V

je-li S soustava souradnic jako vyse, b€ Ajebodaw e V je
vektor, pak souradnice vektoru w v soustavé souradnic S
definujeme jako soufadnice w vzhledem k bazi B a znaime [w]s,
tj.

[w]s = [w]s
a souradnice bodu b v soustavé souradnic S definujeme jako
souradnice vektoru b — a v bazi B, tj.

[bls = [b—als = [b—als

Definice afinniho prostoru 12-8




Afinni prostory

Jina formulace

soufadnice bodu b v soustavé S se rovnaji té jednoznacné uréené
n-tici prvkd (t1,...,t,) € T", pro kterou plati

b=a+tjug +---+ tyu, .

Afinni prostory

priklad: je-li S = (a,u,uy, ..., u,) soustava soufadnic, pak
* [a]s =
° [a + u,']s =
Definice afinniho prostoru 12-9

Priklad

v aritmetickém afinnim prostoru R? je

s-mn=((3):(1).(2)

soustava souradnic

najdeme soutadnice vektoru w = (—1,3)7 a bodu b= (—1,3)"

Definice afinniho prostoru
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Afinni prostory

Kanonicka a kartézska soustava souradnic

kanonicka soustava souradnic v aritmetickém afinnim prostoru T”
je
T
5S=((0,0,...,0)" ,e1,ez,...,ep)
je charakterizovana tim, Ze
o [a]s = a[w]s =

pro libovolny bod a a libovolny vektor w

v afinnim eukleidovském prostoru jsou ,,nejlepsi* soustavy
soufadnic kartézské

definice: soustava soufadnic S = (a,uy,...,u,) v afinnim
eukleidovském prostoru se nazyva kartézskd, pokud (uy,...,u,) je
ortonormalni baze

Afinni prostory

Definice afinniho prostoru 12-11

Souradnice a operace

tvrzeni: je-li S soustava souradnic afinniho prostoru A s prostorem
vektortl V nad té€lesem T, pak pro libovolné vi,vy € V, b,c € A,
t € T plati

[tvi]s = t[v1]s,

[b—cls = [b]s — [c]s

[vi +va]s = [vi]s + [v2]s,
[b+vi]s = [b]s + [vi]s,

je-li navic A afinni eukleidovsky prostor a soustava S je kartézska,
pak
(vi,v2) = [va]s - [vo]s

Definice afinniho prostoru
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Afinni prostory Afinni prostory

Zména souradnic

Priklad

tvrzeni: jsou-li S = (a,u1,...,up) a T = (b,v1,...,v,) soustavy v aritmetickém afinnim prostoru R? mame soufadnice
soufadnic v afinnim prostoru A s prostorem vektort V a [id]2 je
matice pfechodu od B = (uy,...,u,) k C = (v1,...,v,), pak pro S—(au1,u) = —4 5 —7
kazdy bod ¢ € A a vektor w € V plati bR 5 )\ 3 )7\ 14

wlr = [id]é [V]s, [c]7 = [id]¢ [b]s + [a]T _ _((1 1 —2

T = (b7V17V2) - 1 ) 2 ’ 3

dukaz:

Definice afinniho prostoru
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Afinni prostory Afinni prostory

Linedrni kombinace v afinnim prostoru - obsah »Linedrni kombinace” bodu

nékteré |, linearni kombinace” bod( jsou smysluplné

a— b, at+b—a
B [inedrni kombinace v afinnim prostoru

Afinni kombinace bodu

otazka: jak definovat soucet bodli a+ b 7
Barycentrické souradnice

Linedrni kombinace v afinnim prostoru

12-15 Linedrni kombinace v afinnim prostoru

12-16




Afinni prostory Afinni prostory

Nékdy to jde Dilkaz

nékdy to ale funguje — jsou-li a, b body, pak

11
Zat b
2975

1 2
§a+ §b

tvrzeni: je-li A afinni prostor nad T dimenze alespon 1,
ai,...,akx € Abody a A\1,..., A\x € T skaldry, pak jsou nasledujici
tvrzeni ekvivalentni
1. bod b o soufadnicich [b]s = A1[a1]s + - - - + Ak[ak]s nezavisi
na volbé soustavy souradnic S

2.0+ -+ X =1

Linearni kombinace v afinnim prostoru 12-17 Linearni kombinace v afinnim prostoru 12-18
Afinni prostory Afinni prostory
Afinni kombinace bodi Jiné vyjadreni afinni kombinace bodi
definice: je-li A afinni prostor nad T, a;1,...,ax € A body a
, . ' ., tvrzeni: je-li A afinni prostor nad T, a a1,...,a A body a
A1, ..., A\x € T skalary takové, ze A\ + --- + A\ = 1, pak afinni . P Lo dk € Y

Al,..., A € T skalary takové, ze \;1 + --- 4+ A\, = 1, pak bod
A1a1 + -+ + Akak je roven tomu jednoznacné urcenému bodu b,
pro ktery

kombinaci bodii a1, ..., ax s koeficienty A1, ..., A\x rozumime bod
b € A takovy, ze

[bls = Ai[ar]s + - - + Ae[als A(ar — b) + Aa(az — b) + -+ M(ax — b) = o

kde S je libovolna soustava souradnic prostoru A
dakaz:

zapisujeme b = A\1a; + -+ + Agak

bez odkazu na néjakou soustavu souradnic mize afinni kombinaci
bod( definovat také rovnosti

Aar+ -+ Mak = a1+ (a2 —a1) + -+ M(ak — a1)

Linedrni kombinace v afinnim prostoru 12-19 Linedrni kombinace v afinnim prostoru 12-20




Afinni prostory

Afinni kombinace dvou bod( na pfimce

predpokladame, ze A je afinni prostor dimenze 1 s prostorem
vektori V nad T

zvolime dva body a,b € A

kazdy bod ¢ € A mlizeme jednoznacné vyjadrit jako afinni
kombinaci A1a + A2b bodl a, b

Afinni prostory

Linedrni kombinace v afinnim prostoru

12-21

Priklad

vyjadiime bod ¢ = (2,3)7 € R? jako afinni kombinaci bodii
a=(1,2)T ab=(5,6)7

barycentrické soufadnice bodu ¢ vzhledem k (a, b)

Linedrni kombinace v afinnim prostoru

12-22

Afinni prostory

Barycentrickad soustava souradnic

tvrzeni: je-li A afinni prostor dimenze n s prostorem vektori V a
ai,...,ak € A jsou bod, pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni

1. kazdy bod b € A lze jednoznacnym zplisobem zapsat jako

afinni kombinaci bodi as, ..., ax

2. posloupnost vektor(l (a; — aj, a3 — a1, ..., ax — ai) tvori bazi

prostoru V (specidlné k = n+ 1)

dikaz:

Afinni prostory

Linedrni kombinace v afinnim prostoru
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Dokonéeni dikazu

Linedrni kombinace v afinnim prostoru
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Afinni prostory

Definice barycentrické soustavy souradnic

definice: je-li A afinni prostor dimenze n s prostorem vektord V,
pak barycentrickd soustava souradnic v A je (n+ 1)-tice bodi

(a1,...,ans1), které spliiuji ekvivalentni podminky z predchoziho
tvrzeni
je-li Z =(a1,...,ant+1) barycentrickd soustava soufadnic afinniho

prostoru A a b € A, pak (n -+ 1)-tici skalara (A1, ..., Anp1)”
nazyvame barycentrické souradnice bodu b vzhledem k Z, pokud
b=Xa1+ -+ Apt1ant1

Afinni prostory

Linearni kombinace v afinnim prostoru 12-25

Priklad

v afinnim prostoru R? najdeme barycentrické soutadnice bodu b v
barycentrické soustavé soufadnic (a1, a2, a3)

o= (%) m=(3) == (5) == (2)

Linedrni kombinace v afinnim prostoru
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Afinni prostory

Afinni kombinace pomoci dvojic

za jakych predpokladi plati v afinnim prostoru rovnost

A 0t Ao
A1+ A2 A1+ Ao

A1a+ Aob+ A3c = (A1 + A2) ( b) + X3¢ ?

Afinni prostory

Linedrni kombinace v afinnim prostoru 12-27

Tézisté v trojihelniku

Linedrni kombinace v afinnim prostoru
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Afinni prostory

Konvexni kombinace bodi

definice afinni kombinace A\1a; + Apap + - - - + Aax bodi
ai, az, ..., ax afinniho prostoru A se nazyva konvexni kombinace,
pokud a; > 0 pro kazdé i

konvexni obal dvou bodu

konvexni obal tfi bodu

jak zjistit, ze bod lezi uvnitr trojihelniku

konvexni obal mnoziny bodl

Linedrni kombinace v afinnim prostoru
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Afinni prostory

Podprostory - obsah

B Podprostory
Definice
Jak zadat afinni podprostor

Podprostory

12-30

Afinni prostory

Definice podprostoru

definice: je-li A afinni prostor nad télesem T s prostorem vektor(
V, pak afinni prostor B nad télesem T s prostorem vektorli W se
nazyva (afinni) podprostor prostoru A, pokud B C A, W <V, a

sCitani bodu a vektoru v B je z(Zzenim scitani bodu a vektoru v A

je-li A afinni eukleidovsky prostor, pak B nazyvdme (afinnim
eukleidovskym) podprostorem A, pokud je B afinnim podprostorem
A a navic je skalarni soucin v B zGzenim skaldrniho soucinu v A

priklad: pro libovolny bod a € A a (linedrni) podprostor W < V
tvofi mnozina bodi a + W (spolu se s¢itdnim zdédénym z A)
afinni podprostor prostoru A, jehoz prostor vektor(i je W

Afinni prostory

Podprostory

12-31

Jak dostat kazdy afinni podprostor

tvrzeni: je-li A afinni prostor nad télesem T s prostorem vektord V
a B jeho podprostor s prostorem vektortt W, pak pro libovolny bod
b € B plati B= b+ W a navic
W={c—b:ceB}={d—c:c,de B}

dukaz:

Podprostory
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Afinni prostory

Podprostory afinniho prostoru R3

Afinni prostory

Podprostory a afinni kombinace

tvrzeni: je-li A afinni prostor a B C A, B # (), pak B je
podprostorem A pravé tehdy, kdyz kazda afinni kombinace bodi z

B leziv B
dakaz:
kazdy podprostor afinniho prostoru je jednoznaéné uréeny svou
mnozinou bodi
Podprostory 12-33 Podprostory 12-34
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Afinni obal

definice: je-li X neprazdna podmnozina bodi afinniho prostoru A
nad télesem T, pak afinnim obalem mnoziny X rozumime mnozinu
(X) v8ech afinnich kombinaci bodi z X, tj.

<X> :{)\121+---+)\ka:al,...,akEX, A, A ET,
)\1_|_..._|_)\k:1}

tvrzeni: je-li X neprdazdnd podmnozina bodl afinniho prostoru A

nad télesem T, pak (X) je podprostor afinniho prostoru A a pro
jeho prostor vektort W plati

W:{)\lal—l—---—l—)\kak:al,...,akeX, AL, A ET,
M+ F+X=0t=({c—b:ceX})

kde b je libovolny bod v X
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Duikaz
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Afinni prostory

Afinni obal dvou bodu Bodové
afinni obal dvou riznych bodi je
priklad: afinni obal bodti a = (1,2)7, b = (4,6)7 ve R?
Podprostory 12-37 Podprostory 12-38
Afinni prostory Afinni prostory
Parametricky Rovnicové
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Od parametrického zapisu k rovnicovému Od rovnicového zéapisu k parametrickému

priklad: zapieme parametricky podprostor B prostoru R, ktery je
tvrzeni: je-li b+ W podprostor dimenze k aritmetického afinniho zadany jako mnozina feseni soustavy linedrnich rovni
prostoru T", pak existuje matice R typu (n— k) x nnad T a bod

X1
c € Tk takovy, Ze mnoZina fedeni soustavy rovnic R x = ¢ je rovna X
b+ W 12 -1 0 2 o _ 1
2 4 0 1 -1 3 4
. X4
dukaz: X5
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A zpét MoZnosti v R3
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