8 Skalarni soudin

Cviceni 8.1. Pri standardnim skaldrnim soucinu v R* spocitejte normu vektori
u a v a thel mezi nimi.

u= (1a35_274)? V= (2a05175)

Cviceni 8.2. Skaldrni soucin na R? je ddn predpisem

=t (%, )y
Spocitejte tihel mezi vektory (2,3)T a (1,4)T.
Cviceni 8.3. Spocitejte normu polynomu 2ix + (3i —4) vzhledem ke skaldrnimu

soucinu (f|g) = f,llfg-

Cviceni 8.4. Skaldrni soucin na C? je ddn predpisem

<u|v>—u*(_52 }Q)V.

Najdéte viechny vektory kolmé na vektor u = (1,4)T. Najdéte néjakou ortogo-
ndlni bdzi u, v a znormovanim najdéte ortonormalni bazi.
Cviceni 8.5. Najdéte soutadnice vektoru (m,1,37) vzhledem k bdzi
1 1 1
-(1,2,2),=(-2,-1,2), =(2,-2,1
(3( ? ) )’3( ) ) )’3( Y ) ))

prostoru R3.

Cviceni 8.6. V prostoru R? se skaldrnim soucinem {|) je B = ((1,1)T, (2, —1)T)
ortonormdlni bdze. Urcete ((1,—1)T[(2,0)7)

Cviceni 8.7. V prostoru C3 se standardnim skaldrnim soucinem urcete orto-
gondlni doplneék roviny ((1,2,4)", (1 +14,-1,3)T).

Cviceni 8.8. V prostoru R? se skaldrnim soucinem (|) je B = ((1,1)T, (2, -1)T)
ortonormalni baze. Urcete ortogonalni doplnek primky <(1, 3)T>

Cviceni 8.9. V prostoru R? se standardnim skaldrnim soucinem urcete orto-

gondlni projekci vektoru (1,2,3)T na primku <(47 5, 6)T>,

Cviceni 8.10. V prostoru R? se standardnim skaldrnim soucinem urcete nej-
lepsi aprozimaci vektoru (2,—1,3)T v roviné <(17 1,0)%, (0,1, 2)T> a chybu této
aproximace.

Cviceni 8.11. Metodou nejmensich ctverci najdéte nejlepsi ,veseni soustavy

1 0| 2
1 1|1
0 2| 3
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Cviceni 8.12. V prostoru R? se standardnim skaldrnim soucinem ortogonali-
zujte bdzi ((2,1,-2)T,(0,1,-1)T, (3,5, —2)T). K nalezené ortogondlni bdzi urcete
prislusnou ortonormdlni.

Cviceni 8.13. Najdéte QR-rozklad A = QR redlné matice

2 0 3
A= 1 1 5
-2 -1 =2

Urcete Q1.

Cviceni 8.14. V prostoru R* se standardnim skaldrnim soucinem najdéte orto-
normdlni bdzi podprostoru W = ((1,1,1,1)T, (-1, -3,-1,-3)7,(4,1,2,-1)T)
a urcete ortogondlni projekci a kolmici vektoru (1,2,3,4)” na W.

9 Vlastni cisla a vektory

Cviceni 9.1. Urcete charakteristicky polynom komplexni matice A.

1 1 0 1
-1 1 0
0 0 144 -1
1—7 1 0 0

A:

Cviceni 9.2. Urcete vlastni ¢isla (i s algebraickymi ndsobnostmi) a vlastni
vektory linedrniho operdtoru f na prostoru R3.

f((z1, 29, 23)T) = (22 — x3, —21 + 272 + 23, —271 + 29 + 23)7

Cvideni 9.3. Matice linedrniho operdtoru na Z3 vhledem k bdzi B je A. Urcete
vlastni ¢isla (i s algebraickymi ndsobnostmi) a prislusné vlastni vektory operd-
toru f.

3.2 1 1 0 0
A=|1 2 4|, B= 1.l 21,0
0 2 4 2 1 3

Cvi€eni 9.4. Urcete vlastni cisla (i s algebraickymi ndsobnostmi) a vlastni
vektory matice A nad Zs.

1 11
A= 2 1 0
1 0 2

Cviceni 9.5. Urcete koeficienty u \*, \> a konstantni koeficient charakteris-
tickeého polynomu redlné matice A.

A= 1

-1

— N
O =N
N R OO



Cviceni 9.6. Zjistéte, zda je redlna matice A diagonalizovatelnd. Pokud ano,
najdéte reguldrni matici R a diagondlni matici D tak, aby D = R™'AR.

1 2 =2
A= -1 0 2
-2 2 1

Cvieni 9.7. Zjistéte, zda je operdtor f na prostoru Z3 diagonalizovatelns.

Pokud ano, najdéte bdzi B takovou, Ze [f]5 je diagondini, a urcete [f]5.

f (21, (EQ,LL’g)T = (a1 + 229 + w3, 21 + 229 + 623, 209 + 6x3)T

Cviceni 9.8. Matice linedrniho operdtoru f na prostoru Z3 vzhledem k bdzi B

je A. Zjistéte, zda f je diagonalizovatelny. Pokud ano, najdéte bdzi C' takovou,

ze [f]S je diagondlni, a urcete [f]S.

1 2 1 1 1 1
A=[1 2 2|, B= 1), 1].]o
02 2 1 0 0

Cviceni 9.9. Najdéte vlastni ¢isla a jejich geometrické a algebraické nasobnosti
operdtoru fa na Zé.

O = N =
—_ == N
O R OO
N OO

Cviceni 9.10. Operdgtor f na Z3 spliuje
A2 =1207 (L2071 =01LD" [(0.1,2)")=(210".
Urcete jeho charakteristicky polynom.
Cviceni 9.11. Najdéte vzorec pro a, v nasledugjici posloupnosti redlnych éisel.
ap =2, ay =3, a,=06ay,_1—>5a,—9 pron > 2.
Cviceni 9.12. Najdéte n-tou mocninu redln€ matice A.
1 -1
=5 )

Cviceni 9.13. Vyreste diferencni rovnici (diskrétni linedrni dynamicky systém)
Xp+1 = Axy s pocdtecnim vektorem xg € R3

1 2 1 1

A= 1 2 2 |, xo=| 2
0 2 2 3
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Cviceni 9.14. Vyreste soustavu diferencidlnich rovnic (neznamé jsou redlné
funkce redlné proménné).

/
up = up + u2

uh = —2uy + dug

Cviéeni 9.15. Vypodcitejte A° pro redlnou matici

o

I
coocow
e e N e N
conwr o
cwo oo
Wk o oo

Cviceni 9.16. Vyreste diferencni rovnici x;, = f(Xp_1) pro poédatecni vektor
xo = (2,1)T, kde operdtor f : R? — R? je ddn vztahem

T\ T+ 2y
f<y>_<—2x+5y>

Cviceni 9.17. Najdéte requldrni matici R a matici J v Jordanové kanonickém
tvaru takovou, Ze J = R™'AR, kde A je redlnd matice

a=(33)

Cviceni 9.18. Linedrni operdtor f na R3 je ddn predpisem niZe. Najdéte bdzi
B prostoru R3 a matici f vzhledem k B tak, ze [f]B je v Jordanové kanonickém
tvaru.

Ddle vypoctéte A™.

T 8 — 2y + 7z
fly|= x4 2y + 2z
z —3r+y—=z

Cviceni 9.19. Matice operdtoru f na R? vzhledem k bdzi B je A. Najdéte bdzi
C, aby [f]S byla v Jordanové kanonickém tvaru.

1 1 4 -1
p-((1)(2)) =1 7)
Cviceni 9.20. Najdéte matici J v Jordanové kanonickém tvaru podobnou ma-

tici A nad Zs a matici R takovou, 3¢ R~AR = J.

A—

s W
S NN O

1
4
1
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Cviceni 9.21. Najdéte bdzi prostoru R? sloZenou z Jordanovijch vetizki operd-
toru fa a matici f4 vzhledem k této bazi.

1 1 -2
A= -1 2 -1
1 -1 4

Cviéeni 9.22. Najdéte bdzi prostoru R* sloZenou z Jordanovijch Tetizki operd-
toru fa a matici fa vzhledem k této bazi.

_ o O O
o= o o
o o= O
o O o

Cvi¢eni 9.23. Najdéte bdzi B prostoru Z3, pro kterou je [fa]B v Jordanové
kanonickém tvaru.

01 0 0
4 6 3 3
A= 116 5
4 5 1 2

Cvi¢eni 9.24. Najdéte bdzi B prostoru C2, pro kterou je [f]5 v Jordanové

kanonickém tvaru.
f z\ ([ 2iz+y
y )\ 2ix+2y

Cviceni 9.25. Zjistéte, zda je matice A nad Zs podobnd matici v Jordanové
kanonickém tvaru.

N O ==
O = O N
— N =
o N OO

Cviceni 9.26. Spocitejte n-tou mocninu matice A nad R.

Cviceni 9.27. Reste diferencni rovnici v, = Avg s pocdtecni podminkou vy =
(1,1,1)7.

Cviceni 9.28. Najdéte vzorec pro n-ty clen posloupnosti a,.

ap=1, a =0, ax=2, apt3=>5ap4+2—8aps1 +4a,
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Cviceni 9.29. O redlné matici A 7adu 13 vime, Ze md charakteristicky polynom
p(z) = (2 — 2)°(3 — 2)*, dim(Ker (A — 3I13)) = 1, dim(Ker (A — 2I13)) = 4,
dim(Ker (A — 2I13)?)) = 7, dim(Ker ((A — 2I13)3)) = 9. Uréete matici J v
Jordanové kanonickém tvaru podobnou matici A.

Cviceni 9.30. Zjistéte, zda M = (B) je invariantnim podprostorem operdtoru

fa na prostoru Z3. Pokud ano, naleznéte matici restrikce fa na M vzhledem k
bazi B.

1 1 1 1 2
B= 1 ],[ o , A= 10 2
0 2 1 1 1
Cviceni 9.31. Pro operdtor f na R3 najdéte néjakou bdzi B prostoru Im f a

urcete matici zuZeni f na Im f vzhledem k B.

T T+ 2y + 3z
fly =1 3z—y+2z
z 2@ + 2z

Cviceni 9.32. Zjistéte, zda je komplexni matice A normdalni.

142 i
A= ( 1—2i 3—1 )
Cviceni 9.33. Najdéte ortonormdini bdzi B prostoru R® se standardnim ska-
larnim soucinem, vzhledem ke které je matice operdtoru f diagondlni a najdéte

£15-

x 10z + 2y + 22
fl v ]=1 2c+13y+4z
z 2z + 4y + 132

Cviceni 9.34. Najdéte ortogondlni matici Q a diagondlni matici A takovou, Ze

A=QDQT.

4 0 -2
A= 0 2 =2
-2 -2 3
Cviceni 9.35. Zjistéte, zda je redlnd matice A pozitivné (semi)definitni.
4 0 -2
A= 0 2 =2
-2 =2 3

Cviceni 9.36. Najdéte ortonormdlni bdze B,C prostori R3, R? takové, Ze
[fA]g je obdélnikovd diagondlni matice s nezdpornymi prvky na diagondle.

111
A:(o 1 —1)

Cviceni 9.37. Najdéte singuldarni rozklad a kompakini singuldrni rozklad redlné
matice A.
11 1
A= ( 01 -1 )
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10 Bilinearni formy

Cvieni 10.1. Najdéte matici bilinedrni formy f na Z2 vzhledem k bdzi B
znadte-li jeji matici vzhledem k bdzi C.

s=((5)(1)) e=((3)(1)) me=(3 1)

Cvideni 10.2. Rozlozte danou bilinedrni formu na prostoru Z3 na soucet sy-
metrickeé a antisymetricke.

€ Y1
f T2 |, | Y2 = 2x1y1 +3w1y2 +4w1y3 +622y1 +dT2Y2 +x3Y1 +5T3Y2
€3 Y3

Cviceni 10.3. je ddno analytické vyjddient kvadratické formy fo na prostoru R?
vzhledem k bazi B. Urcete matici prislusné symetrické bilinedrni formy vzhledem
k bazi C.

p=((1)(2) e=((9)( 1)) e =strammatas

Cvideni 10.4. Najdéte f-ortogondini bdzi prostoru Z3 a urcete matici f vzhle-
dem k této bazi, kde

fg((.%h X9, T3, .’L‘4)T) = 22109 + 20123 + X124 + Tox3 + 20914 + 22374

Cvigeni 10.5. Najdéte f-ortogondlni bdzi Z3 a urcete matici f vzhledem k této
bazi, kde

0 2 1 1 1 1
fle=| 2 0 1|, B= 1|, 1],]o0
110 1 0 0

Cviéeni 10.6. Rozlozte matici A na soucin LDLT, kde L je dolni trojihelni-
kovd s jednickami na diagondle a D je diagondlnsi.

1 1 -1
A= 1 2 1
-1 1 3

Cviceni 10.7. Urcete signaturu bilinedrni formy f:
-1 2 3
fles=1{ 2 5 1
3 10

Cviceni 10.8. Urcete signaturu kvadratické formy fo:

fol(w1, 22, 23, 24, a:5)T) = —x% + 4129 + 62123 + 81114 + 51‘% + 22913
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Cviceni 10.9. Najdéte bdzi R?, kterd je f-ortogondlni a zdroven ortonormdlni
vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu.

fo((z1,20)T) = 22 — 2019 + 322
Cviceni 10.10. Analyzujte ndsledujici vtvar v R2.

U = {(x1, :1:2)T cxt — 6wy20 + 923 + 142y — 209 — 27 =0}

11 Afinni prostory

Cviceni 11.1. Zjistéte zda S je soustava soutadnic v afinnim prostoru Z3.

4 1 4 2
S = ST R T IO O T O A
3 1 3 1

Cviceni 11.2. Zjistéte, zda S je soustava soutadnic v afinnim prostoru A s
prostorem vektoru V nad télesem R.

=((2): () (2)) a=(a)ev v=((2):(2))

Cviceni 11.3. Najdéte vyjadrent bodu b a vektoru v vzhledem k soustavé sou-
fadnic S afinniho prostoru Z3.

0 1 0 2 1 2
S = YO I T I R I ) b= 3], v=1]1
0 1 0 1 4 4

Cviceni 11.4. Zjistéte, zda bod b leZi v afinnim prostoru A (s prostorem vektori
V nad télesem R). Pokud ano, najdéte jeho soutadnice vzhledem k soustavé
soutadnic S = (a,uy, uz).

1 3 2 1
A=a+V =a+(uj,u)=| 2 +< 1 1 >, b= 1
3 -2 4 —13

Cviceni 11.5. Soutadnice bodu b vzhledem k soustavé soutadnic S afinniho

prostoru Z3 jsou (1,3,4)T. Najdéte souradnice b vzhledem k soustavé souradnic
R.

0 1 0 2
S = S R S T I I I A
0 1 0 1
3 1 2 2
R= 1.3 ). 2].[4
4 1 0 1
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Cviceni 11.6. Zjistéte, zda body ay = (1,2,3)" a2 = (3,1,0)7 a3 = (4,1,2)7, a4 =
(1,1, 1)T v afinnim prostoru Z2 tvori barycentrickou soustavu soutadnic. Pokud
ano, najdéte barycentrické souradnice bodu b = (2,2,3)T v této barycentrické
soustave.

Cvic¢eni 11.7. Najdéte parametrické vyjadieni podprostoru B = ((1,2,3)",(3,6,1)7,(2,3,1)T)
afinniho prostoru Z3 a zjistéte dimenzi tohoto podprostoru.

Cviéeni 11.8. Najdéte rovnicové vyjddrent podprostoru B = <(1, 2,3)7,(3,6,1)7, (2,3, 1)T>
afinniho prostoru Z3 vzhledem ke kanonické soustavé soutadnic a zjistéte di-
menzi tohoto podprostoru.

Cviceni 11.9. Najdéte parametrické vyjddieni podprostoru B afinniho pro-
storu Z2 daného rovnicemi vzhledem ke kanomnické soustavé souradnic a zjistéte
dimenzi tohoto podprostoru.
3x1 + a2+ 513+ 315 =2
201 + 622 + 23+ 24 =3
T+ 5585 =2
Cvieni 11.10. Najdéte vyjadieni podprostoru B afinniho prostoru 75 jako
afinni kombinaci bodu. Podprostor B je dan rovnicemi vzhledem ke kanonické
soustaveé soutadnic. Zjistéte také dimenzi tohoto podprostoru.
3x1 + x2 + dx3 + 35 = 2
201 4+ 620 + 3+ 24 =3
xr1 + 51‘5 =2

Cviéeni 11.11. Najdéte vyjdadieni podprostoru B afinniho prostoru R® jako
afinni kombinaci bodi a zjistéte dimenzi B. Podprostor B je dan parametricky.

B = (17 27 3a _17 2)T + <(1a Sa _17 2a 3)T7 (27 174a 25 O)T7 (_15 27 _5a Oa 3>T>

Cviceni 11.12. Najdéte rovnicové vyjadieni podprostoru B afinniho prostoru
R5 vzhledem ke kanonické soustavé soutadnic a jeho dimenzi. Podprostor B je
dan parametricky.

B=(1,2,3,-1,2)" + ((1,3,-1,2,3)",(2,1,4,2,0)", (-1,2,-5,0,3)")

Cvicéeni 11.13. Najdéte vsechny normdlové vektory podprostoru B afinniho
eukleidovského prostoru R® se standardnim skaldrnim soucinem.

B = (17 27 33 _1, 2)T + <(1a 3) _17 27 3)T7 (27 1743 2; O)Tv (_L 2, _57 Oa 3)T>

Cviceni 11.14. Urcete obraz bodu (1,2,3)T € R® pri afinnim zobrazeni F :
R3 — R? spliujicim

2 1 0 1
Pl =(s) (o )= () )=(4)rlr]=(
-1 2 1 1

a obraz vektoru (1,2,3)T pii prislusném linedrnim zobrazeni f.

—_
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Cviéeni 11.15. Urcete obraz bodu (z1,x2,23)T € R® pfi afinnim zobrazeni

F:R? — R? sphiugicim

2 1 0 1
() () (o) (o)1) () (1)<
-1 2 1 1

Cviceni 11.16. Linedrni zobrazeni f : R? — R? vytvorené afinnim zobraze-
nim F md vzhledem k bdzi B matici A. Navic F((1,2)T) = (1,-1)T. Urcete

F((3,4)7)- B:((Z>v<§)>’A:<g _21>

)
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