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1. Opakovani

Cil. Zopakujeme si zdklady analytické geometrie v roviné a pro-
storu a pocitant s komplexnimi cisly.

V Gvodni kapitole si pripomeneme nékteré poznatky, se kterymi se vétsina z vas
seznamila uz na stfedni skole.

Zopakujeme si zaklady analytické geometrie, zejména rovnici pfimky v roviné
a roviny v prostoru a jejich parametricky tvar. V druhé casti pfipomeneme poci-
tani s komplexnimi ¢isly. Ukézeme si geometrickou intepretaci komplexnich ¢isel a
geometricky vyznam jejich sou¢tu a soucinu.

1.1. ZAKLADNf GEOMETRICKE POJMY

Ve fyzice je vektor veli¢ina, kterd ma smér a velikost. Vektory obvykle znazornu-
jeme geometricky jako orientované tsecky (struc¢néji a méné presné fikdme také
Sipky). Jeden a ten samy vektor v miizeme znézornit riznymi orientovanymi tsec-
kami, pokud maji stejny smér, délku (také se Fika velikost) a orientaci. Vektory
budeme oznacovat malymi tuénymi pismeny.

OBRAZEK 1.1. Ruzné Sipky znézortiujici stejny vektor

Fyzikalni vektor, napf. sila, mze pusobit v néjakém bodé A. Geometricky to
vyjadiime tak, ze poc¢atecni bod orientované tsecky znazornujici vektor v umistime
do bodu A. Tim je jednozna¢né uréeny koncovy bod této usecky, na obrazku 1.2
je oznaceny jako C. Rikdme také, ze C je koncovy bod vektoru v s poc¢atec¢nim
bodem A. Stru¢né to zapisujeme jako C' = A + v. Orientovand tsecka znazortujici
vektor v je jednozna¢né urcéend svym pocatecnim bodem A a koncovym bodem C,
coz vyjadfujeme rovnosti v = C — A.

Vektory muzeme nasobit redlnymi ¢isly. Vektor 2v mé stejny smér a orientaci
jako vektor u, ma ale dvojnasobnou délku. Podobné vektor (1/2)v mé polovi¢ni
délku oproti v, stejny smér a orientaci. Vektor (—1)v mé stejny smér a délku jako
v, mé ale opa¢nou orientaci.
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C=A+v

OBRAZEK 1.2. Pocatecni a koncovy bod vektoru

(-1)v
/ 2v
ﬂl/Q)V /3/2)v

OBRAZEK 1.3. Néasobky vektoru

Vektory umime také scitat. Dva vektory v a w seCteme tak, Ze je umistime
do spole¢ného pocateéniho bodu A a doplnime na rovnobéznik. Soucet v + w je
vektor, ktery ma smér, délku a orientaci ithlopficky s po¢ateénim bodem A v tomto

rovnobézniku.
v
+ - v v+ w
/WV
1 w

OBRAZEK 1.4. Soucet vektorti

Ptimku v roviné nebo 3D prostoru muzeme zadat mnoha rtznymi zptsoby. Jed-
nou z moznosti je zadat dva rtzné body primky. V dal$im textu budeme casto
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pouzivat zadani pfimky pomoci jednoho bodu A a smérového vektoru v. Takto za-
danou pfimku L pak tvori koncové body vSech nasobkt tv vektoru v s pocateénim
bodem A, tj.

L={A+tv:teR} .

OBRAZEK 1.5. Pfimka uréend bodem a smérovym vektorem

Obvykly zptsob jak urcit rovinu v 3D prostoru je zadat tfi body, které nelezi na
jedné primce. Jinou moznosti je zadat jeden bod A a dvojici vektort v a w, které
nemaji stejny smér (tim je vyloucena také moznost, Ze by jeden z téchto vektori byl
nulovy). Vektor v s poéateénim bodem A mé né&jaky koncovy bod B a vektor w s
tim samym pocateénim bodem A ma koncovy bod C. Body A, B, C nelezi na jedné
pfimce, protoze vektory v a w nemaji stejny smér (neboli ani jeden z nich nejde
ziskat jako nasobek druhého), a proto urcuji néjakou rovinu P. Lezi v ni koncové
body vSech vektort sv + tw s poc¢ateénim bodem A, kde s,t jsou libovolna redlna
¢isla. Rovinu P tak mtzeme napsat jako mnozinu bodt

P={A+ (sv+tw):s,t R} .

A+ sv+itw

tw

SV

OBRAZEK 1.6. Rovina uréend bodem a dvojici smérovych vektort
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1.2. ANALYTICKA GEOMETRIE V ROVINE

YA

pl-.(@p)

q L(p,9)
T 7 %

OBRAZEK 1.7. Soufadnice bodu v roviné

1.2.1. Souradnice v roviné. Pokud zvolime v roviné néjaky soufadny systém,
miizeme kazdy bod zapsat pomoci jeho souradnic jako uspofadanou dvojici redl-
nych ¢éisel (p, g). A naopak, kazdé uspotradané dvojici redlnych ¢isel odpovida pravé
jeden bod v roviné. Na pridavné jméno usporddand nesmime zapominat, protoze
v uspofddané dvojici ¢isel zalezi na jejich poradi. Je-li p # ¢, jsou dvojice (p,q) a
(g, p) rizné. Dvojicim (p, q) a (g,p) odpovidaji rizné body v roving.

Je-li v vektor v roviné s pocatetnim bodem A = (a,b) a koncovym bodem
C = (c¢,d), pak za jeho soufadnice povazujeme usporddanou dvojici (¢ — a,d — b)
realnych cisel. Soufadnice vektoru v nezavisi na volbé pocatecniho bodu a jsou
definované tak, aby zachovaly rovnost v = C'— A pfi pfechodu k soufadnicim. Z této
definice také okamzité vyplyva, Ze soufaduice (¢, d) koncového bodu C' dostaneme
jako soucet soutadnic (a,b) pocateéniho bodu A se soufadnicemi (¢ — a,d — b)
vektoru v. Rovnost C' = A + v také zustava v platnosti po prechodu od bodua a
vektori k jejich souradnicim.

YA
C = (¢, d)
v
d—>b
(a,b)=A c—a
z
v
/d_b
c—a

OBRAZEK 1.8. Soufadnice vektoru v roviné
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Podobné dalsi operace s vektory maji pfirozené analogie v algebraickych opera-
cich s jejich soufadnicemi. M4-1i vektor v soufadnice (p, ¢), pak jeho nasobek tv ma
soufadnice (tp,tq). Pokud definujeme soudin ¢isla s usporddanou dvojici éisel tak,
Ze ¢islem vynésobime kazdou slozku, dostavdme rovnost (tp,tq) = t(p, q). MZeme
tak Fict, Ze soufadnice soucinu ¢isla ¢ s vektorem v se rovnaji soucinu Cisla t se
soufadnicemi vektoru v.

YA

OBRAZEK 1.9. Soufadnice nasobku vektoru

Stejné tak soufadnice souctu dvou vektorti se rovnaji souctu souradnic téchto
vektori po slozkach, zdavodnéni je na obrazku 1.10.

Ay
p+r

q+s S

]Y

OBRAZEK 1.10. Soufadnice sou¢tu vektori

Kazda uspotrddana dvojice (p, g) redlnych ¢isel naopak urcuje jednoznaéné néjaky
vektor v v roving. Pocateéni bod A = (a, b) orientované tsecky znazornujici vektor
v miizeme zvolit libovolné, koncovy bod C' mé potom soufadnice (a + p,b + q).
Pokud za pocéatecni bod zvolime pocéatek soufadnic (0, 0), pak mluvime o polohovém
vektoru bodu (p, q).
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YA
P=(p,q)
A%
z
C=(a+pb+q)
A%
q
(a,b) = A p

OBRAZEK 1.11. Polohovy vektor bodu

Kazdé uspotfadané dvojici redlnych éisel (p,q) tak odpovidd bud néjaky bod
P = (p, q) nebo néjaky vektor v = (p, ¢) v roviné.

Pripomenme jesté, ze body v roviné muzeme zapsat pomoci souradnic az poté,
co jsme si zvolili néjaky soufadny systém. Jeden a ten samy bod mtize mit v riz-
nych souradnych systémech riazné soutradnice. Totéz plati pro vektory. S jedinou
vyjimkou, a tou je nulovy vektor, ktery méa stejny poc¢atecni a koncovy bod. Ten
mé v jakémkoliv soufadném systému soufadnice (0, 0).

1.2.2. Rovnice pfimky a parametricky tvar pfimky v roviné. Kazdé feSeni
jedné linearni rovnice o dvou neznamych
ar+by=-c

je néjaka uspofddand dvojice redlngch éisel (z,y). Mnozina S vSech Feseni takové
rovnice je néjaka mnozina usporadanych dvojic redlnych cisel
S ={(r,y) ER*:ax+by=c} .

Tyto dvojice miizeme povazovat za soufadnice bodd v roviné. Mnozina vSech bodu
v roviné, jejichZ soufadnice jsou FeSenim uvedené rovnice, tvoii pfimku (pokud je
aspoinl jeden z koeficientl a,b nenulovy). Vektor o soufadnicich (a,b) je kolmy na
pfimku urcenou touto rovnici.

Vlastnosti mnoziny vSech feSeni rovnice ax + by = ¢ uvedené v predchozim
odstavci snadno ovéfime tak, Ze rovnici vyfesime. Ukazeme si to na jednoduchém
prikladu.

Priklad 1.1. Najdeme vSechna feSeni rovnice
r+2y=3 .

Z rovnice vypocCteme neznamou x,
T=3-2y .

Odtud vidime, ze zvolime-li jako hodnotu neznamé y libovolné realné ¢islo ¢, mizeme
pak jednoznac¢né vypocitat hodnotu = = 3 — 2¢t. Kazdé feseni rovnice tak mtzeme
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YA

S

(a,b) e

c/b

8y

/ c/a

OBRAZEK 1.12. Rovnice pfimky

zapsat ve tvaru usporadané dvojice
(l',y) = (3 - Ztvt) ’

kde ¢ je libovolné redlné ¢islo, a vSechny takové dvojice rovnici fesi (ovéfime dosa-
zenim), tj.
S={(8-2tt):teR} .
Usporadanou dvojici (3 — 2t,t) vyjadiime jako soucet
(3—2t,t) = (3,0) + (—2t,t) = (3,0) + t(—2,1) .
Mnozinu S vSech feSeni rovnice x + 2y = 3 tak muZeme rovnéz zapsat jako
S={(3,0)+t(-2,1): t e R} .

Tento zapis pripomina zadani pfimky pomoci bodu a smérového vektoru. Sku-
teéné, usporadanou dvojici (3,0) miZzeme povaZzovat za soufadnice bodu A v roviné
a dvojici (—2,1) za soufadnice vektoru v v roviné. MnoZina S je potom mnoZina
soufadnic vSech bodu lezicich na pfimce

L={A+tv:teR} .
Zbyva jesté ovérit, ze vektor (1,2) koeficientt rovnice je kolmy na pfimku L. K
tomu sta¢i oveéfit, Ze vektor (1,2) je kolmy na smérovy vektor v = (—2,1) pfimky
L. Spocteme proto jejich skaldrni soucin

1-(-2)+2-1=0
a rovnost 0 dokazuje, Ze vektory (1,2) a v = (—2,1) jsou opravdu kolmé. A

Jakkoliv je tento pfiklad specialni, obsahuje vsechno, co je tfeba k ovéfeni, ze
mnozinu vSech feSeni jakékoliv rovnice

ar +by =c

tvori body néjaké primky, pokud je aspon jeden z koeficientt a, b nenulovy. Mzeme
bez jmy na obecnosti predpokladat, ze je to koeficient u neznamé z. Pokud by tomu
tak nebylo, sta¢i zaménit oznaceni nezndmych (a také soutadngch os). A protoze
mnozina FeSeni rovnice se nezmeéni, vynasobime-li ji nenulovym ¢islem, vynasobime
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ji ¢islem a~! inverznim k a. Dostaneme tak rovnici, kter4 ma stejnou mnozinu fesent
jako ax + by = ¢, a ma navic koeficient u neznamé = rovny 1.

V nésledujicich kapitolach budeme uspofadané dvojice (trojice, ¢tvefice, atd.)
nazyvat aritmetické vektory, abychom je odlisili od dosud pouzivanych ” geometric-
kych”vektori znazornovanych orientovanymi tiseckami, nebo ”fyzikalnich” vektort.
Kazdy aritmeticky vektor (a,b) tak mZeme interpretovat jako soufadnice bodu
nebo jako soufadnice geometrického vektoru v roviné. Rozdilnou intepretaci arit-
metickych vektorti pak vyjadiujeme slovné tak, ze mluvime o bodu (a,b) nebo o
vektoru (a,b). Aritmetické vektory budeme oznacovat stejné jako geometrické vek-
tory malymi tuénymi pismeny. Aritmetické vektory maji tu vyhodu, ze s nimi lze
pocitat, tj. nasobit ¢islem nebo séitat, pokud maji stejné slozek. Bez ohledu na to,
kolik téch slozek je. Zatimco geometrické vektory muzeme pouze kreslit, coz lze
dobfe v roviné, o néco htife v 3D prostoru, a uz viibec to nejde v prostorech ¢tvrté
nebo vyssi dimenze. Do prostorti vyssi dimenze sice nevidime zrakem, ale mtizeme
do nich nahlédnout pomoci pocitani s aritmetickymi vektory.

Piimku v roviné zadanou néjakym bodem A = (a,b) a smérovym vektorem
v = (p,q) tak madme definovanou pomoci dvou aritmetickych vektori u = (a,b),
ktery interpretujeme jako soufadnice bodu A, a v = (p, q), ktery intepretujeme jako
vektor v roviné. Pfimku pak tvoii body (se soufadnicemi)

{u+tv:teR} .

Tomuto vyjadieni fikdme parametricky tvar primky v roviné.

YA

OBRAZEK 1.13. Parametricky tvar pifimky

Vyfesit linearni rovnici o dvou neznamych tak znamend piejit od zadani piimky
rovnici k zadani té samé pfimky v parametrickém tvaru. V praxi se ¢asto setkdvame
s tim, ze pfimka neni zadana ani jednim z téchto zptisobt. Kromé zadani pomoci
dvou rtiznych bod mizeme piimku zadat také napiiklad tim, Ze je kolmé na néjaky
nenulovy vektor v a mé od néjakého bodu A danou vzdalenost d, neboli Ze je te¢nou
dané kruznice o poloméru d v daném bodé. Mame-li najit souradnice prise¢iku dvou

slozitéji zadanych primek, je obvyklou cestou najit napfed rovnice téchto pfimek,
a pak vyfesit soustavu tvofenou témito rovnicemi.
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V nésledujicim ptikladu si ukdzeme jak najit rovnici piimky definované dvojici
ruznych bodi.

Priklad 1.2. Najdeme rovnici a parametricky tvar primky L, kterd prochazi body
A=(1,1)aC =(-2,3).

OBRAZEK 1.14. Rovnice a parametricky tvar pfimky z piikladu

Snazsi je vyjadiit pfimku v parametrickém tvaru. Za vektor u zvolime soufadnice
(1,1) (polohového vektoru) bodu A. Vektorem v bude vektor s poc¢ateénim bodem
A a koncovym bodem C, tj. v = (=2,3) — (1,1) = (—3,2). Parametricky tvar
pfimky S je proto

{uttviteRy ={(1,1)+t(-3,2): teR} .

Pro nalezeni rovnice azx + by = ¢ pfimky L vyuzijeme toho, ze vektor koeficientii
(a,b) musi byt kolmy na smér piimky S, tj. na jeji smérovy vektor (—3,2). Mizeme
zvolit t¥eba (a,b) = (2,3) (nebo jako na obrazku vektor (a,b) = (1,3/2)). Hleddme
tak rovnici ve tvaru

20 +3y=c .

Pravou stranu ¢ dostaneme tak, ze do rovnice dosadime soufadnice néjakého bodu
piimky L. Dosadime soufadnice bodu A = (1,1). Dostaneme

2-1+3-1=c,

tj. ¢ = 5. Pfimka L tak ma rovnici 2x 4+ 3y = 5. O spravnosti se mtizeme presvedcit
napfiklad dosazenim soufadnic bodu C|, ktery také musi rovnici spliovat.

Také bychom mohli hledat rovnici pfimky pifimo bez parametrického tvaru. V
tom piipadé bychom vysli z obecného tvaru rovnice ptimky v roviné

ar+by=c .

Neznamé koeficienty a,b a pravou stranu ¢ bychom pak nasli jako néjaké feseni
soustavy dvou linearnich rovnic o tfech neznamgych, které dostaneme dosazenim
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soutadnic bodu A, C do této rovnice. Body na piimce leZi, takZe musi spliiovat jeji
rovnici. Dostaneme tak soustavu

a-1+b-1 = ¢
a-(-2)+b-3 = ¢,

kterd mé nekonec¢né mnoho feseni a mtzeme zvolit kterékoliv nenulové feseni za
koeficienty a, b, ¢ v rovnici hledané pfimky. To odpovida tomu, Ze rovnice primky
neni urcena jednoznacné, z jakékoliv rovnice dostaneme ty dalsi vynasobenim ne-
nulovymi ¢isly. A

budeme fesit pozdéji.

Piiklad 1.3. Najdeme rovnici a parametricky tvar osy L tsecky s krajnimi body
A=(1,-2)a B=(3,2).

Yy A
B=(3,2)

\ B—-A
™~

\ &

OBRAZEK 1.15. Rovnice osy tsecky

Zacneme parametrickym tvarem. Zname jeden bod pfimky, stfed tsecky AB.
Ten mé soufadnice (2,0). Jde totiz o koncovy bod vektoru 1/2(B — A) = (1,2) s
pocéateénim bodem A = (1, —2). Smérovy vektor v osy musi byt kolmy na vektor
B — A = (2,4), miZeme zvolit tfeba v = (—2,1). Parametricky tvar osy tsecky AB
je potom

L={(2,0)+t(-2,1)} .

Osa je kolm4 na vektor B — A, jehoZ soufadnice jsou (2,4). Za vektor koeficientii
hledané rovnice az+by = ¢ mizeme zvolit pFimo vektor (2, 4), ktery je kolmy na osu.
Rovnice osy tsecky AB pak bude 2z + 4y = ¢ pro néjaké c. P¥imka musi prochazet
stfedem P dané usecky, ktery mé soutadnice (2,0). Odtud plyne ¢ =2-2+4-0 = 4.
Hledana rovnice osy tusecky AB je tedy

20 +4y =4 .
A

V kapitole o skaldrnim soucinu si ukdzeme jednoduchy zpisob, jak psat primo
rovnice pfimek nebo rovin kolmych na néjaky vektor.
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Otazky k samostatnému studiu 1.4. K rovnici pfimky —2z + 3y = 5 najdéte
rovnici néjaké rovnobézné primky. Které dalsi rovnice popisuji stejnou primku jako
rovnice —2z + 3y = 57 Kdy dvé rovnice urcuji ruznobézné primky? Zavisi riazno-
béZnost dvou pfimek na pravych stranach jejich rovnic? Jak se na pfimce s rovnici
ax + by = c projevi, ze a = 0 nebo b = 07 Jak pozname z parametrickych tvari
dvou primek, Ze jsou rovnobézné nebo riznobézné? Jak pozname, Ze jde o rizné
parametrické tvary stejné piimky? Jaké mnoziny v roviné odpovidaji mnoziné vSech
feSeni degenerované rovnice Ox + 0y = ¢ v zavislosti na ¢?

Najdéte rovnici a parametricky tvar pfimky, kterd je kolmé na tsecku AB z
posledniho pfikladu a déli ji v poméru 1 : 2.

1.3. ANALYTICKA GEOMETRIE V PROSTORU

1.3.1. Souradnice v prostoru. Volba soufadného systému v prostoru umoziiuje
zapsat kazdy bod prostoru jako uspofadanou trojici, neboli aritmeticky vektor,
(p, q,r) redlnych ¢isel, v pipadé bodl v prostoru ma tii slozky.

AZ
;
(p,q,7)

(p,q,7)

OBRAZEK 1.16. Soufadnice bodu a vektoru v prostoru

Na obrazku 1.16 je také znazornény polohovy vektor bodu (p,q,r) a vektor s
pocateénim bodem A a soufadnicemi (p,q,r). Jakoukoliv uspofadanou trojici re-
alnych ¢isel (tj. t¥islozkovy aritmeticky vektor) (p,q,7) tak miizeme geometricky
intepretovat jako konkrétni bod nebo vektor v 3D prostoru.

Stejné jako v roviné také soutfadnice bodid v prostoru zavisi na volbé souradného
systému. Rovnéz na ném zavisi souradnice jakéhokoliv nenulového vektoru. Nulovy
vektor mé v kazdém soufadném systému soutadnice (0,0, 0).

1.3.2. Rovnice roviny a parametrické vyjadreni roviny v prostoru. Kazdé
feSeni jedné linedrni rovnice o tfech neznamyjch
ar +by+cz=d

je usporadand trojice (z,y, z) redlnych ¢isel, kterd odpovida néjakému bodu v pro-
storu. Mnozina vsSech TeSeni

S ={(z,y,2) €R®:ax + by + cz = d}
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pak odpovida néjaké roviné v prostoru, pokud je aspon jeden z koeficientd a, b, c
nenulovy. Vektor koeficientii (a, b, ¢) je kolmy na tuto rovinu. Rovina je rovnobézna
s prvni soufadnou osou = pravé tehdy, kdyz je a = 0. Pokud je a # 0, protina rovina
S prvni soutadnou osu v bodé d/a. Podobné s dalsimi osami. V piipadé a =b =10
jde o rovinu rovnobéznou s rovinou urcenou prvnimi dvéma soufadnymi osami
x,y. Aritmeticky vektor (a,b,c) koeficientti rovnice je nenulovy a tvoiri soufadnice
vektoru kolmého na rovinu S.

dja x

) d/b

OBRAZEK 1.17. Rovnice roviny v prostoru

Uvedena tvrzeni si stejné jako v piipadé€ rovnice o dvou nezndmych ovérime tak,
7e rovnici vyTesime. UkéZeme si to opét na jednoduchém prikladu.

Priklad 1.5. Najdeme vSechna feSeni rovnice
rT+2y—3z=4.
7 rovnice vypocteme
r=4-2y+ 3z
a vidime, ze hodnoty neznamgych y, z mizeme zvolit libovoln€ a ze tato volba jed-
nozna¢né urci hodnotu x. Zvolime-li y = s a z = ¢, kde s,t jsou libovolna realné
¢isla, pak dostaneme hodnotu = = 4 — 2s + 3t.
Kazdé feseni rovnice tak muzeme zapsat jako
(r,y,2) = (4 — 25+ 3t,s,t) .
Aritmeticky vektor (4 — 2s + 3t, s,t) upravime do tvaru souctu
(4—2s+3t,s,t) = (4,0,0)4+(—2s,,0)+(3t,0,t) = (4,0,0)+s(—2,1,0)+¢(3,0,1) .
Mnozinu S vSech feSeni rovnice x + 2y — 3z = 4 tak mizeme zapsat ve tvaru
S ={(4,0,0) + s(—2,1,0) + ¢(3,0,1) : s,t € R} .

Aritmeticky vektor (4,0,0) interpretujeme jako soufadnice bodu A v prostoru a
aritmetické vektory (—2,1,0),(3,0,1) jako soufadnice geometrickych vektort v, w
v prostoru. Mnozina S je tak mnozinou soufadnic bodu v prostoru, které lezi v
mnoziné

P={A+sv+iw} .
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Vektory v a w maji rizny smér, protoze kazdy nasobek vektoru v ma tieti slozku
nulovou, zatimco w ji ma rtznou od nuly. Tato mnozina tak tvofi mnozinu vSech
bodi néjaké roviny v prostoru — obrazek 1.6.

Pomoci skaldrniho souinu snadno ovéfime, ze vektor koeficientd (1,2,—3) je
kolmy na vektory v = (—2,1,0) a w = (3,0,1) a tedy na celou rovinu P. A

Uvedeny ptiklad v sobé obsahuje opét vse potfebné k tomu, abychom ovérili, ze
mnozinu vSech feSeni rovnice

ar+by+cz=d

tvori soufadnice bodid né€jaké roviny v 3D prostoru, pokud je aspon jeden z ko-
eficientl a, b, ¢ nenulovy. Vzdy muZeme predpoklddat, ze nenulovy je koeficient u
nezndmé x a ze se rovna 1.

Rovinu P v prostoru ur¢enou néjakym jejim bodem A = (a,b,¢) a dvojici vek-
torit v = (k,I,m),w = (p,q,7), které nemaji stejny smér, tak mame zadanou
pomoci ti{ aritmetickych vektorti u = (a,b,c),v,w € R?, a tvoii ji viechny body
(se soufadnicemi)

P={u+sv+tw:steR} .

Tomuto zapisu fikdme parametricky tvar roviny v prostoru.

P “4

v

OBRAZEK 1.18. Parametrické vyjadfeni roviny v prostoru

Priklad 1.6. Najdeme rovnici a parametricky tvar roviny prochézejici body P =
(0,2,1), @ =(1,2,3), R=(2,1,0).

Opét je snazsi vyjadrit rovinu v parametrickém tvaru. Za vektor u zvolime polo-
hovy vektor bodu P, tj. u = (0,2, 1). Za vektor v miizeme zvolit naptiklad vektor s
pocateénim bodem P a koncovym bodem Q, tj. v =(1,2,3)—(0,2,1) = (1,0,2). A
nakonec za vektor w zvolime vektor s pocateénim bodem P a koncovym bodem R,
tj. w = (2,1,0) — (0,2,1) = (2,—1,—1). Protoze vektor w neni nasobkem vektoru
v, nelezi body P, @, R na jedné pifimce a rovina, kterou urcuji, mé parametricky
tvar

{(0,2,1) 4+ s(1,0,2) +¢(2,—1,—1) : s5,t € R} .
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Rovnici ax + by + cz = d této roviny najdeme tak, Ze napfed najdeme néjaky
aritmeticky vektor koeficientt (a, b, ¢), ktery je kolmy na vektory v a w. Kdo zna
vektorovy soudin v x w, muze jej pouzit, protoze vektorovy soucin dvou vektort
je opét vektor, ktery je kolmy na oba ¢initele. Kdo si vektorovy soucin nepamatuje
(tak jako my), mize vyjit z toho, Ze nezndmy vektor koeficienttt (a, b, ¢) musi mit
skalarni soucin s vektory v a w rovny 0, tj. koeficienty a, b, c musi spliovat soustavu
rovnic

a-14b-0+c¢c-2 = 0,
a-24+b-(-1)4+c-(-1) = 0.
Jednim z jejich feSeni je trojice a = —2, b = —5 a ¢ = 1. Hledan4 rovnice tak bude
mit tvar —2x — 5y + z = d a po dosazeni souradnic bodu P, ktery v roviné lezi, za
x,y, z najdeme d = —9. Jednou z rovnic dané roviny je tak
—2x —-5y+z2=-9.
A
Otazky k samostatnému studiu 1.7. Jak pozname, Ze dvé linearni rovnice
o tfech neznamych urcéuji rovnobézné roviny? Kdy urcéuji rtiznobézné roviny? Jak
zéavisi riznobéznost rovin na pravych stranach rovnic? Jak by probihalo feSeni pred-
choziho prikladu v pfipadé, pokud by body P, @, R leZely na jedné pfimce? Jakym
rovindm vypocitané rovnice odpovidaji? Jak byste nasli rovnice vSech rovin pro-
chazejicich bodem A = (1,2,3)? A jaké mnoziny bodt ve 3D prostoru popisuji
degenerované rovnice 0z + 0y + 0z = d?
1.3.3. Soustava rovnic pfimky a parametricky tvar primky v prostoru.
Parametricky tvar pfimky v prostoru je formalné stejny, jako parametricky tvar
piimky v roviné. Je-li pfimka L zadani n&jakym svym bodem A = (a,b,c) a smé-
rovym vektorem v = (p,q,r), ozna¢ime u aritmeticky vektor soutadnic (a,b, )
bodu A a dostaneme parametricky tvar této primky

L={u+tv:teR} .
Je to mnozina (soufadnic) vSech bodu lezicich na p¥imce L.

Piiklad 1.8. Najdeme parametricky tvar pfimky v prostoru prochézejici body
P=(-2,31)a@Q=(1,0,5).

Zvolime u = (-2, 3, 1), tj. aritmeticky vektor soufadnic bodu P, a za v soufad-
nice vektoru s poc¢ateénim bodem P a koncovym bodem @, tj.

v=(1,0,5)—(-2,3,1) = (3,-3,4) .
Parametrické vyjadreni je tedy
{(-2,3,1)+t(3,-3,4) : t e R} .
A
Piiklad 1.9. UkéZzeme, Ze mnozina vSech feSeni soustavy dvou liendrnich rovnic
r+2y—3z = 4
20 4+5y+z2 = 1,

je primka v prostoru a najdeme jeji parametrické vyjadreni.
Vime uz, Zze mnozina vSech feSeni kazdé z rovnic je rovina. Vektor koeficientd
(1,2, —3) prvni rovnice neni nasobkem vektoru koeficient (2,5,1) druhé rovnice.
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ut(—2v 47
\ y
—2)V u
(—2) .
v
9

OBRAZEK 1.19. Parametrické vyjadieni pfimky v prostoru

Jednoduchy argument je tfeba ten, Ze prvni a tfeti slozka druhého vektoru maji
stejnd znaménka, coz plati také pro jakykoliv jejich nenulovy nasobek, a neplati
pro vektor koeficient druhé rovnice. Vektory koeficientti maji proto rizny smér a
roviny k nim kolmé jsou tedy rtiznobézné. Protinaji se proto v pifimce, ktera je tak
mnozinou vSech feSeni nasi soustavy.

Uvedeny geometricky argument staci k dukazu, Ze mnozina vSech feSeni soustavy
je ptimka. Abychom nasli néjaky bod této pfimky a smérovy vektor, soustavu vy-
feSime a najdeme tak parametricky tvar pfimky vsech feseni.

Od druhé rovnice odecteme dvojnasobek prvni rovnice a dostaneme rovnici

y+7z2=-7,
ze které vypocitdme neznamou y:
y=—7—"Tz.
Za hodnotu nezndmé z mizeme zvolit libovolné realné ¢islo t. Tato volba urci

jednoznacné hodnotu y = —7—"7Tt a po dosazeni do prvni rovnice soustavy spoc¢teme
jednoznacné hodnotu x jako

x=4—-2y+32=4—-2(-T7—-Tt)+3t =18+ 17t .
Vsechna feseni soustavy jsou tvaru
(z,y,2) = (18 + 17¢, =7 — Tt,¢) = (18,—-7,0) + t(17,-7,1) .
Parametricky tvar primky, kterd je mnozinou vsech feseni soustavy, je
{(18,-7,0) + t(17,-7,1) : t e R} .
Jesté si uvédomime, ze smérovy vektor piimky (17,—7,1) lezi v obou rovinach

urc¢enych rovnicemi soustavy a musi byt tedy kolmy na oba vektory koeficienti
(1,2,-3) a (2,5,1). A

Neexistuje jedna linearni rovnice o t¥fech neznamych, jejiz mnozina feseni by byla
pfimka v prostoru. To plyne samoziejmé z toho, Zze pokud je aspon jeden z koefici-
enttl rovnice nenulovy, je mnozina vSech feSeni rovina v prostoru, a degenerované
piipady Oz + Oy + 0z = d nepfichazeji viibec v Gvahu (proc¢?).
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Kazda pfimka L v 3D-prostoru je ale prisec¢ikem (prinikem) néjakych dvou rovin

P, Q.

/HV

OBRAZEK 1.20. Prlinik dvou rovin v prostoru

Kazdou z obou rovin mizeme vyjadrit jako mnozinu vSech feSeni jedné linearni
rovnice o dvou neznamych. Jejich prunik je pak spoleénym feSenim obou rovnic,
neboli feSenim soustavy dvou linearnich rovnic o tfech neznamych

axr+by+cz = d
ex+ fy+g9z = h .

Kazdou pfimku v prostoru tak mizeme vyjadrit jako mnozinu vSech feseni soustavy
dvou linearnich rovnic o tfech neznamych.

Naopak, fesenim soustavy dvou linearnich rovnic o tfech neznamych je pfimka,
pokud soustava splniuje nékolik snadno ovéritelnych podminek. Pfredevsim oba vek-
tory koeficientii (a,b, ¢) a (e, f, g) musi byt nenulové. To jesté nestaci, roviny urcené
témito pfimkami musi byt navic riznobézné. Vektory koeficientl jsou kolmé na ro-
viny, které definuji. Roviny jsou proto riznobézné, pokud vektory (a,b,c) a (e, f, g)
maji rizny smér, tj. pokud ani jeden z vektort (a, b, c) a (e, f, g) nedostaneme jako
nasobek druhého.

Nyni mtzeme geometricky nahlédnout, jaké moznosti jsou pro mnozinu vsech
feseni libovolné soustavy linearnich rovnic o tfech nezndmych. Nejdiive se podi-
vame, obsahuje-li soustava néjaké degenerované rovnice

Oz +0y+0z=d .

Pokud je v néjaké takové rovnici prava strana d # 0, nema tato rovnice zadné feseni
a celd soustava je proto nefesitelna. Je-li d = 0, je naopak kazdy aritmeticky vektor
(x,y,x) € R3 fesenim takové rovnice a tato rovnice nijak neovliviiuje mnozinu viech
feSeni celé soustavy. Muzeme ji proto vynechat. Pokud by soustava obsahovala
pouze degenerované rovnice, je mnozina jejich feSeni bud préazdna nebo cely 3D
prostor. Zbyvaji tak soustavy neobsahujici degenerované rovnice. V takové soustaveé
je mnozina vSech feseni kazdé rovnice néjaka rovina v 3D prostoru a feSeni celé
soustavy je prunikem téchto rovin, coz mtze byt bud opét rovina, nebo piimka,
nebo jeden bod, nebo prazdna mnozina.
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Podobné nahlédneme, ze mnozina vSech feseni kazdé soustavy linearnich rovnic
o dvou nezndmych je bud pfimka, nebo bod, nebo prazdnd mnozina, a nebo celd
2D rovina.

Otazky k samostatnému studiu 1.10. Jak pozname, %Ze mnozina vSech FeSeni
néjaké soustavy linedrnich rovnic o tfech neznamgych je rovina, aniz bychom museli
soustavu fesit? Jak pozname, Ze je to piimka? Umite si geometricky predstavit, kdy
trojice rovin, z nichz zadné dvé nejsou rovnobézné, ma prazdny prinik? Jak byste
to poznali z jejich rovnic?
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1.4. KOMPLEXNI ¢isLA
1.4.1. Pocitani s komplexnimi ¢isly. Komplexni ¢islo je ¢islo tvaru
a+1b
kde
e a,b jsou redlna cisla ,
e i je imagindrni jednotka, pro kterou plati i2 = —1 .
Je-li z = a + ib komplexni ¢islo, pak

e Cislo a nazyvame redlnd cdst ¢isla z a oznacujeme je Rez
e (Cislo b nazyvame imagindrni cast Cisla z a oznacujeme je Im z .

Kazdé komplexni ¢islo z tak mtizeme zapsat jako z = Re z+i Im 2. Dvé komplexni
¢isla z = a+1ib a w = ¢+ id se rovnaji pravé tehdy, kdyz se soucasné rovnaji jejich
realné casti a imaginarni ¢asti, tj. praveé tehdy, kdyz plati a =c a b =d.

S komplexnimi ¢isly pocitame stejné jako s algebraickymi vyrazy. S¢itame

(a+1b) + (c+id) = (a+c)+i(b+d) ,
a nasobime
(a+1ib)(c + id) = (ac + i%bd) + iad + ibc = (ac — bd) + i(ad + be) .

Diky predpokladu i2 = —1 je souéin komplexnich &isel opét komplexni &islo.

Stejné snadné je odéitani,
(a+1ib) — (c+id) = (a—c)+i(b—d) ,
zatimco pfi déleni komplexnich ¢isel musime vice pocitat:

a+ib a+ib c—id (ac+bd)+i(bc—ad) ac+bd  bc—ad

c+id c+id c—id A+d+ (—cd+cd) 2+ d? ‘ez

Posledni t¥i zlomky ve vypoétu maji smysl pravé tehdy, kdyz c? + d? > 0, coz
je praveé tehdy, kdyz aspon jedno z redlnych cisel ¢, d je rtuzné od 0, a to nastava
pravé tehdy, kdyz je komplexni ¢islo ¢ + ¢d nenulové.

1.4.2. Cisla komplexné sdruZena. Pii tpravé zlomku z komplexnich ¢isel do
algebraického tvaru jsme zlomek rozsifili ¢islem ¢ — id. Pfi pocitani s komplexnimi
¢isly ma zména znaménka imaginarni slozky dulezité misto.

Definice 1.11. Je-li z = ¢ + id komplexni ¢islo, pak ¢islo ¢ — id nazyvame c¢islo
komplexné sdruzen€ k ¢islu z a oznacujeme jej Z.

Cislo komplexné sdruzené k zZ = ¢ — id je tedy c + id = z, proto pro kazdé kom-
plexni ¢islo z plati prvni z nasledujiciho seznamu jednoduchych vlastnosti komplex-
niho sdruzovéni.

wll
|

Z

z = Z pravé tehdy, kdyzZ je z realné Cislo ,
z+zZ=2c=2Rez ,
z—z=1i2d=1i2Imz ,

2Z=c?+d* .
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Také ostatni vlastnosti snadno odvodime z definice komplexné sdruzeného cisla

k ¢islu z a muizete si je dokdzat sami. Zde si vypoctem ovéfime pouze tu posledni:
2%Z = (c+id)(c —id) = ¢® —i*d* +i(dc — cd) = * + d* .

Komplexni sdruzovéani také ,zachovava“ algebraické operace s komplexnimi ¢isly.

Je-li w = a + ib dalsi komplexni ¢islo, pak plati
e Wtz=w+7 ,
e WZ=WZ .

Prvni vlastnost fika, ze ¢islo komplexné sdruzené k souc¢tu dvou komplexnich ¢isel
dostaneme také tak, ze vezmeme cisla komplexné sdruzena k obéma s¢itanciim a
ta pak seCteme. Druhé vlastnost fika totéZ pro soucin. Druhou vlastnost si ovéfime
vypoctem:

wz = (a+ib)(c+id) = (ac—bd)+i(ad + bc) = (ac — bd) — i(ad + bc) ,

wz = (a—1ib)(c—id) = (ac—bd) —i(ad + bc) .

Obeé ¢isla wz a wZ maji stejné redlné a imaginarni ¢asti a proto se rovnaji.

1.4.3. Zakladni c¢iselné obory. Kazdé redlné ¢islo a je soucasné komplexnim &is-
lem a+:0. Mnozina vsech redlnych cisel, budeme ji oznacovat R, je tak podmnozinou
mnoziny vSech komplexnich ¢isel, kterou budeme oznacovat C. Komplexni ¢isla jsou
nejvétsim z ¢iselnych obort, se kterymi jste se dosud ucili pocitat. Od pfirozenych

¢isel, kterd znac¢ime N (natural numbers), pfes celd ¢isla Z (Zahlen), racionalni ¢isla
Q (quotients), realnd ¢isla R (reals) az po komplexni éisla C (complex numbers):

NczZcQcRcC.

1.4.4. Zakladni véta algebry. Jednou z pfi¢in postupného rozsifovani ¢iselnych
obort byla potfeba fesit rovnice. V kazdém oboru obsazeném v mnoziné realnych
¢isel R lze formulovat rovnici, kterd v tomto oboru nemd Zzadné feseni. Rovnice
42 = 1 méa pouze prirozené koeficienty, ale zadné prirozené ¢islo ji nefesi. Podobné
rovnice 22 = 1 nem4 zadné celoéiselné feseni, rovnici 22 = 2 nefesi 74dné racionalni
¢islo, a rovnice 2 = —1 nem4 zadny redlny kofen. Obor komplexnich ¢isel uz kvl
feSeni polynomialnich rovnic neni nutné déle rozsSifovat, nebot plati nasledujici
zakladni véta algebry.

Véta 1.12. Kazdy nekonstantni polynom s komplexnimi koeficienty md aspon jeden
komplexni koten.

Zakladni vétu algebry lze formulovat také néasledujicim zptsobem.

Véta 1.13. Pro kazdyj polynom p(z) = apnx™+a, 12" 1+ +ajx+ag stupnén > 1
s komplexnimi koeficienty an, n_1,...,a1,aq existuji komplexnt ¢isla z1, 29, ..., 2z,
(nemusi byt navzdjem riznd), pro kterd plati

"™ + ap_12" Vo arz 4 ag = an(x—z1)(x —22) - (T — 2p) .

Tuto formulaci mizeme také strucné vyjadrit slovy kaZdy nekonstantni polynom
s komplexnimi koeficienty se rozklddd na soucin linedrnich ciniteli. Kazdé z kom-
plexnich ¢isel 21, 22, . . ., 2, je kofenem polynomu p(z) a tedy Fesenim polynomialni
rovnice a,x™ + - - -+ a1x 4+ ag = 0. Z porovnani stupint polynomt na obou stranach
posledni rovnosti dostaneme ihned nasledujici dtisledek.

Dusledek 1.14. KaZdy polynom stupné n s kompleznimi koeficienty md nejvyse n
navzdjem ruzngych komplexnich korend.
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Polynom s realnymi koeficienty nemusi mit zadny realny kofen, znamym pii-
kladem je polynom z2 + 1. Podle zakladni véty algebry ma ale néjaké komplexni
kofeny. Pro komplexni kofeny polynomu s realnymi koeficienty plati nasledujici
tvrzeni. Rik4, Ze komplexni kofeny polynomi s realnymi koeficienty se sdruzuji do
part.

Véta 1.15. Je-li p(x) = apa™ + ap_12" 1 + -+ + a1z + ag polynom s redlnymi
koeficienty, pak je ¢islo z € C kofen polynomu p(z) prdvé tehdy, kdyz je Z (¢islo
komplezné sdruZené k z) také kofen polynomu p(z).

Diikaz. Narozdil od zakladni véty algebry ma véta o komplexnim sdruzovani kofent
jednoduchy dikaz, a proto si jej uvedeme.

Kazdy koeficient a; polynomu p(x) je redlné ¢islo, plati proto @; = a;. Stejné tak
plati 0 = 0. ProtoZe predpokladame, 7e z je kofen polynomu p(zx), plati p(z) = 0, a
tedy také M = 0 = 0. V néasledujicim vypoétu pouZijeme, Ze komplexni sdruZovani
zachovavé s¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel. Plati

0=p(z) =anz™+an_12"" 1+ -+ a1z +ag
=@, 2" +an 12" 4 @4
=@z 4@, 2" e mz+ag
=2 Fan 12" @z ag=p(@) ,
coz dokazuje, Ze Z je kofen polynomu p(x).

Je-li naopak z kofen polynomu p(z), pak jsme pravé dokézali, Ze také z = z j
kofen polynomu p(zx). O

1.4.5. Komplexni rovina. Realn4 ¢isla zndzorniujeme na redlné ose. Komplexni
¢islo z = a + ib miZzeme znédzornit jako bod (a,b) v roviné s kartézskymi soufad-
nicemi. V takovém pripadé mluvime o komplexni roviné. Také se muzete setkat s
nazvem Gaussova rovina a v anglicky psanych ucebnicich s ndzvem Argand plane,
pfipadné Argand diagram.

AY
b ez=a+1ib
L
—>
—b *Z=a—1b

OBRAZEK 1.21. Geometrické zndzornéni komplexniho éisla v roving
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Na obrazku je krome ¢isla z = a + ¢b znazornéné také ¢islo komplexné sdruzené
k z, tj. ¢islo Z = a — ib. Geometricky je komplexné sdruzené cislo Z symetrické s
¢islem z vzhledem k redlné ose.

Obréazek 1.22 ukazuje geometricky vyznam véty 1.15 o komplexnim sdruzovani
korenti polynomu s redlnymi koeficienty — mnozina vsech kofent je symetricka vzhle-
dem k redlné ose.

Ay

Sy

OBRAZEK 1.22. Komplexni kofeny polynomu s redlnymi koeficienty

Déle si na obrazku 1.23 ukazeme geometricky vyznam séitani komplexnich ¢isel.
Jsou-li z = a+ib a w = c+1id komplexni ¢isla, pak soucet z+w = (a+c¢)+i(b+d)
odpovida bodu se soufadnicemi (a + ¢,b + d) a ten dostaneme jako koncovy bod
sou¢tu polohového vektoru bodu (a, b) odpovidajiciho z a polohového vektoru bodu
(¢, d) odpovidajictho w.

yar z+w=(a+c)+i(b+d)

OBRAZEK 1.23. Soudet komplexnich ¢&isel
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1.4.6. Polarni soufadnice v roviné. Geometricky vyznam nasobeni komplexnich
roviné poldrni souradnice. V roviné s kartézskymi soufadnicemi mizeme kazdy bod
P = (a,b) rizny od pocatku soufadnic jednoznaéné urcit pomoci vzdalenosti r > 0
bodu P od pocatku a orientovaného thlu «, ktery dostaneme tak, Ze kladnou z1-
ovou poloosu otacime kolem pocatku soufadnic proti sméru hodinovych rucicek az
do polopfimky s po¢atkem v bodé (0, 0) a prochézejici bodem P. Dvojici éisel (r, @)
nazyvame poldrni souradnice bodu P, viz. obrazek 1.24. Protoze otocenim o plny
thel 27 neboli 360 stupnti dostaneme zpét kladnou poloosu x1, neni hel o urceny
jednoznacné. Razné mozné hodnoty « se lisi o néjaky celoc¢iselny nasobek 27. V
piipadé, ze P = (0,0) je polétek soufadnic, je = 0 a thel « neni definovén.

Ay

z=a-+1b

OBRAZEK 1.24. Polarni soufadnice bodu v roviné

Z polérnich soufadnic (r,«) bodu P # (0,0) vypo¢teme jeho kartézské sourad-
nice (a,b) jako
a=rcosa, b=rsina .
Naopak z kartézskych soufadnic (a,b) bodu P # (0,0) dostaneme jeho polarni
soutfadnice pomoci vztahi

a b
r=+va?+b2, cosqa=-———, sina= —— .
’ a2+b27 /a2 + b2

Protoze funkce sinus a kosinus maji periodu 27, plyne odtud znovu, ze thel « je
urc¢eny jednoznacné az na celoc¢iselny nasobek 2.

1.4.7. Goniometricky tvar komplexniho éisla. Bod P odpovida komplexnimu
¢slu z = a + ib. Vyjadiime-li jeho kartézské soutadnice (a,b) pomoci polarnich,
dostaneme
z=a+ib=rcosa+irsina=r(cosa+isina) .
Vyjédfeni z = r(cos o + i sin ) nazyvame goniometricky tvar komplexniho ¢isla

z # 0.

e (islo r nazyvame absolutni hodnota ¢éisla z a oznacujeme jej |z| ,

e thel o nazyvame argument komplexniho ¢isla z a oznacujeme jej arg z .
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Plati tedy

a b
— /a2 L p2 - i -
|z| = Va2 + b2, cos(argz) = pER sin(arg z) = N
také arg z mize nabyvat riznych hodnot, které se ale vzdy lisi o celociselny naso-
bek 27. Protoze plati (posledni pat4 rovnost pod Definici 1.11), Ze 2z = a® + b?,
dostavame pro absolutni hodnotu ¢isla z vyjadreni

o 22=27.

1.4.8. Geometricky vyznam nasobeni komplexnich ¢isel. Body na jednot-
kové kruznici odpovidaji komplexnim ¢isltim cos a4+ sin a. Takovym ¢isltim fikdme
komplexni jednotky.

K|y

OBRAZEK 1.25. Souéin komplexnich jednotek

Pro soucin dvou komplexnich jednotek w = cosa + isina a z = cos§ + isin 8
plati
wz = (cosa+isina)(cosf + isin )
= cosacosf —sinasinf + i(cosasin 8 + sinacos §)
= cos(a+ ) +isin(a+p) ,
v posledni rovnosti jsme pouzili vzorce pro sinus a kosinus souc¢tu dvou thla.

Soucin dvou komplexnich jednotek je tedy opét komplexni jednotka, pro kterou
plati

e arg(wz) =argw + argz

rovnost plati az na celo¢iselny nasobek 2.
Jednoduchou indukci podle n pak snadno dokazeme dilezitou Motvreovu vétu:

Véta 1.16. Pro kazdy uhel o a kaZdé prirozené cislo n plati

(cosa+isina)™ = cos(na) + isin(na) .
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A
Y rs

wz

Ry

OBRAZEK 1.26. Souéin komplexnich éisel

Jsou-li nyni w = r(cosa+isina) a z = s(cos 8+ isin ) libovolnd dvé nenulova
komplexni ¢isla, pak pro jejich soucin plati

wz = r(cosa+ isina)s(cosB + isin j3)
= rs(cosa +isina)(cos B + isin )
= rs(cos(a+ B) +isin(a+ 8)) .

Pro absolutni hodnotu a argument souc¢inu w z tak plati

o |wz| = |w[lz] ,
o arg(wz) = argw + arg z .

V jednoduchém specidlnim ptipadé, kdy w = i = cos(w/2) + isin(r/2) dosta-
vame, Ze |iz| = |i||z| = |2] a arg(iz) = argi + argz = § + arg z. Vynasobit ¢islo z
¢islem ¢ tak znamenda pootocit ¢islo z kolem pocatku soufadnic o pravy thel proti
sméru hodinovych rucicek. To miizeme také snadno nahlédnout z algebraického
tvaru z = a + ib, nebot iz = i(a +ib) = —b+ia .

Dokazeme si jesté dvéma zplisoby trojuhelnikovou nerovnost pro komplexni ¢isla,
ktera riké, ze pro libovolna dvé ¢isla z = a + ib a w = ¢ + id plati

o z4+w| < |z|+ |w| .

K algebraickému dtikazu trojithelnikové nerovnosti vyuzijeme dalsi dvé jedno-
duché vlastnosti absolutni hodnoty komplexnich ¢isel. Pro kazdé komplexni ¢islo
z = a + b plati

o [zl =z,
e Rez <z .

Prvni rovnost plyne pfimo z definice absolutni hodnoty, dokdzeme druhou. Je-li

z = a + b, pak plati

a<lal=va2<Va2+b =]z .
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12

OBRAZEK 1.27. Souéin komplexniho ¢isla s imaginarni jednotkou

Pro kazdou rovnost nebo nerovnost v nasledujicim vypoctu (s vyjimkou posledni
rovnosti) si najdéte v pfedchozim textu tu vlastnost komplexnich ¢isel, kterou pou-
Zivame.

|z + w|? z+w)(z+w)=(z+w)(Z+W) =2Z+ 20+ wz + ww
= |24+ 20+ wz + |w]? = |2]* + 2w + 2w + |w|?
= |2I* + 2Re (20) + [w|* < |2” + 2[2@] + Jw]* = [2* + 22| [@] + |w]”
= |2 + 22| [w] + [w]* = (2] + [w])? .
Dokézali jsme tak |z+w|? < (|z|+|w|)? a po odmocnéni dostavame trojihelnikovou
nerovnost pro komplexni ¢isla.
Pomoci geometrického vyznamu s¢itani komplexnich ¢isel trojuhelnikovou ne-
rovnost snadno nahlédneme z obrazku.

YA
z
2| tw
z 4 w|
T
|w]
w

OBRAZEK 1.28. Trojuhelnikova nerovnost pro komplexni éisla
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1.5. ZOBRAZENI

Velka ¢ast matematiky se zabyva zkoumanim vlastnosti nejrtiznéjsich zobrazeni.
Obecnou formalni definici zobrazeni uvedeme v pribéhu této ¢asti. Pro lepsi po-
chopeni definice za¢neme tim, jak se zobrazeni projevuje.

Zobrazeni (nékdy se také ik funkce) z mnoZiny X do mnoZiny Y pfifazuje
kazdému prvku =z € X pravé jeden prvek y € Y.

Skutecnost, ze f je zobrazeni z mnoziny X do mnoziny Y zapisujeme jako f :
X — Y. Jednozna¢né urceny prvek mnoziny Y, ktery zobrazeni f pfifazuje prvku
r € X, oznaéujeme jako f(x). Rikédme také, ze f(x) je hodnota zobrazeni f v bodé
x. Mnozina X se nazyva definicni obor zobrazeni f, pro mnozinu Y zvlastni nazev
zavadét nebudeme. MizZeme také fict, ze zobrazeni f vede z mnoziny X do mnoziny
Y.

Asi nejblize forméalni definici je predstava zobrazeni f : X — Y jako cCerné
skiriky, kterd dostane na vstup néjaky prvek x € X a na vystupu ndm da odpovéd
v podobé hodnoty f(z) € Y. Pokud bychom zkusili zadat na vstup né&jaky prvek z,
ktery nelezi v mnoziné X, sk¥inika nereaguje, nedd zadnou dopovéd. Hodnota zob-
razeni f neni v bodé z definovana. Dulezité je, ze pokud dame na vstup opakované
stejnou hodnotu z € X, na vystupu se objevi vzdy stejnd hodnota f(x) € Y.

OBRAZEK 1.29. Zobrazeni jako ¢ernd skiinka

Vnitiek Cerné skiinikky nas nezajima, muze jim byt tfeba elektricky obvod, do
kterého po néjakych dratech piitékaji (vstupuji) proudy uréité hodnoty a po jinych
dratech z ného vytékaji proudy jinych hodnot, které jsou vystupem. Nebo mize
vnitfek cerné skfinky tvorit implementace néjakého algoritmu, ktery na vstupni
data x € X odpovi vystupem f(z) € Y.

Zobrazeni f: X — Y muZeme zadat nejruznéjsimi zpusoby.

Priklad 1.17. Zobrazeni f : X — Y z mnoziny X = {a,b,c¢,d} do mnoZiny
Y ={1,2,3,4,5} mizeme zadat tak, Ze pro kazdou hodnotu x € {a,b, ¢, d} zaddme
hodnotu f(z):

(=
NN Y
I
N N
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Jiny mozny zptisob zapisu je naptiklad

f: X —- Y
a — 1,
b — 4,
c — 3,

= 4.

Dalsi moznosti je zapis tabulkou.

x‘abcd
fl@)|1 4 3 4

V uvedeném zéapisu tabulkou schézi informace o tom, Ze oborem hodnot zobrazeni
f je mnozina {1,2,3,4,5}. Tuto informaci musime k tabulce pfidat.
Zobrazeni f muzeme popsat také pomoci grafu jako na obrazku 1.30.

=N W ke Ot
.

OBRAZEK 1.30. Zapis zobrazeni grafem

Nebo pomoci obrazku jako na obrazku 1.31. A

X
a
b
c
d

OBRAZEK 1.31. Zapis zobrazeni obrazkem
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Piiklad 1.18. Zobrazeni f : R — R se obvykle nazyva funkce, pfesnéji redlnd
funkce jedné redlné proménné. Také funkce miizeme popsat riiznymi zpiisoby. Casté
je zadani néjakou formuli (vzorcem, predpisem), napf.

f*R=R, f(z)=|z| .
Nebo
fiR—=>R, zw+—sinx .

Funkci mizeme popsat také jejim grafem. Napi. funkce f : R — R definovana
predpisem f(z) = |z| j plné popséna grafem na obrazku 1.32.

Ay

\/

OBRAZEK 1.32. Graf funkce f(z) = |z|.

Jedno zobrazeni miZeme zadat riznymi predpisy. Tak napf. predpisy f(z) = |z|
a f(xr) = V22 definuji jednu a tu samou funkei f : R — R. Zobrazeni a formulka
definujici toto zobrazeni jsou dvé razné véci.

Také je dilezité si uvédomit, ze soucasti definice konkrétniho zobrazeni f : X —
Y neni pouze vzorec pro vypocet hodnoty f(z) v kazdém bodé x € X, ale také
samotny defini¢ni obor X a mnozina Y. Naptiklad predpisy

z? —1

x—1

fl@)=z+1,  g(x) =

definuji jedno a to samé zobrazeni s defini¢nim oborem R\ {1}. Pokud ale bereme
predpis f(x) = = + 1 jako zobrazeni f : R — R, pak jde o jiné zobrazeni nez
zobrazeni g : R\ {1} — R definované ptedpisem g(z) = (22 —1)/(z — 1). Zobrazen{
f,9 maji v tomto pripadé rtizné definicni obory a proto se nerovnaji, prestoze
f(x) = g(z) pro kazdy bod z, ktery lezi v defini¢nim oboru obou zobrazeni. Stejné
tak zobrazeni f : R — R definované predpisem f(z) = 22 je rfizné od zobrazeni
g: R — R\ (—o0,0) definovaného piedpisem g(x) = x2, piestoZe ob& zobrazeni
maji stejny definiéni obor R a plati f(z) = g(z) pro kazdé = € R. Jsou rtizna proto,
ze vedou do ruznych mnozin R (zobrazeni f) a R\ (—00,0) (zobrazeni g). A

Piiklad 1.19. Zobrazeni také miZeme popsat slovné nebo geometrickou kon-
strukci. Napitiklad zobrazeni f : R?> — R? mutZeme popsat tak, Ze jde o otoceni
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Ay
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N
8|8Y

OBRAZEK 1.33. Rotace kolem pocatku o thel 30°

kolem pocatku o thel 30° proti sméru hodinovych rucic¢ek. Na nésledujicim ob-
razku jsou znazornéné obrazy nékolika bodt danym otocenim.

Rotaci f : R? — R? o tihel 30° kolem poc¢atku proti sméru hodinovych ruéi¢ek
miizeme také popsat pomoci predpisu

f ((z,y)) = (z cos30° — ysin 30°, x sin 30° + y cos 30°)

Graf rotace f uz nakreslit nemtzeme, potfebovali bychomm k tomu prostor dimenze
4. A

Priklad 1.20. Néktera zobrazeni muzeme popsat pouze formulkou. Nap¥. zobra-
zeni g : R2 — R3 definované piedpisem

z .
=12 si 322, cos — 2, ——— —sin(6y°
(o) = (24 siny + 32 cos(an) - 55 —sinloy) )
nema zadnou zjevnou geometrickou interpretaci, jeho graf také nelze nakreslit, ani
nemuzeme vypsat jeho hodnoty ve vsech bodech defini¢niho oboru. A

Priiklad 1.21. Dalsi zobrazeni miiZzeme zadat pouze algoritmem. Typickym piikla-
dem jsou kryptograficke hasovaci funkce které libovolné dlouhému vstupu z, kte-
rym miize byt kazda posloupnost bith (éislic 0 a 1), ptifadi vystup f(z) v délce 256
bitt. Kvalitné navrzena hasovaci funkce vyzaduje, aby algoritmus k daném vstupu
x spocital vystup f(x) dostatecéné rychle a soucasné nebylo mozné z vystupu f(z)
usoudit nic o vstupu x. Mezi dalsi pozadavky patfi naptfiklad nemoznost najit dva
riizné vstupy z,y se stejnym vystupem f(z) = f(y). Tyto pozadavky mimojiné vy-
lucuji moznost, ze by funkci hasovaci funkci f bylo mozné zadat néjakou formulkou
nebpo vzorcem, natoz grafem. A

Ukazali jsme si nékolik riznych zpusobi, jak popsat zobrazeni f : X — Y. Jsou
to

tabulkou, neboli vypisem jeho hodnot ve vSech bodech defini¢niho oboru,
formulkou/vzorcem,

grafem,

slovné,
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e obrazkem,
e algoritmem.
Z4dny z uvedenych zpiisobti nesta¢i ani k k tomu, abychom mohli popsat vSechna
zobrazeni f: R — R.
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2. ReSeni soustav linearnich rovnic

Cil. Naucime se Tesit soustavy linedrnich rovnic Gaussovo eli-
minacni metodou. UkdZeme st jak parametricky vyjadrit mnozinu
vSech Tesent takové soustavy. A upozornime na problémy, které
prindsi resent velkych soustav linedrnich rovnic na pocitacich.

2.1. ULOHY VEDOUCI NA SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Mnoho tloh 1ze prevést na feSeni soustavy linearnich rovnic. Pro ilustraci uve-
deme Sest jednoduchych ptikladd z riznych obori.

2.1.1. Prokladani kruznice danymi body. Chceme najit kruznici v roviné pro-
chazejici body A = (-1,2), B = (1,0), C = (3,1). (Naptiklad vime, Ze néjaky
objekt se pohybuje po kruhové draze, mame zméieny t¥i polohy a chceme urcit
stied a polomér obihéani.)

Geometricky sestrojime stfed hledané kruznice snadno. Sestrojime osy tsecek
AB a BC a najdeme jejich prusecik. Chceme-li soufadnice stiedu vypocitat, pre-
lozime uvedeny geometricky postup do jazyka algebry. VSe potfebné uz umime z
prvni kapitoly, Prikladu 1.3.

Vektor B — A mé soufadnice (1,0) — (—1,2) = (2, —2), rovnice osy usecky AB
proto bude ve tvaru 2z — 2y = ¢ a hodnotu ¢ spo¢teme dosazenim souradnic stfedu
usecky AB, které jsou (0,1). Proto c=2-0—2-1= —2, takZe osa AB m4 rovnici

20 — 2y = —2 .
Analogicky najdeme rovnici osy usecky BC' a dostaneme
20 +y=9/2 .

Soustava téchto dvou rovnic méa feseni z = 7/6 a y = 13/6.

Nasli jsme tak stied hledané kruznice S = (7/6,13/6). Polomér snadno dopo¢i-
tame jako vzdalenost stfedu od kteréhokoliv ze tii danych bodu, vyjde /85/18.

Ve skutec¢nosti budou méteni polohy obihajiciho objektu zatizena chybou, takze
jich provedeme daleko vice a vznikne soustava mnoha rovnic o dvou neznamych.
Kazda rovnice bude rovnici osy néjaké dvojice namérenych poloh. Soustava zpra-
vidla nebude mit feSeni, osy se nebudou protinat v jednom bodé. Budeme hledat
stfed kruznice, ktery bude v néjakém smyslu nejlépe odpovidat namérenym po-
lohdm. V kapitole o skalarnim soucinu se sezndmime s jednou metodou, pomoci
které lze néjaky takovy ,nejlépe odpovidajici bod“ najit. Bude to metoda nejme-
nsich ctverci.

Otazky k samostatnému studiu 2.1. Vyieste tuto tlohu pomoci parametric-
kych tvari os tseéek AB, BC. Dalsi moZnosti jak tlohu fesit je vyjit z rovnice
kruznice (z — a)? + (y — b)?> = r? s neznamym stiedem (a,b) a polomérem r.
Dosadime-li do ni postupné za x,y souradnice bodu A, B, C, dostaneme soustavu
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Y A

OBRAZEK 2.1. Konstrukce a vypoéet stfedu kruznice prochézejici
tfemi body

tF1 kvadratickych rovnic o tfech neznamych a, b, r. Jak byste ji fesili? Jak soustavu
upravite, abyste dostali soustavu linearnich rovnic, kterou jsme pouzili my?

2.1.2. Vy¢islovani chemické rovnice. Uvazujme chemickou reakci toluenu a ky-
seliny dusi¢né, pri které vznika TNT a voda:

CyHgs + HNO3 — C;H50¢N3 + H50 .

Vy¢isleni chemické rovnice znamenda nalezeni pomért jednotlivych molekul, aby
pocet atomu kazdého prvku byl na obou stranéch stejny.

2CrHg + yHNO3 — 2C7H50g N3 + vH50 .

Chceme tedy najit hodnoty x,y, z,v, které spliuji soustavu rovnic. To vede na
rovnice

T =17z
8xr+y =52+ 2v
y =3z,

3y=6z+v .

Vzhledem k vybusné povaze tohoto pfikladu nebudeme na tomto misté radé€ji uva-
dét TesSeni.

Redlny vyznam maji pouze nezaporna feseni. Nezajimaji nas tedy vSechna feseni
soustavy, ale pouze ta feSeni, ktera splnuji dodatecné omezujici podminky = > 0,
y>0,z2>0,v>0.S témito omezujicimi podminkami dostavame soustavu li-
nedrnich rovnic a merovnosti. Mnozina vSech feSeni takovych soustav je dilezita
pro obor nazyvany linedrni optimalizace nebo také linedrni programovdni. V tako-
vych tlohéach se hledd maximum nebo minimum néjaké linearni funkce definované
na mnoziné vech feSeni soustavy linearnich rovnic a nerovnosti. Ulohy linearniho
programovani jsou nejjednodussi tfidou a nejpouzivanéjsSim typem optimalizacnich
uloh, rozsdhlého oboru s aplikacemi v nejriznéjsich oblastech lidského konéni.
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2.1.3. Rizeni pohybu té&lesa po piimce. Objekt jednotkové hmotnosti se po-
hybuje bez tfeni po pfimce, na pocatku je v poloze 0 a mé nulovou rychlost. Po
dobu osmi vtefin na objekt pisobi vnéjsi sily f(t). Vnéjsi sila je konstantni vzdy
béhem jedné vtefiny, tj. f(t) =x; pro j—1<t<jaj=1,2,...,8 Kladna sila
pusobi zleva doprava, se zapornym znaménkem pusobi opa¢nym smérem. Chceme
dosdhnout toho, aby se po osmi vtefinach poloha objektu rovnala 4 a jeho rychlost
byla 0. Jde o velmi jednoduchy piiklad ulohy teorie Fizeni.

Y

<
<

4 -3 -2 -1 0

,_._
[N}
L
W

OBRAZEK 2.2. Pohyb télesa po piimce

Podle Newtonova zdkona sila x; zpiisobi zrychleni télesa a; = x1/m, kde m
je hmotnost télesa, a protoze predpokladame m = 1, plati a; = x;. Béhem jedné
vtefiny tim zméni rychlost télesa o v1 = a1-1 = x1. Béhem druhé vtefiny se rychlost
zmeéni o x5. Je-li smér plisobeni sily x2 opaény nez u sily x1, téleso se pribrzdi nebo
dokonce zméni smér pohybu, v pfipadé souhlasné orientovanych sil se jeho rychlost
zvysi. Po osmi vtefinach bude mit téleso rychlost

1 +xo+ -+ a8 .

Poloha télesa po jedné vtefing bude (1/2)vy - 12 = (1/2)z;. Béhem druhé vtefiny
rychlost v pfida vzdélenost vy - 1 = x;. Sila x5 plisobici béhem druhé vtefiny dale
zméni polohu télesa o (1/2)vg - 12 = (1/2)z2. Jeho poloha po dvou vtefindch bude

1 n +1 3 Jr1
—T T —T9 | = -2 —T .
571 1t 52 5 T1 T 5%2

Ma-li sila x5 opac¢né znaménko nez sila x1, bude po dvou vtefinach vzdalenost télesa
od pocatku mensi, nez by byla bez aplikace sily 5.

Na konci druhé vteriny tak bude mit téleso rychlost x1 + x2, kterd jej béhem
tieti vtefiny posune dale o vzdélenost x1 + 2. Plisobeni sily 23 k ni ptidd/ubere (v
zavislosti na znaménku x3) jesté vzdalenost (1/2)x3, takZe po tfech vtefindch bude
téleso v poloze

X X X X X X X X .
2 1 2 2 1 2 2 3 2 1 2 2 2 3

Po osmi vtefinich tedy bude poloha télesa

15 +13 +11 . +3 +1

—I1 — I — I3 R —X7 —Ig .

2 2 2 2 2
Vidime, Ze konecnd poloha télesa zavisi nejvice na sile aplikované v prvni vtefiné
a nejméné na sile pouzité v posledni osmé vtefiné. Zatimco konecnd rychlost je
ovlivnéna vSemi silami stejné.
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Reseni nasi tlohy tak spociva v feseni soustavy rovnic

T1+To+ T3+ T4+ 2T5+26+27+28 = 0
E‘Il —+ EIQ + Ezg —+ g$4 —+ ZIEE', —+ §l’6 + §l’7 + lzg = 4
2 2 2 2 2 2 2 2 ’
kterym ziskdme vSechny moznosti pro vektor sil (z1,xs,...,x3), které premisti

téleso béhem osmi vtefin z klidové polohy v pocatku do klidové polohy v bodé
4.

Soustava ma mnoho nezndmych, malo rovnic a mnoho feseni. V této kapitole
se naucime uspokojivé popsat vSechna feseni. V pozdéjsich kapitolach uvidime, ze
mnozina vSech FeSeni mé dimenzi 6. V nematematickych oborech se ¢asto fika, ze
tloha ma 6 stupnt volnosti.

V praxi nam vétsinou puijde o to vybrat v néjakém smyslu nejvyhodnéjsi feseni.
Tteba chceme minimalizovat mnozstvi energie, kterou je tfeba na premisténi télesa
vynalozit. Z fyziky vime, Ze pfisobenim sily z;, ktera zméni rychlost télesa o v; =
xj, vynalozime energii (1/ 2)mv]2- = (1/ 2)33? Celkova energie, kterou vynalozime
zvolime-li feSeni (z1,z9,...,xs), se tak rovna

1
E(w1,22,. . w8) = S (@] + 23+ + 27 + 13)

Hledame tedy to Feseni, které minimalizuje funkci ' na mnoziné vSech feSeni. Dalsi
mozna omezeni jsou dana tfeba maximalni silou, kterou mtizeme aplikovat, takze
uvazujeme pouze ta feSeni soustavy, pro kterd plati —C' < z; < C pro néjakou
konstantu C' > 0 a kazdé x;.

Stejné jako v tlohach linedrniho programovani minimalizujeme hodnotu néjaké
funkce, v tomto pripadé kvadratické, na mnoziné spliujici soustavu linedrnich rov-
nic a nerovnosti. Takovym tloham se fika tulohy kvadratické optimalizace nebo
kvadratického programovdni.

2.1.4. Navigace v roviné pomoci vzdalenych majaka. Bezednym zdrojem
soustav linedrnich rovnic je tzv. linearizace. Linearizace spociva v tom, ze v tloze,
kterou chceme fesit, slozitéjsi kfivky nebo plochy nahradime pfimkami nebo ro-
vinami. Casto nahrazujeme kifivku te¢nou v daném bodé kiivky, plochu teénou
rovinou v daném bodé plochy, moznosti je mnohem vice. Jako priklad linearizace
uvedeme navigaci v roviné€ pomoci vzdalenych majakt. Jde o velmi zjednodusenou
verzi GPS.

Naviga¢ni pristroj se nachazi v roviné v néjakém bodé P s neznamymi soutad-
nicemi (p,q). Umi ale ziskat vzdélenosti od majaki M; a M, které maji znidmé
soufadnice (a1, b1) a (az, by). Vzdélenost od majaku M; je di, od majdku Ms je ds.

Soufadnice bodu P pak lze ziskat jako soufadnice pruseciku kruznice k; se stie-
dem M; a polomérem d; s kruznici ko, kterd ma stied v bodé M, a polomér ds.
Cili jako Feseni soustavy dvou kvadratick§ch rovnic

(z—a)’+(@y—mh)? = &

(z—a2)®+(y—b)?* = dj
Na rozdil od hledani stfedu kruznice prochézejici tfemi danymi body nelze po-
sledni soustavu prevést na né€jakou soustavu linearnich rovnic se stejnym resenim.
Pric¢ina je v tom, ze uvedend soustava dvou kvadratickych rovnic maze mit také

dvé feSeni, zatimco FeSitelnd soustava linedrnich rovnic o dvou nezndmjch mé bud
jedno nebo nekone¢né mnoho feseni.
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ko ky

OBRAZEK 2.3. Navigace pomoci vzdalenych majaku

Linearizace tlohy je znazornéna na obrazku 2.3. Navigace si zvoli jako poc¢ateéni
odhad polohy néjaky bod Ry se soufadnicemi (rg, so). Pak spocité vektory M; — Ry
a My — Ry. Jednoduse lze najit rovnici te¢ny ke kruznici k1 v bodé @1, ktery lezi na
spojnici bodid My a Ry (tj. ve vzdalenosti d; od majaku M7). To uz umime, staci
modifikovat postup z pfikladu 1.3. Pozdéji se v kapitole o skaldarnim souc¢inu naucime
mnohem jednodussi zpusob. Analogicky lze napsat rovnici tecny ke kruznici ko v
pruseciku @5 spojnice bodu My a Ry, ktery je ve vzdalenosti do od majaku Ms.
Nahrazenim kruznic k1 a ko teénami v bodech Q1 a Q2 jsme tlohu linearizovali.
Soufadnice pruseciku tecen uz najdeme jako feseni soustavy dvou linedrnich rovnic
o dvou neznamych. Prisecik R; obou tecen zjevné neni bodem P, ale je mu blize,
nez puvodni odhad Ry, pokud je pocatecni odhad Ry zvolen blize k bodu P nez k
druhému priseciku obou kruznic.

Cely postup pak opakujeme s tim, ze ptivodni odhad polohy Ry nahradime vy-
pocitanym bodem R;. Na obrazku 2.4 je zndzornéna druhi iterace hledani polohy
ve zvétseném vyfezu z obrazku 2.3. Dostaneme tak soufadnice bodu Rs, ktery je
jesté blize ke skutecné poloze P. Cely vypocet opakujeme tak dlouho, dokud neni
rozdil mezi dvéma po sobé vypocitanymi body R; dostate¢né maly. Co je dostatecné
malé zavisi na tom, jak pfesné se pfi vypoctech chceme pfiblizit skuteéné poloze
P.
jaky. V tom pfipadé dostaneme aspon tii tecny, které se nebudou protinat v jednom
bodé, nejen kviili nepresnostem méfeni, soustava t¥i linearnich rovnic o dvou neznéa-
mych bude nefesitelna. V tom pfipadé musime pouzit metodu nejmensich ¢tverct,
abychom ziskali bod Ry, ktery bude nejlépe odpovidat namérenym vzdéalenostem
od t¥i nebo vice majak.
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OBRAZEK 2.4. Navigace, druhé iterace

Realna GPS pracuje v 3D prostoru s druzicemi na obézné draze misto majaku.
Kazdé druzice vysila kazdou tisicinu vtefiny informaci o své poloze v daném oka-
mziku. Naviga¢ni pfistroj vidi v kazdém okamziku aspon ¢tyfi druzice, obvykle ale
Sest nebo sedm. Vzdélenosti od druzic piistroj ziskd na zakladé toho, jak dlouho
signal z druzice leti. K tomu potiebuje napfed synchronizovat sviij ¢as s ¢asem na
druzicich. Signal navic prochézi riaznymi vrstvami atmosféry rtznou rychlosti, coz
je tfeba také vzit v ivahu. Linearizace spoc¢iva v nadhradé kouli se stfedy v mistech
vyskytu druzic te¢nymi rovinami a vypoctem spolecného bodu téchto rovin coby
feseni soustavy linearnich rovnic. Jako poc¢atecni odhad polohy pfijimac voli stied
Zemé.

Uvedeny piiklad dobfe ilustruje obvyklou metodu feseni praktickych tloh. Ab-
solutné pfesné feseni sice existuje (v nasem piipadé je to redlna poloha naviga¢niho
pristroje), ale nelze je vypocitat, protoZe vypocty zévisi na méfenych parametrech,
jejichz hodnoty jsou zatizené chybami, toleranci pristroji, atmosférickymi vlivy,
erupcemi na Slunci, apod. Misto hleddni pfesného feSeni se snazime postupné se
k nému priblizovat opakovanym pouzitim néjakého vypocetniho postupu, v nasem
pripadé to bylo postupné feseni rtznych soustav linedrnich rovnic o dvou neznéa-
mych, jejichz konkrétni podoba zavisi na méfenich a pifedchozich vypoctech. Pokud
umime néjak dokazat, ze priblizna feseni ziskana v jednotlivych iteracich konver-
guji k absolutné presnému feseni, muzeme se k nému piiblizit s libovolnou pfesnosti,
zéalezi pouze na tom, kolikrat postup opakujeme.

Otazky k samostatnému studiu 2.2. Na ¢em zélezi rychlost konvergence po-
stupné pocitanym poloh ke skutecné poloze navigacniho pfistroje? Skutecna poloha
navigace je v jednom ze dvou prusec¢ikt kruznic se stfedem v majacich a polomérem
danym naméfenou vzdalenosti navigace od majaku. Ke kterému z obou moznych
prusecikil se postupné priblizujeme pomoci vypoc¢tu piibliznych poloh?
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2.1.5. Neznama zavazi. Dalsim zdrojem tloh vedoucich na soustavy linedrnich
rovnic je studium rovnovaznych fyzikalnich systému, které se nevyvijeji v case,
jsou ustalené. Zde si ukadzeme jeden piiklad z mechaniky a v dalsi tloze ptiklad z
elekttiny.

Maéme t¥i zévazi. Prvni vazi 2kg, ale hmotnost dalsich dvou nezname (pfedstavte
si vesmirné objekty, jejichz vzdélenosti lze pfimo urcit, ale hmotnosti nikoliv). Po-
darilo se ndm ale najit dvé rovnovazné polohy, viz obrazek.

M [e] 2%

50 40 30 20 10 A\ 10 20 30 40

[c] [2kd] [1]

50 40 30 20 10 A\ 10 20 30 40 50

OBRAZEK 2.5. Nezndmé zavaZi na pace

7 téchto informaci miZeme hmotnosti urcit. Porovnanim momentu totiz dosta-
neme soustavu linedrnich rovnic

40h + 15¢ = 50 - 2
25¢=25-2450h

kterou snadno vyfesime.

2.1.6. Elektrické obvody. U elektrického obvodu na obrazku 2.6 chceme uré¢it
proudy protékajici jednotlivymi vétvemi.

Pouzijeme druhy Kirchhofftiv zakon, ktery fika, Ze soucet orientovanych napéti
na jednotlivych odporech v uzaviené smycce se rovna souc¢tu napéti na zdrojich
v této smycce. Obvod néjak rozdélime na elementarni smycky a v kazdé smycce
si libovolné zvolime smér prochazejictho proudu. Proudy protékajici jednotlivymi
elementarnimi smyckami oznacéime I, I, I3 podle obrazku. Pro kazdou smycku tak
ziskdme (jesté s pomoci Ohmova zdkona) jednu rovnici:

LI, +25(1, — I3) + 50(1; — I3) = 10
25(Iy — I) + 301y + 1(I2 — I3) = 0
50(I3 — I1) + 1(Is — I) + 5503 = 0 .

ZjednodusSenim dostaneme soustavu tfech linearnich rovnic o tfech neznamgych,
kterd mé pravé jedno feSeni (I3, I, Is) = (0,245, 0,111, 0,117). Z toho dopocteme
proudy pro jednotlivé vétve.

Vysledek na obrazku 2.7 je v souladu s dalsim Kirchhoffym zakonem, ktery fika,
ze soucet velikosti proudid pritékajicich do néjakého uzlu se rovna souétu proudu z
tohoto uzlu odtékajicich.
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a
10V = @ I\/\/\’
(i

5002 § §55Q

OBRAZEK 2.6. Elektricky obvod

1Q

A 0,245 A 0,111 A
0,134 A
10V = 0,006 AI\N\’
509 § § 550
0,128 A)
0,245 A 0.117 A

OBRAZEK 2.7. Vypoditané proudy ve vétvich obvodu

2.2. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC A ARITMETICKE VEKTORY
2.2.1. Soustavy linearnich rovnic.
Definice 2.3. Linedrni rovnice o n nezndmgch s redlnymi koeficienty je rovnice
a1x1 + asxo + -+ apnxy, =0,

kde vSechny koeficienty a1, as, ..., a, a ¢islo b jsou dané realné ¢isla a x1, zs, ..., x,
jsou neznamé.
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Soustava m linedrnich rovnic o n nezndmgch je soustava

1171 + a12x2 + - -+ a1y, = by

(1) a21%1 + A22%2 + -+ + A2p Ty, = by

Am1%1 + GmaT2 + -+ + AmpTn = bm

s redlnymi koeficienty a;;, redlnymi pravymi stranami b; a neznamymi x1, 2, . . ., Tn.
Reélna ¢isla zq, . . ., x, jsou Tesenim dané soustavy, pokud spliiuji zaroven vsechny
rovnice.

Koeficient a;; je koeficient v i-té rovnici u j-té neznamé x;. Prvni z indexd ¢j je
index rovnice, druhy je index neznamé.

Jedno fesSeni soustavy linearnich rovnic o n nezndmych budeme zapisovat jako
usporadanou n-tici ¢isel. To predpoklada néjaké pevné usporadani neznamych. Z
kontextu bude toto usporadani ziejmé, neznamé jsou vétsinou znaceny xi, ..., Ty,.
Uspotadanou n-tici ¢isel nazyvame n-slozkovy aritmeticky vektor.

2.2.2. Aritmetické vektory.

Definice 2.4. Aritmetickym vektorem nad R s n sloZkami rozumime usporadanou
n-tici redlnych cisel

Pozdéji uvidime, Ze za vektor lze povazovat i funkci, matici, atd. Privlastek
aritmeticky pouzivame proto, abychom zduraznili, Ze mame na mysli usporadané
n-tice Cisel.

Jak je vidét z definice, aritmetické vektory budeme psat sloupcové. Naptiklad
3-slozkovy vektor zapiseme

Pro tisporu mista aritmeticky vektor ¢asto napiseme rfadkové a priddme exponent
T, napriklad

v =(1,-33,5)7 .

V prvni kapitole jsme si pfipomnéli, ze 2-slozkovy aritmeticky vektor muzeme
interpretovat jako souradnice bodu nebo jako sourfadnice vektoru v roviné se sou-
fadnym systémem. Podobné 3-slozkové aritmetické vektory mohou geometricky od-
povidat bodim nebo vektoriim v prostoru.

Na zakladé analogie mtizeme fikat, ze 4-slozkové aritmetické vektory (a1, as, as, a4)T
odpovidaji bodim nebo vektortim ve ¢tyrdimenziondlnim prostoru s néjakym sou-
Fadnym systémem, prestoze ¢tyfdimenziondlni prostor si uz vizualné pfedstavit ne-
umime. Podobné pro kazdé n € N mtzeme n-slozkové aritmetické vektory interpre-
tovat jako body nebo jako vektory v prostoru dimenze n.
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2.2.3. Operace s aritmetickymi vektory. Kazdy redlny aritmeticky vektor miZzeme
nasobit redlnym ¢islem a aritmetické vektory se stejnym poctem slozek mutzeme sci-
tat. Obé operace provadime ,,po slozkach®.

Definice 2.5. Jsou-li u = (uj,uz...,u,)" av = (vi,vq,...,0v,)T dva n-slozkové
aritmetické vektory nad R, pak jejich sou¢tem rozumime aritmeticky vektor

U1 1 Uy + U1
U2 Vg Uy + V2
u+v= . —+ . =
Un Un Up + Up
Je-li u = (uy,...,u,)" aritmeticky vektor nad R a ¢ € R realné ¢islo, pak t-

nasobkem vektoru u rozumime vektor

ul tu1

ug t’LLQ
t u = tu == t e .

U, Ty,

Pro dva n-slozkové vektory u, v definujeme
—u=(-1)u a u-—-v=u+(-v).
Vektor —u nazyvame opacny vektor k vektoru u.

Priklad 2.6.

1 5 2 -5 -3
2.l 3 )= 2 |=(96 |+ 2= 4
7 ) 14 2 16

A

Pokud interpretujeme 2-slozkové aritmetické vektory jako soufadnice geometric-
kych vektora v roving, pak soucet aritmetickych vektorti odpovida souctu geome-
trickych vektort, ukazali jsme si to na obrazku 1.10 v tvodni kapitole. Podobné
soucin ¢isla t s 2-slozkovym aritmetickym vektorem u odpovidé t-nasobku geome-
trického vektoru v roviné — obréazek 1.9. Stejny vztah maji operace s 3-slozkovymi
aritmetickymi vektory a odpovidajici operace s vektory v prostoru, pouze obrazky
by byly méné prehledné.

2.3. EKVIVALENTNf A ELEMENTARN{ UPRAVY

Soustavy linearnich rovnic lze fesit tak, Ze postupné eliminujeme neznamé. Pou-
zivame k tomu tpravy, které neméni mnozinu vSech feseni soustavy. Takovym tpra-
vam Fikame ekvivalentni upravy.

Definice 2.7. FEkvivalentni upravou soustavy linearnich rovnic rozumime tpravu,
ktera neméni mnozinu vSech feseni.

Eliminaci neznamé si nejprve ukazeme na prikladu dvou linearnich rovnic o dvou
neznamych.
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Priklad 2.8. Vyfesime soustavu
1+ 219 =3
3$1 — X9 = 2
Budeme eliminovat nezndmou x1. Z prvni rovnice ji vyjadiime pomoci xo:
T = 3 - 21‘2 ;
a dosadime do druhé rovnice, prvni rovnici nechame beze zmény:
1+ 219 =3
3(3*2!172)71’2:2 .
Po roznasobeni a tpravé druhé rovnice dostaneme soustavu
1+ 229 =3
—7(E2 =-7.

Eliminovali jsme tak neznamou x; z druhé rovnice. Provedené tipravy jsou vratné
v tom smyslu, ze ze vzniklé soustavy rovnic lze odvodit ptivodni soustavu. Proto
maji obé soustavy stejnou mnozinu vsSech feSeni a provedend tprava je tedy ekvi-
valentni.

Stejné upravy soustavy muzeme dosdhnout mnohem rychleji tak, ze pripo¢teme
(—3)-nésobek prvni rovnice k druhé a prvni rovnici nechdme beze zmény. Vyjadio-
vani a dosazovani proto nebudeme nadéale pfi eliminaci pouzivat.

Vzniklou soustavu mtizeme jednoduse dofesit. Z druhé rovnice vypoc¢teme xo = 1
a dosadime do prvni rovnice (znovu eliminace, tentokrét nezndmé z;). Dostaneme

{)31:3—2{,62:1 .

Piivodni soustava ma pravé jedno feseni, a to (1,1)7. Jinymi slovy, mnozina vsech

feSeni soustavy je
1
1

Ukazuje se, ze pfi FeSeni jakékoliv soustavy linedrnich rovnic vysta¢ime pouze se
tfemi jednoduchymi typy ekvivalentnich iprav, které nazyvame elementarni tpravy
soustavy.

A

Definice 2.9. Elementdrni upravy soustavy linearnich rovnic jsou
(i) prohozeni dvou rovnic,
(ii) vynésobeni néjaké rovnice nenulovym d¢islem ¢,
(iii) pfi¢teni t-ndsobku jedné rovnice k jiné rovnici .
Dokéazeme, ze elementarni tpravy jsou skutec¢né ekvivalentni, tj. ze neméni mnozinu
vSech TeSeni soustavy linedrnich rovnic.

Tvrzeni 2.10. Elementdrni upravy neméni mnoZinu viech feseni soustavy linedr-
nich rovnic.

Dikaz. Dukaz dostaneme spojenim tii jednoduchych tvah. Napred si vSimneme,
ze kazda elementarni iprava zméni nejvyse jednu rovnici v soustave.

Potom si ukézeme, 7ze kazdé feseni (z1,22,...,7,)T pivodni soustavy je také
feSenim jediné zménéné rovnice v nové soustave. DokazZeme si to na tfeti elementarni
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upravé, kdy pri¢itame t-nasobek i-té rovnice k j-té rovnici pro néjaké j # i. Dané
feseni (21, 9,...,2,)7 pivodni soustavy spliiuje rovnice

a1y + a2 + -+ QinTn = b;
aj1%1 + ajeTa + -+ QjnxTy, = b5
splinuje proto také rovnici
taj1xy + tapxrs + - - - + tappx, = tb;

(tim jsme mimochodem dokézali, Ze kazdé Feseni piivodni soustavy je také Fesenim
nové rovnice vzniklé druhou elementérni ipravou) a tedy také rovnici

(Cle —+ tail)xl + (ajg + tCLig)IEQ + -4 (ajn —+ tam)xn = bj —+ tbz .

Vektor (21, o, ...,7,)" je samoziejmé také fesenim vSech ostatnich (nezménénych)
rovnic nové soustavy.

Ozna¢ime S mnozinu vSech feSeni ptvodni soustavy a 7" mnozinu vsech Feseni
nové soustavy. Pravé jsme dokazali, Ze plati S C T — zadné feSeni pivodni soustavy
se elementarnimi ipravami neztrati.

A nakonec si uvédomime, Ze efekt kazdé elementarni tpravy miZzeme zvratit jinou
elementarni tipravou a dostat zpét pivodni soustavu. V pfipadé€ prvni Gpravy staci
prohodit jesté jednou prohozené rovnice. V piipadé€ druhé tpravy staci tutéz rovnici
vynasobit inverznim ¢fslem ¢! (proto je nutné predpoklddat ¢ # 0). V ptipadé tieti
Upravy pficteme (—t) ndsobek i-té rovnice k j-té rovnici. (To predpoklads, ze i-ta
rovnice se tieti elementarni ipravou nezménila, proto pfedpoklad j # i.)

Protoze ptivodni soustavu dostaneme z nové také jednou elementarni tpravou,
plati rovnéz T' C S, odkud plyne rovnost S = T'. Ta ik, ze ptivodni a nova soustava
maji stejné mnoziny vsech feseni. [

2.3.1. Soustava s jednim reSenim. Jako dalsi priklad vyfesime nésledujici sou-
stavu tii linearnich rovnic o tfech neznamych x1, xo, x3 pomoci elementarnich tprav.

2x1 4 622 + 5x3 =0
3%1 + 5%2 + 18$3 =33
2x1 + 4xo + 1023 = 16 .

Budeme postupné eliminovat neznamé tak, abychom prevedli soustavu do tvaru,
ze kterého se feSeni snadno dopocita. Tvar, o ktery se snazime, je tzv. odstupriovany
tvar. Ponékud nepfesné feCeno odstupnovany tvar znamend, Ze v kazdé rovnici je
na zacatku vice nulovych koeficientd nez v rovnici predchéazejici.

Nejprve eliminujeme nezndmou x1, tj. docilime toho, Ze ve vSech rovnicich kromé
prvni bude nulovy koeficient u x;. Udélame to tak, Ze pri¢teme vhodné nasobky
vhodné rovnice (vhodnd je kazd4 rovnice s nenulovym koeficientem u z) k ostatnim
tak, aby z ostatnich rovnic neznama x; ,,zmizela“, tj. méla v nich nulovy koeficient.

V naSem pfipadé bychom mohli (—3/2)-nésobek prvni rovnice pficist k druhé a
(—1)-nésobek prvni rovnice pficist ke tfeti. Aby ndm vychézely hezéi koeficienty,
vynasobime napied tfeti rovnici jednou polovinou:

2x1 4+ 622 + 523 =0
3xr1 4+ dxo + 18x3 = 33
$1+2$2+5$3 =8



44 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

a pak ji prohodime s prvni rovnici:
T, + 229+ 53 =38
3x1 + 5x2 + 18z3 = 33
2x1 4+ 622 + 523 =10 .
Nyni jsme pfipraveni k eliminaci nezndmé x;. Pfi¢teme (—3)-ndsobek prvni rov-
nice ke druhé:
T, + 229 + 53 =8
—x2+3x3=9
2x1 + 629 + 523 =0 .
a (—2)-nasobek prvni rovnice ke tfeti:

x1+2x2+5w3 =8
—Zo + 3933 =9
+2x9 — bxg = —16 .

Po eliminaci jedné nezndmé jiz prvni rovnici nebudeme ménit a budeme se zaby-
vat pouze zbylymi rovnicemi. V nasem pripadé jiz zbyvaji pouze dvé a k eliminaci
neznamé xo staci pricist 2-nasobek druhé rovnice ke treti.

xr1 + 229+ 5x3 =8
—Z2 + 31‘3 =9
T3 = 2.

Tim jsme dokonéili eliminacni fazi feSeni soustavy a muZzeme dopocitat feseni
tzv. zpétnou substituct, kdy postupujeme od posledni rovnice k prvni a postupné
dosazovanim ziskdvame hodnoty jednotlivych neznamych. V nasem pripadé dosta-
vame r3 = 2, vo = —3, r1 = 4. Pavodni soustava mé pravé jedno feseni, a to
aritmeticky vektor

X1 4
X = To = -3
I3 2

P1i reSeni soustavy jsme mohli samoziejmé zacit eliminaci libovolné neznamé,
také nebylo nutné tfeti rovnici pfehazovat s prvni a nasobit ji napfed jednou polo-
vinou.

Pro reseni velkych soustav tisicti rovnic o tisicich neznamych potifebujeme jed-
notlivé kroky eliminace néjak usporadat tak, aby je bylo mozné pouzit kdykoliv a
bez ohledu na to, jaké jsou koeficienty soustavy. Tomuto postupu se fikd Gaussova
eliminacni metoda nebo zkracené Gaussova eliminace.

2.3.2. Maticovy zapis. K formulaci Gaussovy eliminace a také pro zkraceni zépisu
budeme misto soustavy psat jeji rozsirenou matici. Nejprve zavedeme pojem matice.

Definice 2.11. Matici (nad R) typu m X n rozumime obdélnikové schéma realnych
¢isel s m radky a n sloupci.

Zapis A = (aij)mxn znamend, ze A je matice typu m x n, kterd mé na pozici
(4,7) (tedy v i-tém Fadku a j-tém sloupci) ¢islo a;;.

Pozor na poradi indext — prvni index oznacuje fadek, druhy sloupec.
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Definice 2.12. Matici soustavy
a1121 + a2 + - + A1 Tn = by

a21%1 + A22%2 + -+ + A2pTy, = bo

Am1%1 + GmaT2 + -+ + AmpTn = bm

rozumime matici koeficientt u neznamych:

ail a12 coe Q1n
as1 a22 ... Qon
A= (aij)mxn =
Gm1 Am2  -.. (Gmn
Vektor pravych stran je vektor b = (by, ba, ..., by)7T a rozsivend matice soustavy je
matice typu m x (n+ 1)
a1 ai12 ce. Q1p b1
a21 as9 ... Q9p bg
(Alb) =
Aml Gm2 . Qmp | by

Rozsifena matice soustavy tedy vznikne tak, ze do i-tého fadku zapiseme koe-
ficienty v i-té rovnici u proménnych x1,...,x, a nakonec pfidame pravou stranu.
Pro prehlednost se pravé strany nékdy oddéluji svislou ¢arou. Rozsifend matice se
tim rozdéli na dva bloky. V levém je matice soustavy a v pravém je sloupec pravych
stran.

Pro soustavu rovnic z predchoziho piikladu

2x1 + 629 + 523 =0
3r1 4+ dxo + 18x3 = 33
2x1 + 4xo + 1023 = 16

jsou jeji matice, sloupec pravych stran a rozsifena matice poradé

2 6 5 0 2 6 5]0
A=[3 5 18], b=|3 |, A4|b)=[3 5 18|33
2 4 10 16 2 4 10|16

Prohozeni dvou rovnic se v rozsifené matici projevi prohozenim odpovidajicich
dvou tadkt, vynasobeni i-té rovnice ¢islem ¢ odpovida vynésobeni i-tého fadku
matice ¢islem t a podobné pri¢teni t-nasobku i-té rovnice k j-té odpovida pric¢teni
t-nasobku i-tého radku k j-tému Ffadku. Pro vyznaceni, Ze rozsifend matice vznikla
z predchozi ekvivalentni tipravou, pouzivime symbol ~. Upravy provedené u nasi
soustavy tedy zapiSeme takto:

2 6 510 1 2 5|8

3 5 18133 |~ 3 5 18|33 |~

2 4 10|16 2 6 510

1 2 5 8 1 2 518
~ 0 -1 3 9 ~ 0 =1 3|9

0 2 —=5|-16 0 0 1]2

Zapis uprav se timto znacné zkratil a zpiehlednil.
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Misto ,soustava rovnic s rozsifenou matici (A |b)“ budeme nékdy strucéné fikat
ssoustava (A | b)“. V dalsim textu také budeme ¢asto misto slova nezndmd pouzivat
slovo promeénnd.

Poznamenejme jesté, ze uzitim nasobeni matic z kapitoly 4 1ze feSeni soustavy
rovnic s rozsifenou matici (A |b) zapsat jako hledani vSech aritmetickych vektori
x takovych, ze

Ax=Db .

Maticovy popis se hodi nejen ke zkraceni a zptehlednéni, je vyhodnéjsi i pro teore-
tické avahy.

2.3.3. Jeden parametr. Podivejme se nyni na ptiklad soustavy tii rovnic o tfech
neznamych, kdy feSenim je pfimka. Pouzivame rovnou maticovy zapis.

1 4 3|11 1 4 3 |11
1 4 5[/15)~l00 2|4 |~
2 8 316 0 0 —3|-6

14 371l 1 4 3|11
~1 00 204 N<0 0 24>
00 O0[O0

V prvni upravé jsme pfifetli (—1)-ndsobek prvniho Fadku k druhému a (—2)-
nasobek prvniho faddku k tfetimu. V druhé tdpravé jsme (3/2)-nasobek druhého
radku pricetli k tfetimu. Nakonec jsme jen vynechali posledni fadek odpovidajici
rovnici 0z + Oz 4+ 0zz = 0, kterd mnozinu feSeni neméni (vynechéni této rovnice
neni elementdrni Gpravou, ale je zfejmé upravou ekvivalentni). Vznikla soustava
rovnic je v nematicovém zapisu

T + 4o + 323 = 11
7 posledni rovnice umime spocitat x3 = 2 a z prvni rovnice x7, zndme-li ovSem

9. Nezndmou x5 lze volit libovolné a budeme ji fikat parametr. Parametr oznacime
x9 =t avyjde z1 = 11 — 4z — 3x3 = 5 — 4¢. Mnozina vSech feseni je tedy

5—4t
t :teR
2
V naSem konkrétnim pripadé lze za parametr zvolit také neznamou z; = s,

dopo¢itat zo = 5/4 — s/4 a ziskat mnozinu FeSeni ve tvaru

S
5/4—s/4 | :seR
2

Nevyhodou této druhé volby je, Ze by nefungovala, pokud by byl koeficient u x5 v
prvni rovnici roven nule. Volba parametri, ktera funguje vzdy, bude diskutovana u
nasledujiciho prikladu a pak v plné obecnosti v ¢asti 2.4.

Vratme se ale k mnoziné feseni {(5 — 4t,¢,2)T : t € R}. Vektor (5 — 4t,t,2)7T lze
pomoci séitani aritmetickych vektord a jejich nésobeni redlnymi ¢isly vyjadrit také
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jako
5 — 4t 5— 4t 5 —4t 5 —4
t = 0+t |={ 0|+ t |=(0]+t[ 1
2 240t 2 0t 2 0
TakZe mnozinu vSech feSeni lze napsat ve tvaru
5 —4
0 | +¢ 1 :teR
2 0

Tento tvar je lepsi nez predchozi. Vidime z néj totiz ihned, Ze feSenim je pfimka
prochazejici bodem (5,0,2)7 se smérovym vektorem (—4,1,0)%.

2.3.4. Vice parametru. Podivime se na soustavu s vice parametry, ze které jiz
snad bude vidét obecny postup. Soustava bude mit pét neznamych =1, zo, x3, x4, x5,
jeji feSeni budou 5-slozkové aritmetické vektory, které odpovidaji bodim (nebo
vektoriim) v pétidimenzionalnim prostoru. Vizualni pfedstava proto neni dost dobte
mozna.

Elementarnimi apravami rozsifené matice soustavy dostaneme

00 1 0 2|3 1 2 -1 3 0] 2
24 -1 6 2|1 ~1 2 4 -1 6 2|1 ~
12 -1 3 0] 2 00 1 0 2|3
1 2 -1 3 0] 2 12 -1 3 0] 2
oo 1 0 2(-3|]~100 1 0 2|-3
00 1 0 2|-3 00 0 00O

V prvni upravé jsme prohodili fadky tak, aby byl na prvnim misté v prvnim fadku
nenulovy prvek. V druhé tpravé jsme (—2)-nasobek prvniho fddku pficetli ke dru-
hému. Ve tfeti Gpravé jsme (—1)-ndsobek druhého fadku pricetli ke tfetimu.

Soustava je ted v odstupiiovaném tvaru. K volbé parametrt nejprve uréime pi-
voty, to jsou prvni nenulové prvky v kazdém fadku. Proménné odpovidajici sloup-
cum s pivotem se nazyvajl bdzové promeénné. V nasem pripadé jsou jimi x; a x3.
Zbylé proménné jsou tzv. volné promeéenné, v nasem pripadé xa, x4, x5. Volnym pro-
ménnym také fikdme parametry, nebot jejich hodnoty miizeme zvolit libovolné:
To = to, Ty = t4, x5 = t5 pro né€jaka cisla to,t4,t5 € R.

Hodnoty bazovych proménnych x1, x3 pak dopocteme zpétnou substituci. Tim
dostaneme x3 = —3 —2t5 a x1 = 2 — 2ty +x3 — 3ty = —1 — 2ty — 3t4 — 2t5. Mnozinu
vsech Feseni soustavy tak miizeme zapsat jako mnozinu 5-slozkovych aritmetickych

vektoru
—1 — 2ty — 3ty — 2t5

ta
—3 — 2t5 tto,ty,ts €ER s
2}
ts
kterou pomoci operaci s aritmetickymi vektory zapiSeme v parametrickém tvaru

-1 -2 -3 -2
0 1 0 0
-3 + to 0 + ty 0 + 15 -2 tto,ty,ts €ER
0 0 1 0
0 0 0 1
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Pozdéji si ukadzeme o néco rychlejsi zptsob, jak najit parametrické vyjadreni
mnoziny vSech FeSeni soustavy linearnich rovnic.

2.4. GAUSSOVA ELIMINACNI METODA
Nyni predstavime obecnou metodu feSeni soustav linearnich rovnic.

2.4.1. Odstupniovany tvar. Dosud jsme pfi feSeni soustav linedrnich rovnic vy-
stadili s ekvivalentnimi Gpravami t¥i typt. A protoZe misto rovnic piSeme rozsifenou
matici soustavy, provadime upravy fadki této matice. Proto jim fikdme elemen-
tarni radkové upravy. Pouziti elementarnich fadkovych Gprav je mnohem Sirsi nez na
pouhé Feseni soustav linearnich rovnic. S jejich pomoci zjistime zakladni vlastnosti
jakékoliv matice. Definujeme je proto obecné pro jakoukoliv matici.

Definice 2.13. Elementdarnimi radkovymi dpravami matice rozumime nasledujici
tfi typy uprav:
(i) prohozeni dvou Fadkd matice,
(ii) vynésobeni jednoho z Fadkti matice nenulovym ¢islem,
(iii) pFicteni libovolného nasobku jednoho fadku k jinému fadku.

Upravu (i), tedy prohozeni dvou fadkt matice, lze docilit posloupnosti zbyljch
dvou taprav, viz cviceni.

Gaussova elimina¢ni metoda je zalozend na prevodu jakékoliv matice do ¥ad-
kové odstupriovaného tvaru pomoci elementarnich fadkovych tuprav. Matice C' =
(Cij)mxn je Vv odstupriovaném tvaru, pokud v kazdém nenulovém fadku matice C
kromé prvniho je na pocatku (tj. zleva) vice nul, nez na poéatku fddku nad nim.
7 této definice ihned plyne, ze nad zddnym nenulovym fadkem nemiize byt nulovy
fadek. V matici v fadkové odstupnovaném tvaru tak jsou vSechny nenulové iadky
v horni ¢asti matice a teprve pod nimi jsou radky nulové.

1 kl kQ kr n
1 .

OBRAZEK 2.8. Matice v fadkové odstupiiovaném tvaru

Symbolicky miizeme definovat matici v fadkové odstupriovaném tvaru nasle-
dovné.

Definice 2.14. Matice C' = (¢;j)mxn je Vv Tddkové odstupriovaném tvaru, pokud
existuje celé ¢islo r € {0,1,...,m} takové, ze fadky r+1,...,m jsou nulové, fadky
1,...,r jsou nenulové, a plati k; < ko < --- < k,., kde k; je index sloupce, ve kterém
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je prvni nenulové ¢islo v i-tém fadku (tedy plati ¢;1 = ¢io = -+ = ¢ ;-1 =0 a
cik;, 7 0; jeSté jinak, k; = min{l : ¢;; # 0}).
Prvkim ¢; ,, 1 = 1,2,...,r, fikdme pivoty.

Soustava linearnich rovnic je v #adkové odstupriovaném tvaru, pokud jeji rozsifena
matice je v fadkové odstuprniovaném tvaru.

Lze také definovat sloupcové odstupniovany tvar matice. Ten ale nebudeme pou-
Zivat, proto budeme misto fadkové odstupnovany tvar fikat stru¢néji odstupriovany
tvar.

Priklad 2.15. Matice

0103 4 0 O
1 7 2 00200 -1 0
( 8 8 8 ) , 03 1], 0 000 4 2 3
0 0 7 0 0000 0 10
000 0O0 O O
jsou v odstupnovaném tvaru. Matice
1 7 2 2 31
< 8 8 (1) ) , 00 1], 0 3 1
0 0 7 0 2 0
v odstupnovaném tvaru nejsou. A

Gaussova eliminace prevadi kazdou matici A = (a;j)mxn do odstupniovaného
tvaru posloupnosti elementarnich radkovych tprav.
Eliminace jednoho sloupce (jedné proménné) probéhne nésledovné.

1. Najdeme prvni nenulovy sloupec, jeho index oznacime k;. Pokud takovy
sloupec neexistuje, je matice A v fddkové odstupniovaném tvaru (nebot je
nulovd), jsme tedy hotovi.

2. Pokud je aix, = 0, prohodime prvni fadek s libovolnym radkem ¢, ve kterém
je air, # 0.

3. Pro kazdé i = 2,3,..., m pfi¢teme (—a;k, /a1, )-ndsobek prvniho fadku k
i-tému radku.

Vsimnéte si, Ze po provedeni kroku 2. méame a1x, # 0 a po provedeni kroku 3 méme
A2k, = A3k, = *** = Gk, = 0.

Dale postup opakujeme s matici bez prvniho fadku. V dalsim kroku tedy na-
jdeme prvni sloupec s indexem ks, pro ktery je alespon jedno z ¢isel agg,, - - -, Gmk,
nenulové, feknéme a;x, # 0,7 > 2. Prohodime druhy a j-ty fadek a pak pro kazdé
i=3,4,...,m pii¢teme (—a;x,/azk, )-nasobek prvniho fadku k i-tému radku.

Gaussova eliminace kon¢i bud v bodé 1, nebo ve chvili, kdy dojdou nenulové
rfadky. To je i ptipad, kdy mé matice A pouze jeden nenulovy fadek.

N4&s popis Gaussovy eliminace neni jednoznacny algoritmus, protoze nepiedepi-
sujeme, ktery fadek prohodime s prvnim fadkem v kroku 2. Rtzné implementace
Gaussovy eliminace to fesi riznym zpusobem, coz je divod, pro¢ zadny konkrétni
zpusob nepfedepisujeme. Vice o tom v ¢asti 2.6 o numerické stabilité.

Véta 2.16. Gaussova eliminace prevede kazZdou matici A = (a;;) typu m x n do
odstupnovaného tvaru.
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Diikaz. Dukaz provedeme indukci podle poctu fadka matice A, tj. podle m. Pro
m = 1 Gaussova eliminace nic nedéla a matice je vzdy v odstupniovaném tvaru,
takze tvrzeni plati.

Predpokladejme, ze véta plati, pokud mé matice méné nez m rfadkd, a vezméme
matici A s m Fadky. Pokud ji tvofi samé nuly, pak se eliminace zastavi v bodé 1. a
véta plati, protoze nulovd matice je v odstupnovaném tvaru. Predpokladejme tedy,
Ze tomu tak neni.

Necht k je index prvniho nenulového sloupce v matici soustavy. Oznac¢me B
matici po provedeni eliminace k-tého sloupce.

1 kk+1 n
1 B

0 7

OBRAZEK 2.9. Gaussova eliminace po prvnim cyklu

Z matice B vynechame prvni fadek a na matici se zbylymi m — 1 fadky pro-
vedeme Gaussovu eliminaci. Podle indukéniho predpokladu dostaneme matici C' v
odstupniovaném tvaru. Prvni nenulovy sloupec v matici C' mé index [ > k, nebot
prvni nenulovy sloupec v celé matici A mél index k a vSechny prvky v k-tém sloupci
matice B pod nenulovym prvkem v prvnim fadku jsou nulové. Vratime-li do ma-
tice C' nahoru prvni fddek matice B, dostaneme tak opét matici v odstupniovaném
tvaru. Tato matice je vysledkem Gaussovy eliminace na pivodni matici A. O

Plati dokonce vice — pocet r nenulovych fadka v matici C' je matici A uréeny
jednoznac¢né, tj. nezavisi na tom, jak jsme Gaussovu eliminaci pouzili. Stejné tak
jsou matici A jednoznacné urcené indexy ki, ks,..., k. sloupct v matici C, které
obsahuji pivoty. Dokézeme si to pozdéji, piislusnou terminologii zavedeme uz nyni.

Definice 2.17. Cislo r, tj. po¢et nenulovych fadkf v matici C' v odstupiiovaném
tvaru, kterou dostaneme z matice A Gaussovou eliminaci, se nazyva hodnost ma-
tice A a znadi se r(A) nebo rank(A). Sloupce v matici A s indexy ki, ko,..., k. 2
definice 2.14 nazyvame bdzové sloupce matice A.

Pfimo z definice hodnosti matice snadno ovérime nésledujici tvrzeni.
Pozorovani 2.18. Pro hodnost rank(A) matice A typu m X n plati nerovnosti
rank(A4) < m,n .

Dikaz. Gaussova eliminace neméni pocet fadk v matici, takZze pocet nenulovych
Fadka v jakékoliv matici C, kterou dostaneme z matice A, je nejvyse rovny poctu
vSech Fadkt v matici A. Elementarni fadkové upravy zachovavaji typ matice.
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Déle v kazdém nenulovém fadku jakékoliv matice v odstupnovaném tvaru je
prvni nenulovy prvek pivot a ruzné pivoty lezi v riznych sloupcich, takze pocet
nenulovych Fadki v jakékoliv matici C' v odstupliovaném tvaru, kterou dostaneme
z matice A posloupnosti elementarnich radkovych tprav, se rovnd poctu pivotd v

matici C' a ten je mensi nebo rovny poctu sloupct v matici C, tj. také v matici
A. O

2.4.2. Eliminac¢ni faze feSeni soustavy linearnich rovnic. Mame-li Fesit sou-
stavu m linedrnich rovnic o n nezndmgych z1,...,z, s rozsifenou matici (A|b),
pouzijeme Gaussovu eliminaci na matici (A4 | b). Vysledkem je n&jakd matice (C'|d)
v fadkové odstuprtiovaném tvaru, ze které také muZeme urcit bazové sloupce. Je-
li sloupec pravych stran bazovy, je posledni nenulovy fddek matice (C'|d) tvaru
(00 ... 0]d,), kde pivot d, # 0. Tento Fadek odpovidé rovnici

O0x1 4+ 0z2 + -+ 0z, =d,

kterd nemé zadné feSeni. Plivodni soustava (A|b) je proto také nefesitelna.

Pokud sloupec pravych stran neni bazovy sloupec matice (A4|b), tj. plati-li 1 <
k1 < kg < --- < k, <n, ukdzeme Ze soustava (A|b) je TeSitelna a najdeme vSechna
feSeni pomoci zpétné substituce.

2.4.3. Zpétna substituce. Ozna¢ime P mnozinu indexi téch sloupct od 1 do n,
které nejsou bazové, tj.

P={12. ...\ {ki,... .k} .

Mnozina P muze byt i prazdna, pokud je kazdy sloupec s vyjimkou sloupce pravych
stran bazovy. Proménnym x,, p € P, fikdme volné proménné (nebo téz parametry).
Ostatni proménné, tj. proménné zy, , Tk,, - . ., Tk, jsou badzové proménné.

Nyni nahlédneme, ze kazda volba hodnot volnych proménnych dava pravé jedno
FeSeni soustavy (A | b). Matici (C'|d) po provedeni Gaussovy eliminace odpovida
soustava lineadrnich rovnic ve tvaru

Clky Thy + Clky +1Tky 41 + -+ C1n%y = dy

€21y Thy + C2 kyt1Thot1 + -+ + ConTy = da

Cr.k, Lk, + Crk,+1%k,+1 + -+ Crndn = dr P

coz je ekvivalentni soustavé rovnic

—1

Ty, =€), (A1 = CLg +1Thy 41 — -+« — C1,nTn)
-1

Thy = Cop, (d2 — Copy 41 Thyt1 — - — C2,0T)
—1

LTk, = Cr,kr (dr — Crk+1Tk,+1 — -+ — Cr,n-rn)

Posledni rovnice jednoznac¢né urcuje hodnotu bazové proménné xj, pomoci hodnot
volnych proménnych — parametri. Po dosazeni za xj, do piedposledni rovnice jed-
noznacné spocteme zy. , pomoci hodnot volnych proménnych — parametri, atd.
Tomuto dopoc¢itavani hodnot bazovych proménnych fikame zpétnd substituce. Do-
kézali jsme tak nasledujici pozorovani.
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Pozorovani 2.19. Pokud sloupec pravjch stran rovnice (A|b) neni bdzovy, pak
pro libovolnd redind cisla x, € R, p € P, existuji jednoznacné urcend redlnd cisla
Thy s Thys - - -, Tk, € R takovd, Ze aritmeticky vektor (x1, 2o, ...,1,)T je vesenim sou-
stavy (A|b).

Nakonec podobné jako v ¢astech 2.3.3 a 2.3.4 vyjadiime mnozinu vSech feseni
soustavy (A|b) ve tvaru

S = u—l—thvp:tpe]R pro kazdé pe P, ,
peEP
kde u a v, pro p € P jsou vhodné n-slozkové aritmetické vektory. Nebylo by tézké
nahlédnout, Ze FeSeni lze skuteéné zapsat v tomto tvaru, ale dikaz odloZime na
dobu, kdy budeme mit vhodné pojmy a aparéat.
Dosavadni poznatky o Teseni soustav linearnich rovnic si shrneme do nasledujici
vety.

Véta 2.20. MnoZina véech tesend tesitelné soustavy (A|b) o n nezndmych je rovnd
mnoziné

S=qu+ thvp: t, €R pro kazdé p € P
peP
pro vhodné n-sloZkové aritmetické vektory u a vy, p € P.

Pfipomertime jesté geometricky vyznam: S je ngjaky “rovny utvar” (bod, pfimka,
rovina, ... ), u je jeden z bodi v S a v,, p € P jsou smérové vektory.

2.4.4. Shrnuti. Obecnou soustavu m linedrnich rovnic o n neznamych lze vyfesit
nasledujicim postupem.
1. Gaussovou eliminaci pfevedeme soustavu na ekvivalentni soustavu v od-
stupniovaném tvaru.
2. Rozhodneme, zda soustava mé feseni. Pokud ne, tj. pokud existuje rovnice
typu 0x1+0x94- - -4+-0x,, = d # 0, skonc¢ime s tim, Ze soustava je nefesitelna.
3. Je-li fesitelnd, uréime volné proménné (parametry) — tj. proménné odpovi-
dajici sloupctim, kde nejsou pivoty. Mnozinu indexti téchto sloupcii ozna-
¢ime P.
4. Mnozinu vSech feSeni vyjadiime tvaru

u—|—thvp : tp € R pro kazdé pe P
peP
pro vhodné n-slozkové aritmetické vektory u a v,, p € P.

Vsimnéte si, Ze pocet volnych proménnych je roven ¢islu n — r, kde r je pocet
nenulovych fadka matice v odstupniovaném tvaru, kterou jsme dostali z rozsifené
matice FeSitelné soustavy (A|b) Gaussovou eliminaci. Jiz dfive jsme definovali,
Ze toto ¢islo se rovnd hodnosti rank(A|b) rozsifené matice soustavy. Zatim sice
neumime dokézat, Ze hodnost matice nezavisi na tom, jaké ekvivalentni dpravy
pouzivame k jejimu prevodu do odstupniovaného tvaru, nicméné tomu tak je. Intui-
tivné to lze zdvodnit tim, Ze v popisu mnoziny feSeni mame n—r parametra, takze
mnozina FeSeni je (n — r)-dimenzionalni Gtvar, pfi¢emz tato dimenze samoziejmé
zavisi jen na ptivodni soustavé, nikoliv na konkrétnim odstupniovaném tvaru.
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Na popsany postup Feseni rovnic se da také divat takto: na zacatku mame rovni-
covy popis ,,rovného atvaru“ v n-rozmérném prostoru, v bodé 1. nalezneme piehled-
néjsi rovnicovy popis stejného ttvaru a v bodé 4. nalezneme jeho parametricky
popis.

V dalsi ¢asti této kapitoly se budeme zabyvat tfemi souvisejicimi otazkami.

e Jak rozumét geometrii soustav linearnich rovnic?
e Co se miuze prihodit, budeme-li soustavy linearnich rovnic fesit na pocitaci?
e Jak dlouho to bude trvat?

2.5. GEOMETRIE SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC

2.5.1. Radkovy pohled na soustavy linearnich rovnic. V prvni opakovaci ka-
pitole jsme si ukazali, ze v pripadé soustavy linearnich rovnic o dvou neznamych
x1, T2 urcuje kazda rovnice néjakou piimku v roviné, pokud je aspoi jeden z koefi-
cienti u z1 a z2 nenulovy. Mnozina vSech feSeni je potom prunikem téchto pfimek.
Z toho je intuitivné jasné, jak mize vypadat mnozina vSech feSeni.
e Cela rovina. To se stane v pfipadé, ze vSechny rovnice maji trivialni tvar
0x1 + 0x9 = 0.
e Piimka. To se stane v pfipadé, ze vSechny (netrividlni) rovnice popisuji
tutéz primku, neboli vSechny rovnice jsou nasobkem jedné z rovnic.
e Bod. Nastane v pripadé, Ze rovnice soustavy popisuji alespon dvé ruzné
primky a vSechny tyto pfimky prochazeji jednim bodem.

OBRAZEK 2.10. Geometrie jednoznacné fesitelné soustavy o dvou neznamych

e Prizdnd mnozina. Nastane v pripadé, ze dvé rovnice urcuji rovnobézné
primky, nebo rovnice urcuji tfi pfimky neprochézejici jednim bodem, nebo
jedna z rovnic je trividlné nesplnitelné, naptiklad Oz + Oxzo = 123.

V pripadé soustavy linedrnich rovnic o tfech nezndmych x1, x2, x3 je kazdé feseni
néjaky bod v trojrozmérném prostoru. Kazda rovnice s aspon jednim nenulovym
koeficientem u neznamych x1,xs, 23 urcuje néjakou rovinu v prostoru. Mnozina
vSech feSeni soustavy je tedy prinikem néjakych rovin. Pro mnozinu vsech feseni
tedy mame néasledujici moznosti, uz bez obrazki.

e Cely prostor. To nastane v trividlnim pripadé, kdy jsou vsechny rovnice v
soustaveé tvaru Oz + Oxs + Oxz = 0.
e Rovina.
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OBRAZEK 2.11. Geometrické divody nefeSitelnosti soustavy o
dvou neznamych

e Piimka.

e Bod.

e Prizdna mnozina. Tento piipad nastane, pokud dvé rovnice urcuji rovno-
bézné roviny, nebo jsou roviny sice po dvou rtuznobézné, ale nemaji zadny
spoleény bod (v tom pfipadé musi byt aspoinl tfi), a nebo je v soustavé
trividlné nefesitelna rovnice, napriklad Ox; 4+ Oxy + Oxg = 123.

Jedna netrividlni linearni rovnice o dvou neznamych odpovida piimce v ro-
viné. Jedna netrividlni linedrni rovnice o tfech nezndmych odpovidéd roviné v tii-
dimenzionalnim prostoru. Na zékladé analogie miizeme tvrdit, Ze jedna netrividlni
rovnice o ¢tyfech neznamych odpovida 3-dimenzionalnimu rovnému atvaru ve 4-
dimenziondlnim prostoru. A s jesté vétsi odvahou muZzeme prohlésit, Ze mnoZina
v8ech FeSeni jedné netrividlni rovnice o n neznamych odpovidd néjakému (n — 1)-
dimenzionalnimu rovnému ttvaru umisténému v n-dimenzionalnim prostoru. Tako-
vému utvaru fikdme nadrovina v n-dimenziondlnim prostoru. Mnozina vSech feseni
soustavy linearnich rovnic o n neznamych pak odpovida priniku néjakych nadrovin
v n~-dimenzionalnim prostoru.

2.5.2. Sloupcovy geometricky pohled. UkaZeme si jesté jeden geometricky po-
hled na soustavy linearnich rovnic. Tento pohled bude v dalsim textu nabyvat na
vétsSim vyznamu nez puvodni pohled pfes rovnice pfimek, rovin, atd. Vezméme si
jednoduchou soustavu dvou rovnic o dvou neznamych

-1+ 312 =1
200 —x9 =3 .
Rozsifena matice této soustavy je
(2 45)
2 -113

Pri feseni soustavy hledame hodnoty proménnych x1, xo tak, aby platila rovnost
dvouslozkovych vektoru
—I1 + 3ZC2 o 1
2.’171 — T2 o 3

Vsimnéme si, ze v prvnim sloupci matice soustavy jsou koeficienty u proménné
x1 a ve druhém sloupci jsou koeficienty u proménné z,. Témto vektorum Fikdme
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sloupcové vektory matice soustavy. Levou stranu posledni rovnosti mizeme pomoci
sloupcovych vektortu prepsat ve tvaru

7I1+3$2 — -1 + 3
2w —xy ) P\ 2 2\ 1

a celou soustavu jako

(o) 2)=(5)

Na obrazku je geometrické znézornéni této soustavy. Mame dény dva vektory a; =
(—1,2)T aay = (3, —1)T, a hleddme né&jaké jejich nasobky tak, abychom se souc¢tem
téchto nasobkil ,trefili“ do bodu se soutadnicemi (1,3)7, coZ je aritmeticky vektor
b pravych stran soustavy.

aj

ag

OBRAZEK 2.12. Sloupcové zadani soustavy o dvou nezndmych

Na dalsim obrazku pak vidime ,,geometrické® FeSeni této soustavy.

Plati totiz
-1 3 1
(5 (5 )-(5)

feSenim je aritmeticky vektor (2,1)7.
Ze sloupcového pohledu na tuto soustavu muzeme ziskat jesté vice. Leva strana
soustavy mize nabyvat hodnot

() e %) mmaes)

To je parametrické vyjadieni roviny. Z geometrického ndhledu vidime (i kdyz to jesté
neumime efektivné dokazat), ze vhodnou volbou nasobki vektorti a; = (—1,2)7 a
ay = (3,—1)T se miizeme trefit do jakéhokoliv bodu roviny a navic pravé jednim
zpusobem. Tento poznatek muzeme zformulovat také tak, Ze soustava

-1 3 |h
2 —1]b
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as A T2

2&1

2&1
a)

ag

OBRAZEK 2.13. Geometrické feseni soustavy o dvou nezndmych sloupcové

je fesitelna pro jakoukoliv pravou stranu b = (b1,bs)7 a feSeni je vidy urcené
jednoznacné.
Jesté zajimavejsi je pripad tfi linedrnich rovnic o dvou neznamych, napft.
1+ 39 = —5
21‘1 + 2:132 =-2
3r1+xo=1.

Rozsifend matice této soustavy je

1 3|5
2 2| -2
3 1|1

Soustavu mizeme pomoci sloupcovych vektora rozsifené matice zapsat jako

1 3 -5
X1 2 + X9 2 = -2
3 1 1

Tentokréat hleddme koeficienty z1 a xo, kterymi je tfeba vynasobit sloupcové vektory
a; = (1,2,3)T aay = (3,2,1)7 tak, abychom se aritmetickym vektorem zja; +x2as
trefili do bodu se soufadnicemi (—5,—2,1)7.
MnozZina
{z1a1 + 2222 : 21,22 € R}

je parametrické vyjadieni roviny v trojrozmérném prostoru (kterd prochéazi bodem
(0,0,0)T). Miizeme se proto trefit pouze do bodi, které lezi v této roving. Pokud
vektor b = (b1, b, b3)T v roviné {x1a; + z2ay : 21, 72 € R} nelezi, soustava

1 3|b
2 2|b
3 1103
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neni fesitelnad. Pokud vektor b v této roviné lezi, soustava ma feSeni a navic je
uréené jednoznacné. Soustava je tedy feSitelna pravé tehdy, kdyz vektor pravych
stran b lezi v roviné s parametrickym vyjadienim {zia; + zoas : z1, 22 € R}.

V nasem konkrétnim pifpadé vektoru (—5,—2,1)7 plati

1 3 -5
12 )-2(2]|=[-2].
3 1 1

coz dokazuje nejen to, Ze soustava s pravou stranou (—5,—2,1)T je fesiteln4, ale
také, ze vektor (—5,—2,1)T lez{ v roving

1 3
xr1 2 + X2 2 tx1,r2 €R
3 1

Abychom zjednodusili dalsi vyjadfovani, zavedeme nésledujici zcela zakladni

arni algebry.

Definice 2.21. Jsou-li uj,uy,...,u, m-slozkové vektory a aj,as,...,a, reilna

¢isla, pak definujeme linedrni kombinaci vektora uy, us, . .., u, s koeficienty a1, as, . ..

jako m-slozkovy vektor
ai1uy =+ ao2Us 4+ 4 anUy .
Soustavu
a1121 + a2 + - + A1pTn = by

a21%1 + A22%2 + -+ + A2pTy, = by

Am1%1 + Gm2T2 + -+ + AmpTn = bm

pak mizeme prepsat do tvaru

ai1 a12 Q1n b1

a2y a22 aon bo
Z1 . + T2 . +--- 4z, =

Am1 Am2 Amn bm

Na levé strané mame linedrni kombinaci sloupcovych vektord matice soustavy s
nezndmymi koeficienty x1,xs,...,x,. Soustava je Tesitelnd prave tehdy, kdyz lze
sloupec pravych stran vyjadfit jako linearni kombinaci sloupcovych vektord matice
soustavy. Vektory koeficientu kazdé takové linedrni kombinace pak tvofi mnozinu
vsech Teseni soustavy.

2.5.3. Vyznam obou geometrickych pohledu na soustavu linearnich rov-
nic. Radkovy pohled nam dava piedstavu, jak miiZze vypadat mnozina vSech feseni
soustavy linearnich rovnic o n-neznamych. Mnozina vSech feSeni jedné rovnice je
nadrovina (za predpokladu, Ze aspoii jeden z koeficientli u nezndmgych je nenulovy)
v n-dimenziondlnim prostoru. Mnozina vsech feseni soustavy m-lineadrnich rovnic o
n neznamych je pak prinikem néjakych nadrovin.

Naproti tomu sloupcovy pohled nam déva geometrickou predstavu, kdy je sou-
stava linearnich rovnic Ax = b fesitelna. Je to pravé tehdy, kdyz lze sloupcovy

7a’7L
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vektor pravych stran b vyjadrit jako linearni kombinaci sloupcovych vektord ma-
tice soustavy A. Geometricky vyznam této podminky v pfipadé soustavy dvou nebo
t¥1 rovnic o dvou neznamych jsme si ukazali vyse.

2.6. PRAKTICKE PROBLEMY PRI NUMERICKEM RESEN{ VELKYCH SOUSTAV
ROVNIC

2.6.1. Numericka stabilita. PfifeSeni soustav linedrnich rovnic na pocéitaci casto
reprezentujeme realna Cisla s néjakou predem urcenou presnosti. Takovych cisel,
které mizeme reprezentovat v poc¢itac¢i pomoci plovouci desetinné carky, je ale pouze
koneéné mnoho, jakkoliv obrovsky ten pocet je. Muze se pfihodit, Ze vysledek néjaké
aritmetické operace se dvéma reprezentovatelnymi ¢isly uz reprezentovat nejde a
pocitac jej musi zaokrouhlit.

Problémem je, Ze zaokrouhlovani koeficienti neni ekvivalentni Gprava soustavy.
Na konci algoritmu tak sice dostaneme presné teseni, ale jiné soustavy. Otazkou
obrovské diilezitosti je jak moc se lisi presné feSeni soustavy pozmeénéné zaokrouhlo-
vanim od presného feseni ptivodni soustavy. Témito otazkami se mimo jiné zabyva
numerickd linedrni algebra. Zakladni poznatek zni, ze Gaussova eliminace je obecné
numericky nestabilni. To znamen4, ze malé zaokrouhlovaci chyby mohou vést k vy-
sledku, ktery se velmi 1isi od spravného.

Uvazujme napiiklad soustavu (vSechny piiklady v ¢4sti o numerické stabilité jsme
prevzali z uc¢ebnice Carl D. Meyer, Matriz Analysis and Applied Linear Algebra,

SIAM 2000)
~107* 12
1 13 )

1 2,0003\"
1,0001° 1,0001

Pokud pouzijeme aritmetiku s tfemi platnymi ciframi, Gaussova eliminace nam

da
—-107* 112 -107% 1 2
( 1 13)”( 0 10 2-104>
a zpétnou substituci dostaneme feseni (0,2)7, které se od spravného ligf vyznamné v
prvni slozce. Problémem je, Ze jsme pfi tipravé pii¢itali 10*-ndsobek prvniho fadku
k druhému a é&islo 104 je tak velké, ze smaZe pro danou soustavu podstatny rozdil
mezi koeficientem 1 u proménné x5 a pravou stranou 3 ve druhé rovnici.

Tomuto problému lze nékdy predejit tak, ze vzdy ptfed eliminaci jedné proménné
prohodime fadky tak, aby pivot byl co nejvétsi (v absolutni hodnoté). Tomu se ¥ika
castecna pivotace. V nasem prikladu bychom napfed prohodili oba fadky a teprve
pak eliminovali prvni sloupec:

—-107% 112 1 113 1 113
1 113 —107% 112 0 1|2

Dostaneme tak feseni (1,2)7, které se rovna spravnému feseni zaokrouhlenému na
t¥i desetinna mista. Lépe to se zaokrouhlovanim na tii desetinnd mista nejde.

jejimz presnym fesenim je
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Céstedna pivotace ale nezamezi viem problémiéim s numerickou stabilitou. Pii-
kladem muze byt soustava
2-10°
3 b

kters vznikne z piedchozi vynasobenim prvni rovnice ¢islem 10°. ReSeni p¥i pouziti
aritmetiky se tfemi platnymi ciframi vyjde opét (0,2)7 a ¢dsteénd pivotace tomuto
problému nezamezi (fadky jsou jiz od zacdtku ve spravném pofadi). U tohoto pii-
kladu je problém ve znacéném rozdilu ve velikosti ¢isel v prvnim fadku a druhém
radku.

Témto i dalsim typtm problém lze zamezit uplnou pivotact, pfi niz prohodime
pred kazdym cyklem eliminace zbylé fadky a sloupce tak, aby pivot byl co nejvétsi.
Uplné pivotace je numericky stabilni v kazdém p¥ipadé. P#i prohozeni sloupcti ne-
smime zapomenout na to, ze vlastné prohazujeme proménné. Misto prvni soustavy
bychom tak fesili soustavu

1 —-107* |2
( 11 |3 )

Gaussova eliminace se zaokrouhlovanim na tfi platnd mista by probéhla nasledovné:

1 —107%12 1 —107%*]2
1 1 3 0 1 1

a zpétnou substituci bychom dostali 1 = 1 (prohazovali jsme sloupce, tak musime
také prohodit proménné) a xo = 2, coz je tak blizko pfesnému FeSeni ptivodni
soustavy jak je to pfi zaokrouhlovani na t¥i platnd mista mozné.

Prohledavani matice v kazdém cyklu tak, aby byl pivot co nejvétsi, je Casoveé
hodné naroc¢né, proto se mu algoritmy pro numerické feseni velkych soustav line-
arnich rovnic snazi vyhnout, pokud to jenom trochu lze. V takovém ptipadé se v
eliminac¢ni fazi pouzivaji jiné algoritmy, které nejsou zaloZené na Gaussové elimi-
naci, jsou ale numericky stabilnéjsi.

—10 10°
1 1

2.6.2. Spatné podminéné soustavy. Jiny typ problémi ukaZeme na soustavé

0,835 0,667 | 0,168
0,333 0,266 | 0,067 | °

vvvvv

Pokud ¢islo 0,067 jen nepatrné zménime na hodnotu 0,066, FeSeni se zméni na
(—666, 834)T. Diivodem tohoto drastického rozdilu je, Ze piimky uréené rovnicemi
jsou témér rovnobézné, takze mald zména jedné z nich miize posunout priisecik
daleko od ptvodniho. V nasem pfikladu se smérnice obou piimek lisi zhruba o
3,6 -1076.

Soustavam, jejichz feSeni je velmi citlivé na malou zménu koeficientt, fikame
Spatné podminéné. U Spatné podminénych soustav ndm nepomiize ani numericky
velmi stabilni algoritmus, protoZe koeficienty jsou v praxi vét§inou ziskané mérenim,
takze jsou zatizené chybou. Je proto zapotfebi zménit matematicky model, ktery
vedl k soustavé, navrhnout jiny experiment, apod., abychom se vyhnuli $patné
podminénym soustavam.

Nicméné numericka stabilita a Spatnad podminénost spolu tésné souvisi — nume-
rickym fFeSenim soustavy linearnich rovnic mizeme z dobfe podminéné soustavy



60 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

vytvorit soustavu $patné podminénou a zaokrouhlovani vedouci k nepatrné zmeéné
koeficientti pak vede k naprosto jinému feSeni.
Presvédcit se to tom miizeme hned u prvniho pfikladu v ¢asti 2.6.1 o numerické
stabilité. V soustavé s matici
—-107* 1|2
(V)

sviraji pfimky urcené jednotlivymi rovnicemi thel pfiblizné m/4, tj. 45°, coZ je
docela dobra podminénost. Po prvnim kroku Gaussovy eliminace jsme dostali sou-

stavu
—1074 1 2
0 104 | 2-10% ’

ve které rovnice urcuji skoro rovnobézné primky. Drobna zména koeficientti a pravé
strany v dusledku zaokrouhlovani pak zpusobila velkou zménu v feseni.
P1i pouziti ¢asteéné pivotace jsme z puvodni soustavy dostali soustavu

1 113
0 1|2

a primky definované rovnicemi soustavy stéle sviraly thel skoro 7 /4. Proto se feseni
soustavy vlivem zaokrouhlovani zménilo nepatrné.

7 téchto uvah plyne zasadni pouceni — numericky stabilni metody feseni sou-
stav linedrnich rovnic by nemély ménit thly mezi pfimkami (obecné nadrovinami)
definovanymi jednotlivymi rovnicemi soustavy, méné formélné receno by nemély
zhorsovat podminénost soustavy. V kapitole o skaldrnim soucinu si ukézeme, jak
toho dosdhnout. Tak jako ve vSsem, ani numericka stabilita neni zadarmo, numericky
stabilni algoritmy pro feSeni soustav linearnich rovnic jsou pomalejsi nez Gaussova
eliminace.

2.7. JAK DLOUHO TO BUDE TRVAT

Mame-li fesit velkou soustavu linedrnich rovnic na pocitaci, potfebujeme néjakou
predstavu, jak dlouho bude vypocet trvat — vtefinu, den, mésic, do vanoc? Doba
vypoctu samoziejmé zavisi na konstrukei pocitace. Nicméné jakousi predstavu nam
miize dat odhad poctu aritmetickych operaci, které je treba pfi vypoctu provést.

Pocet operaci se obvykle udava v jednotce flop, coz je zkratka od floating-point
operation pouzivana i v ¢estiné. Kazdé z operaci s¢itani, od¢itani, ndsobeni a déleni
dvou c¢isel predstavuje jeden flop. My budeme radéji pouzivat termin aritmetickd
operace. Pfipadné prohazovani radkt nepocitame.

Pro zjednodusSeni se omezime na feSeni soustav n linearnich rovnic o n nezna-
mych, které maji jednoznacné feseni. To znamend, Ze mnozina vSech feSeni nemé
zadny parametr, neboli Zze kazda proménna je bazova. Po Gaussové eliminaci jsou
proto pivoty na mistech s indexy 11, 22, 33, ..., nn. Ve skutecnosti toto je pfipad,
ktery vyzaduje nejvice aritmetickych operaci.

Zv14st spoc¢teme pocet aritmetickych operaci nutnych pro Gaussovu eliminaci a
zvl4st pro zpétnou substituci. Nékteré kroky vypoctu si mizete doplnit jako cvideni.

Pti Gaussové eliminaci pouzivame aritmetické operace pouze v kroku 3. Spoci-
tame, kolik aritmetickych operaci je maximalné tfeba pro krok 3., tj. pro jeden
cyklus Gaussovy eliminace.

Chceme-li vynulovat prvni prvek ve druhém radku, musime napted spocitat podil
a91/a11, to je jedno déleni. Pak musime spocitat n — 1 souéind (ae;/ai1)a1; pro
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1 2 n n+1l
1]
2
n .

OBRAZEK 2.14. Rozsifend matice soustavy po Gaussové eliminaci

i=2,3,...,n a jeden soudin (az;/a11)b; pro pravou stranu. To je celkem nejvyse
n + 1 nasobeni/déleni. Mize jich byt méné, pokud je n&které z ¢isel aq; nebo by
rovné 0.

Nakonec spoéteme n — 1 souéttt —(ag1/a11)a1; + ag; pro ¢ = 2,3,...,n. Pro
1 = 1 jej pocitat nemusime, protoze predem vime, ze vyjde 0. Nakonec pfidame
jesté jeden soudet —(ag1/a11)by + be na pravé strané. Celkem potfebujeme nejvyse
n séitdni/odéitdni.

Dohromady vynulovani prvku as; pod pivotem na misté (1,1) v matici typu
nx (n+1) vyzaduje nejvyse n+1 nasobeni/déleni a n séitdni/odéitani. Je-li asy = 0,
nemusime tyto operace viibec provadét.

Musime vynulovat vSech n — 1 prvkt v prvnim sloupci pod a1, to znamena, ze
na tfreti krok Gaussovy eliminace potfebujeme nejvyse

(n —1)(n+1) =n? — 1 néasobeni/déleni a (n — 1)n =n? —n séitani/od¢itani .

Druhy cyklus Gaussovy eliminace provadime s matici bez prvniho fadku a nemu-
sime se starat o prvni sloupec, ktery uz je cely nulovy. Potfebujeme na néj nejvyse

(n —1)? — 1 nasobeni/déleni a (n —1)? — (n — 1) séitani/od¢itani .
Ve tietim cyklu je to nejvyse
(n —2)? — 1 nasobeni/déleni a (n —2)* — (n —2) séitani/odé¢itani, atd.
Posledni cyklus Gaussovy eliminace nuluje prvek pod pivotem na misté (n—1,n—1)
a stoji nas nejvyse
22 — 1 néasobeni/déleni a 2? — 2 séitani/odéitani .

Dohromady tak celd Gaussova eliminace vyzaduje nejvyse
Z k* — (n — 1) nasobeni/dé&leni .

Nyni vyuzijeme vzorecky, jejich dikaz (matematickou indukei) je ponechan jako

cviceni: .
n3 n n n?
K= — 4 — 4= k=—
Z 3 2 6 ; 2

1\3\3



62 LIBOR BARTO A JIRI TUMA
Gaussova eliminace vyzaduje nejvyse

Zk:Q (n—1) %3+%2+ —1—(n—1):n—+n——5—n nasobeni/déleni .
Pocet operaci +/— je pak nejvyse

n® n n3
Zk2 Zk ++6—1—<2+2—1>_3_

V}’/pocet narocnosti Gaussovy eliminace si shrneme do nasledujiciho tvrzeni.

o3

w|3

Tvrzeni 2.22. Gaussova eliminace rozsitené matice soustavy n linedrnich rovnic
o n nezndmych vyZaduje nejvyse

23 n? ™ N 23

- 4+ ~
3 2 6 3
aritmetickych operaci.

Pro velka n je prvni ¢len dominantni. Gaussova eliminace soustavy s 10000 rov-
nicemi o 10000 neznadmych tak vyzaduje zhruba (2/3)101% ~ (2/3)240 aritmetickych
operaci (nebot 103 ~ 219).

Pro odhad naroc¢nosti zpétné substituce si pfipomenme tvar soustavy po probéhlé
Gaussové eliminaci v pfipadé, ze pivoty jsou na mistech 11, 22, ..., nn:

€111 + C12%2 + €13%3 + -+ + Cln—1Tp—1 + C1nTp = di

Co2%2 + C23%3 + -+ + Con_1Tp—1 + ConTn = da

Cn—1,n—1Tn—1 + Cn—1,nTn = dn—l
CnnTn = dn
P1i zpétné substituci tak postupné dopocitavame
-1
Ln = nnd

-1
Tpn—1 = Cn_lm_l(dn—l - Cn—l,nxn)

-1
Ty = Cyy (d2 — €233 =+ — Con—1Tp—1 — C2nTn)
= Yd
z1 = ¢y (di — C122 — 1383 — -+ — CLp_1Tp_1 — Cipn)
a to vyzaduje
- n® n = n® n
E k= 5 + 5 nasobeni/déleni a E k= 53 séitdni/od¢itani .
k=1 k=1

Tvrzeni 2.23. Zpéind substituce vyzaduje pti feSent soustavy n linedrnich rovnic
o n nezndmyjch nejuyse n? aritmetickych operact.

Nyni je vidét, ze pro velkd n je pocet operaci nutnych pro zpétnou substituci
zanedbatelny vzhledem k poc¢tu operaci nutnych pro Gaussovu eliminaci.

Cviéeni
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1. Najdéte kvadraticky polynom p(z) = az® 4 bx + ¢, pro ktery plati p(0) = 3, p(1) = 1,
p(2) =2.

2. Dokazte, ze prohozeni dvou fadkt matice lze docilit zbylymi dvémi elementarnimi
fadkovymi tpravami.

3. Matematickou indukci podle n dokazte, Ze pro kazdé ¢islo n > 1 plati

w‘3w

D k=142+3+--+n=
k=1

+

|3

4. Matematickou indukci podle n dokazte, Ze pro kazdé ¢islo n > 1 plati
n 3 2
SR =Tk’ =

k=1

|3

5. Spoctéte, kolik aritmetickych operaci je nejvyse tieba pro Gaussovu eliminaci soustavy
m rovnic o n neznamych pro libovolnd m, n.

6. Spoctéte, kolik aritmetickych operaci je nejvyse tfeba pro zpétnou substituci pii feseni
soustavy m rovnic o n neznamych pro libovolna m, n.



64

LIBOR BARTO A JIRI TUMA

Shrnuti druhé kapitoly

(1)

Soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych s realnymi koeficienty je sou-
stava

1121 + a12%2 + -+ A1 Ty = by

G211 + a22%2 + -+ + G2,Ty = by

Am1T1 + Gm2X2 + -+ AmpTn = bm .

Soustavy linedrnich rovnic fesime pomoci ekvivalentnich uprav. To jsou
upravy, které neméni mnozinu vsech feseni soustavy.
Vystacime s ekvivalentnimi Gpravami tii typt, kterym rikdme elementdrni
upravy:
(i) prohozeni dvou rovnic,

(ii) vynasobeni néjaké rovnice nenulovym &islem ¢,
(iii) pFic¢teni t-ndsobku jedné rovnice k jiné rovnici.
Kazdé feseni soustavy linearnich rovnic s n neznamymi je usporadana n-tice
(z1,22,...,2,) redlnych ¢isel. Uspofaddanou n-tici redlnych ¢éisel nazyvame
aritmeticky vektor nad R s n slozkami. Aritmetické vektory chapeme jako
sloupce ¢isel, kvili tispoie mista je ale zapisujeme také (w1,z2,...,7,)7.
Mnozinu vSech n-slozkovych aritmetickych vektord nad R oznacujeme R”™,
nazyvame ji také redlny aritmeticky prostor dimenze n.
Aritmetické vektory scitame po slozkdch

(1,22, wn) + (W y2s - yn) T = (T Y22+ 2, T+ )

a ndsobime redlnym cislem také po slozkach
t(z1, o, .. xn)T = (txy, tag, ... tay,)T

Postup pfi feseni soustavy linedrnich rovnic zapisujeme prehledné pomoci

matic. Matice nad R typu m x n je obdélnikové schéma redlnych cisel s

m Fadky a n sloupci. Zapisujeme ji symbolicky A = (@ij)mxn, ¢islo a;; je

prvek matice v ¢-tém fadku a j-tém sloupci.

Soustava linearnich rovnic z bodu (1) ur¢uje dvé matice. Matice soustavy

je matice koeficientd u neznamych:

a1 ai12 . QA1n
a1 a2 ... Q2n
A= (aij)an =
Am1 Am2 cee Qmn
Ptiddme-li k matici soustavy vektor pravych stran (by,ba, ..., b,)T, dosta-

neme rozsirenou matici soustavy

a1 ai2 e A1n bl

a1 @22 ... Q2p by
(A|b) =

Aml Am2 -« Gmn | bm
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Elementarnim tpravam soustavy linearnich rovnic odpovidaji elementdrni
rddkové upravy rozsifené matice soustavy. Definujeme je ale pro jakoukoliv
matici A a jsou to

(i) prohozeni dvou fadkd matice,

(ii) vynasobeni jednoho z Fadkd matice nenulovym ¢islem,
(iii) pFic¢teni libovolného nasobku jednoho fadku k jinému radku.
Gaussova eliminace je postup, jak kazdou matici prevést do odstupnova-
ného tvaru.
Matice C' = (¢ij)mxn je v odstupliovaném tvaru, pokud v kazdém nenu-
lovém Fadku matice C' je na pocétku (tj. zleva) vice nul, nez na pocétku
fadku nad nim. Grafické znazornéni matice v odstupniovaném tvaru je

1 k1 ke kr n

OBRAZEK 2.15. Matice v fadkové odstupiiovaném tvaru

Formalné definujeme, ze matice C = (¢ij)mxn je v Tddkové odstupriova-
ném tvaru, pokud existuje celé ¢&islo r € {0,1,...,m} takové, ze ¥adky
r+1,...,m jsou nulové, fadky 1,...,r jsou nenulové, a plati k; < ko <
-+ < k., kde k; je index sloupce, ve kterém je prvni nenulové ¢islo v i-tém
radku.

Prvkim ¢;p,, ¢ = 1,2,...,r, tj. prvnim nenulovym prvkim v jednotli-

vych tadcich, fikdme pivoty.
Gaussova eliminace spoc¢iva v nésledujicich krocich:

1. Najdeme prvni nenulovy sloupec, jeho index oznac¢ime k;. Pokud ta-
kovy sloupec neexistuje, je matice A v fadkové odstupliovaném tvaru
(nebot je nulova), a jsme hotovi.

2. Pokud je a1, = 0, prohodime prvni fadek s libovolnym radkem i, ve
kterém je a;i, # 0.

3. Prokazdéi = 2,3,..., m pfi¢teme (—a;x, /a1x, )-nésobek prvniho fadku
k i-tému radku.

4. Postup opakujeme s matici bez prvniho fadku.

Gaussovou eliminaci pfevedeme kazdou matici A = (ai;)mxn do odstuptio-
vaného tvaru C' = (¢; j)an- Riznym pouzitim Gaussovy eliminace muzeme
dostat rtizné odstupniované tvary, nebot v kroku 2. mame moZnost volit in-
dex i. Bez dikazu jsme si fekli, Ze pocet nenulovych fadka r a indexy
k1 < ko < -+- <k, z formélni definice odstupniovaného tvaru vyjdou vzdy
stejné, jsou urcené jednozna¢né matici A.
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Cislo 7 nazyvame hodnost matice A a zna¢ime je rank(A). Sloupce s indexy
ki,ka, ..., k. nazyvame bdzové sloupce matice A.

Soustavu linedrnich rovnic fesime ve tiech krocich. Eliminacni fdaze spociva
v pfevedeni rozsifené matice soustavy do odstupnovaného tvaru Gausso-
vou eliminaci. Je-1i sloupec pravych stran bazovy sloupec rozsifené matice
soustavy, nema soustava feseni.

Pokud sloupec pravych stran neni bazovy, nasleduje zpétnd substituce. Na-
pred urcime bdzové promeénné Ty, ,Tk,,...,Tk,., zbyvajicli proménné jsou
volné promenné a jejich hodnoty mutizeme zvolit libovolné. Poté odzadu po-
stupné spo¢teme hodnoty bazovych proménnych xy, ,zg, ,,..., 21 pomoci
volnych proménnych.

Nakonec zapiSeme mnozinu vsech feseni soustavy v parametrickém tvaru

u+2tpvp: t, € R pro kazdé p € P
peP

pro vhodné n-slozkové aritmetické vektory u a v,, p € P, kde P je mnozina
indexfi volnych proménnych-parametri. Kazdé volné proménné z, odpo-
vid4 jeden vektor v,,.

Reseni soustavy linearnich rovnic lze chédpat geometricky dvéma rfiznymi
zptsoby. Mnozina vSech feSeni soustavy je priinik mnozin feSeni jednotli-
vych rovnic. Mnozina vsech feseni jedné linearni rovnice o n neznamych je
nadrovina, tj. ,rovny utvar® dimenze n — 1 v prostoru R™ dimenze n. To v
pfipadé, ze aspon jeden z koeficientd u neznamych je nenulovy. V trividlnim
pripadé, kdy jsou vSechny koeficienty u neznamych nulové, je mnozina vSech
feSeni bud prazdna nebo cely prostor R™. Pokud soustava linearnich rovnic
obsahuje aspon jednu netrivialni rovnici, je mnozina jejich feSeni prinikem
nadrovin.

Pro sloupcovy pohled na feSeni soustavy linearnich rovnic potfebujeme
klicovy pojem linedrni kombinace. Jsou-li uj,us,...,u, aritmetické vek-
tory nad R s m slozkami a a1, as, . . ., a, redlna ¢isla, pak linedrni kombinact
vektord uy, us, ..., u, s koeficienty ai,as,...,a, nazyvame vektor

aiug + asus + -+ -+ apu, € R™ .

Reseni soustavy linearni rovnic (A|b) spoc¢iva v nalezeni vSech moznych
linearnich kombinaci sloupcovych vektora aj,as,...,a, matice soustavy
A, které se rovnaji vektoru pravych stran b. Soustava je tedy feSitelna
préaveé tehdy, kdyz sloupec pravych stran lze vyjadrit jako linearni kombinaci
sloupcovych vektorti matice soustavy.

Resime-li soustavu linedrnich rovnic na poéitaéi, je t¥eba mit na paméti,
Ze v pocitaci lze ulozit presné pouze konecéné mnoho ¢isel. Muze se stat,
ze pri nékterych krocich vypoctu je nutné vysledky zaokrouhlit, aby se do
pocitace ,vesly“. Zaokrouhlovani koeficienti ale neni ekvivalentni aprava.
Pocita¢ nam sice da néjaké reseni, je to ale feSeni jiné soustavy. Numerickd
stabilita, tj. vztah mezi pfesnym feSenim a feSenim ziskanym na pocitaci,
je zakladnim problémem numerické linedrni algebry.

Nékteré soustavy maji jinou nepiijemnou vlastnost - drobna zména nékte-
rého koeficientu nebo prvku na pravé strané zpusobi velkou zménu feSeni.
Takovym soustavam se iika $patné podminéné. Pokud koeficienty soustavy
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ziskdvame méfenim, tak se na Teseni Spatné podminéné soustavy nelze
viitbec spolehnout. Tento problém nelze odstranit ani numericky velmi sta-
bilnim algoritmem.

Pro hruby odhad doby, jakou bude trvat feseni velké soustavy linearnich
rovnic o mnoha neznadmych na pocitaci, je dobré odhadnout pocet arit-
metickych operaci, které vypocet vyzaduje. Gaussova eliminace soustavy n
linearnich rovnic o n nezndmych potiebuje nejvyse (2/3)n® operaci. Zpétna
substituce jich potfebuje nejvyse n2. Pro velka n je asova niro¢nost zpétné
substituce zanedbatelné.

Kliéové znalosti z druhé kapitoly nezbytné pro prubéiné sledovani
prednasek s pochopenim

Aritmetické vektory a poditani s nimi.

Pojem linearni kombinace vektorti.

Matice, zejména védet Ze prvek a;; lezi v i-tém fadku a j-tém sloupci.
Definice fadkové odstupniovaného tvaru matice.

Fakt, ze Gaussova eliminace prevede kazdou matici do fadkové odstupno-
vaného tvaru.

Umét fesit soustavy linedrnich rovnic a vyjadrit mnozinu vSech feSeni v
parametrickém tvaru.

Rozumét fadkovému a sloupcovému pohledu na feSeni soustavy linedrnich
rovnic.
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3. Télesa

Cil. Studiem vlastnosti redlnych cisel, které pouZivaime pTi Tesent
soustav linedrnich rovnic, dojdeme k pojmu telesa. UkdZeme st
nékolik dulezitych prikladi téles.

3.1. MOTIVACE

V minulé kapitole jsme FeSili soustavy linearnich rovnic nad redlnymi ¢&isly (tj.
s redlnymi koeficienty). Zcela stejny postup lze vyuzit pro feSeni soustav linear-
nich rovnic nad jinymi obory, napfiklad komplexnimi ¢isly. Pomoci detailni analyzy
feseni jednoduchych rovnic si uvédomime, jaké vlastnosti pocitani s redlnymi Cisly
nam umoziuji takové rovnice fesit.

Zamysleme se nejprve jaké vlastnosti readlnych ¢isel vyuzivame pri feSeni rovnice
z + a = b, konkrétné tieba

r+11=18 .
Snazime se odhlédnout od toho, Ze feSeni okamzité vidime a Ze nékteré vlastnosti
realnych ¢isel jiz pouzivame zcela automaticky.

Vétsina z nas by na tomto misté navrhla odecist od obou stran ¢islo 11. My
se budeme snazit vystacit se dvémi zakladnimi operacemi, s¢itdnim a nasobenim.
Ostatni operace, jako od¢itani a déleni, budeme povazovat za odvozené. Proto k
obéma stranam radéji pricteme ¢islo —11. Protoze jsme zapomnéli na komutativitu
sCitani, musime se domluvit, z které strany pri¢itame. V nasem piipadé potiebujeme
pricist zprava. Dostavame

(x+11) + (—=11) = 18 + (—11) .
Dalsim krokem je prezavorkovéni levé strany a vypocet souctu na pravé strané:
x4+ (11+(-11) =7 .
Ted muZeme zévorku vypodcitat:
z+0=7.
Nakonec vyuzijeme skutecnosti, ze x + 0 = = a dostavame
r=7.

P1i feseni rovnic typu z+a = b tedy vyuzivame asociativitu s¢itani, existenci ne-
utrélniho prvku a existenci opacnych prvki. Presnéji feceno, vyuzivame nésledujici
vlastnosti:

(S1) (,asociativita s¢itani“) Pro libovolna ¢isla a, b, ¢ € R plati

(a+b)+c=a+(b+c) .

(S2) (,existence nulového prvku®) Existuje ¢islo 0 € R takové, Ze pro libovolné
a € R plati
0+a=a+0=a .
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(S3) (,existence opac¢ného prvku®) Pro kazdé a € R existuje b € R takové, ze
a+b=b+a=0".
Takové b znacime —a.
Pointa je v tom, Ze kdykoliv médme na néjaké mnoziné binarni operaci + s témito
vlastnostmi, pak mutZeme na feSeni rovnic typu  + a = b (nebo a + x = b) pouzit

zcela stejny postup. Binarni operaci se rozumi jakékoliv zobrazeni, které kazdé
usporadané dvojici prvkia z T jednoznacéné pritadi prvek T

Definice 3.1. Bindrni operaci na mnoziné T’ rozumime zobrazeni z T' x T do T.

Je-li @ binarni operace na T, pak jeji hodnotu na dvojici (a, b) zapisujeme vétsi-
nou a ® b, misto B(a, b), nebo formalné jesté spravnéjsiho ®((a,b)).

Vsimnéte si, Zze a @ b musi byt definované pro kazdou dvojici a,b € T a ze
vysledek operace je opét prvek T'. Pokud mé ¢ vlastnost (S1), pak ve vyrazech typu
a1 ® as @ -+ - B a, nemusime psat zavorky, protoze kazdé smysluplné uzavorkovani
dé stejny vysledek (ditkaz je technicky docela naroény, nebudeme jej provadét).
Obecné vSak nemiizeme beztrestné prohazovat potradi.

Priklady mnozin a operaci spliujici (S1), (S2), (S3) jsou

e T'=7 a + je bézné scitani.

e Podobné T'=Q (nebo T'=R, nebo T'= C) a + je bézné séitani.

e Vétsim prikladem je mnozina vsech realnych funkci redlné proménné s ope-
raci séitani funkei.

e Naopak velmi malym piikladem je T = {0,1} s operaci & definovanou
0e0=101=0a0pl=100=1.

e Zcela odlisnym pfikladem pak je mnozina vSech permutaci na néjaké pevné
mnoziné s operaci o skladani permutaci. Tento priklad se od predchozich
lisi v tom, Ze operace neni komutativni (tj. nespliiuje a o b = bo a).

Vratme se nyni k problému, které vlastnosti redlnych ¢éisel vyuzivame pti feseni
soustav linearnich rovnic. Uvazujme rovnici typu a - ¢ = b, napiiklad 3 - x = 12.
Postup feseni je nasledujici.

3-x =12

371 .(3-2)=3""1-12
(371.3).-x=4
l-z=4
r=4 .

Vsimnéte si, ze postup je velmi podobny postupu na feseni rovnice x+a = b. Rozdil
je v tom, Ze misto operace + pracujeme s operaci -, misto 0 pouzivame prvek 1 a
misto —z pouzivame 2z ~!. Vlastnosti -, které vyuzivame, jsou proto velmi podobné
vlastnostem (S1), (S2), (S3) s jednim dulezitym rozdilem — obdoba vlastnosti (S3),
coZ je existence inverzniho prvku, plati pouze pro nenulova éisla. Pouzité vlastnosti
jsou nésledujici.
(N1) (,asociativita nasobeni“) Pro libovolna ¢isla a, b, ¢ € R plati
(a-b)y-c=a-(b-c) .

(N2) (,existence jednotkového prvku“) Existuje ¢islo 1 € R takové, Ze pro libo-
volné a € R plati
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(N3) (,existence inverzniho prvku“) Pro kazdé a € R takové, ze a # 0, existuje

b € R takové, ze
a-b=b-a=1.
Takové b znacime a~ 1.

Pfi elementarnich pravach soustavy linearnich rovnic pouzivame jesté dvé dalsi
vlastnosti. Ty lze vidét napiiklad z tprav, které automaticky pouzivame, pri¢itame-
li 2-nésobek rovnice z+3y = 10 k rovnici (—2)x+4y = 15. V Gpravéach jiz vyuzivime
(S1) a (N1), takze nepiSeme zavorky.

2(r+3y)+ (—2)x+4y=2-10+15
2r+2-3y+ (—2)z +4y =35
2z + 6y + (—2)x + 4y = 35
2z 4+ (—2)x + 6y +4y = 35
2+ (-2)z+(6+4)y =35

0z + 10y = 35
0+ 10y =35
10y = 35 .

Kromé jiz formulovanych vlastnosti jsme vyuzili tyto:

(D) (,oboustranna distributivita“) Pro libovoln4 ¢isla a,b, ¢ € R plati
a-(b+c)=a-b+a-c a (b+c¢)-a=b-a+c-a .
(S4) (,komutativita s¢itani“) Pro libovolna ¢isla a,b € R plati
a+b=b+a .

Jesté jsme vyuzili, ze 0 - z = 0. Pozdéji vSak ukazeme, Ze tento vztah plyne ze
zbylych vlastnosti.

Shrneme-li vSechny doposud zformulované vlastnosti, dostaneme pojem neko-
mutativniho télesa. Nikde jsme totiz nevyuzili komutativitu nésobeni a soustavy
linearnich rovnic Ize Gaussovou eliminaci FeSit i nad nekomutativnimi télesy, jen
bychom se museli dohodnout, zda koeficienty v rovnicich budeme psat zleva nebo
zprava. Rovnice ax = b totiz mize mit jiné feSeni nez rovnice xa = b. Dilezitym
prikladem nekomutativniho télesa je téleso kvaternioni, o kterém se zminime na
konci kapitoly.

My ale budeme pracovat s télesy, kde nasobeni je komutativni, proto do definice
télesa tuto vlastnost pridame. Tim padem staci vyzadovat jen jeden z distributiv-
nich zédkonl a mtzeme také zjednodusit vlastnosti (S2), (S3), (N2) a (N3). Jesté
pfidame tzv. axiom netriviality, tj. pozadavek zZe téleso méa alespon 2 prvky. Jedno-
prvkovou mnozinu totiz za té€leso nechceme povazovat.

3.2. DEFINICE TELESA

Definice 3.2. Télesem T rozumime mnozinu 7" spolu s dvéma bindrnimi operacemi
+,- na T, které splnuji nasledujici axiomy.

(S1) (,asociativita s¢itani“) Pro libovolné prvky a,b,c € T plati

(a+b)+c=a+(b+c) .
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(S2) (,existence nulového prvku*) Existuje prvek 0 € T takovy, Ze pro libovolné

a € T plati
a+0=a .
(S3) (,existence opa¢ného prvku®) Pro kazdé a € T existuje —a € T takové, ze
a+(—a)=0.
(S4) (,komutativita s¢itani“) Pro libovolné prvky a,b € T plati
a+b=b+a .

(N1) (,asociativita ndsobeni“) Pro libovolné prvky a,b,c € T plati
(a-b)-c=a-(b-c) .
(N2) (,existence jednotkového prvku*) Existuje prvek 1 € T takovy, Ze pro libo-
volné a € T plati
a-1=a .
(N3) (,existence inverzniho prvku“) Pro kazdé 0 # a € T existuje a=! € T
takové, ze
a-a”t=1.
(N4) (,komutativita ndsobeni“) Pro libovolné prvky a,b € T plati
a-b=b-a .
D) (,distributivita®) Pro libovolné prvky a,b,c € T plati
( y
a-(b+c)=a-b+a-c.
(= T) (,netrivialita®) |T| > 1.

Prvek 0 z axiomu (S2) téZ nazyvame neutralni prvek vzhledem k operaci + a
prvek 1 z axiomu (N2) je neutrdlni prvek vzhledem k operaci - . V nésledujicim
tvrzeni ukadzeme, ze oba neutralni prvky jsou urcené jednoznac¢né. Tyto jednoznacné
uréené prvky pak vystupuji v axiomech (S3) a (N3).

Formulace (S3) muze byt trochu matouci. P¥esnéji bychom méli fict, Ze pro kazdé
a € T existuje b € T takové, ze a + b = 0, a poté libovolné takové b oznacit —a.
V nésledujicim tvrzeni dokazeme, ze b = —a je pro dané a urceno jednoznacné.
Podobné pro inverzni prvky.

Stejné jako je bézné u realnych ¢isel budeme soudéin «a - b casto zapisovat jako
ab. Také budeme dodrzovat konvenci, zZe nasobeni ma prednost pred sc¢itdnim. Déle
definujeme

a—b=a+(-b) a %zalf1 .

Téleso je zadané mnozinou 1" a urc¢enim dvou binarnich operaci + a - na
mnoziné T'. Samotna mnozina téleso neurcuje. RovnéZz poznamenejme, Ze vzhledem
k definici binarni operace (definice 3.1) musi byt a+b a ab definované pro kazdou
dvojici prvki a,b € T a vysledek musi lezet v mnoziné T

Piikladem télesa je mnoZina racionalnich (nebo redlnych nebo komplexnich) éisel
spolu s béznymi operacemi. Mnozina celych ¢isel spolu s béznymi operacemi téleso
netvofi kvili axiomu (N3). Dfive nez se podivame na dalsi piiklady, dokdZeme
nékolik jednoduchych vlastnosti, které maji vSechna télesa.

Tvrzeni 3.3. V kazdém télese T plati

(1) nulovy prvek je urceny jednoznacné,
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rovnice a + x = b md vZdy prdvé jedno tesent, specidlné opacny prvek —a
je prvkem a € T urceny jednoznacne,

jednotkovy prvek je urceny jednoznacné,

rovnice ax = b, a # 0, md vidy prdvé jedno Tesend, specidlné prvek a=!
inverzni k proku 0 # a € T je prvkem a urceny jednoznacné,

O0a = 0 pro libovolny prvek a € T,

je-li ab =0, pak bud a =0 nebo b =0,

—a = (—1)a pro kazdy prvek a € T,

z rovnosti a + b = a + ¢ plyne b = ¢,

z rovnosti ab = ac a predpokladu a # 0 vyplyvd b = c,

0 1.

(1) Piedpoklddejme, ze 0 a 0" jsou prvky, pro které a + 0 =a =a+ 0/
pro libovolné a € T. Pak plati

0=0+0=0+0=0".

V prvni rovnosti jsme vyuzili, Ze a = a 4+ 0 pro libovolné a (vyuzili jsme
to pro a = 0'), ve druhé rovnosti vyuzivime komutativitu séitdni — axiom
(S3) — a ve tfeti rovnosti vyuzivame, ze a + 0’ = a (pro a = 0).
Tedy 0’ = 0, coz jsme chtéli dokézat.
Vezmeme libovolné a,b € T a predpoklddame, ze x € T i 2’ € T spliiuji
a+x="baa+ 2’ =0 Pficteme k obéma strandm rovnosti a + x = a + 2’
libovolny pevné zvoleny opac¢ny prvek —a k a, pouzijeme asociativitu sé¢itani
a axiomy (S3),(S4) a (S2). Dostédvame
at+x=a+a
(—a) +(a+2) = (=a) + (a+ ')
(ma) +a) +z = ((=a) +a) +2'
O+x=0+2a
x=2a

Tvrzeni o jednoznacnosti opac¢ného prvku dostaneme volbou b = 0.
Obdobné jako (1)
Obdobné jako (2)
Pro libovolné a¢ mame uzitim (D)

0a 4+ 0a = (0+0)a=0a .
Rovnice Oa + = = 0a méa tedy feseni x = Oa, ale také z = 0 podle axiomu
(S2). Z bodu (2) nyni vyplyva 0a = 0.
Pfedpokladejme, ze ab = 0 a a # 0, a dokdZeme Ze b = 0. Rovnice axz = 0
m4 FeSeni x = b a také x = 0 podle predeslého bodu a axiomu (N4). Takze
0 = b podle bodu (4).
Je tfeba ukdzat, ze (—1)a je opaény prvek k a. Pak tvrzeni plyne z jedno-
znacnosti opa¢ného prvku (bod (2)). Skuteéné

a+(-la=1la+(-1)a=(1+(-1))a=0a=0,

kde jsme vyuzili (N2), (D), (S3) a bod (5).

Rovnice a + 2 = (a + ¢) ma TeSeni x = ¢ (zfejmé) a x = b (podle pfedpo-
kladu). Z bodu (2) plyne b = c.

Podobné jako predesly bod.
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(10) Pokud 0 = 1, pak vynasobenim obou stran libovolnym ¢éislem a a uZzitim (5)
a (N2) dostaneme 0 = 0a = la = a. Tedy kazdy prvek je roven nulovému,
takze |T'| = 1.

(]

Dalsi spole¢né vlastnosti vSech téles jsou ve cvicenich.

3.3. TELESA Z,

Ditlezitym prikladem téles jsou télesa Z,, kde p je prvocislo. Tato a jina koneéna
télesa se pouzivaji napriklad v informatice pfi navrhu kédi, které umoznuji spoleh-
livy pfenos informace kanalem se Sumem, nebo pfi navrhu rychlych algoritma pro
pocitani s celociselnymi polynomy.

3.3.1. Déleni se zbytkem. Pocitani v télesech Z,, je zaloZené na déleni se zbytkem.
Nasledujici tvrzeni shrnuje to, co jste se naucili uz na prvnim stupni zakladni skoly.

Tvrzeni 3.4. Pro kaZdé prirozené ¢islo n € N a kaZdé celé éislo a € 7 existuji
jednoznacéné urcéend éisla g € Z ar € {0,1,2,...,n — 1} takovd, Ze plati
a=nqg+r .
Rovnost a = ng + r mizeme také chapat jako zkousku, kterou ovérujeme, ze
spocitany celociselny podil a zbytek pii déleni a ¢islem n jsou spravneé.
Piiklad 3.5.
12:5=2, zbytek 2, nebof 12=5-2+2
—32:7= -5, zbytek 3, mnebot —32=7(-5)+3
62:8=1, zbytek 6, nebot 62=8-7+6 .
A

Tvrzeni 3.4 dokazovat nebudeme. Z prvniho stupné zakladni skoly dokonce znate
algoritmus, jak ¢isla ¢ a r spocitat. Pro nas bude dulezité ¢islo r, kterému fikame
zbytek pri déleni ¢isla a ¢islem n, a budeme jej oznacovat

amodn .

3.3.2. Modularni poéitani. Libovolna dvé celé ¢isla a,b muzeme seéist a vyna-
sobit modulo n:

a®b=(a+b)modn, a®b=(a-b)modn .

Na levych stranach jsou nové definované operace modularniho s¢itani a nasobent,
které definujeme, a na pravych stranach jsou bézné operace v Z. Vysledkem operace
a @b je zbytek pri déleni bézného souctu a + b ¢islem n. Podobné modularni soucin
a ® b je zbytek pri déleni bézného soucinu ab cislem n. Napiiklad pfi pocitani
modulo 5 plati
1¢4=0,304=2,202=4,203=1,303=4,708=1,...

Zbytek pii déleni ¢islem n je vzdy v mnoziné {0,1,...,n — 1}. Tuto ,mnozinu
moznych zbytka pfi déleni ¢islem n“ budeme oznacovat Z,. Nadale budeme pred-
pokladat n > 2, aby mnozina Z,, méla aspon dva prvky.

Bézné scitani celych cisel je komutativni, plati

a+b=b+a
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pro libovolna dvé ¢isla a,b € Z. Proto se také rovnaji zbytky pii déleni obou ¢isel
¢islem n € N:
(a+b)modn=(b+a)modn ,

coz dokazuje rovnost a @ b = b @ a. S¢itani modulo n je tedy komutativni. Zcela
stejné ovérime komutativitu nasobeni modulo n.

vvvvvv

noduché pomocné tvrzeni, Ze pfi moduldrnim séitdni (nebo nésobeni) se vysledek
nezméni, pokud kterykoliv ze séitancti (nebo ¢initelti) nahradime éislem se stejnym
zbytkem modulo n.

Lemma 3.6. Pro libovolné prirozené cislon a celd ¢isla a,b, d takovd, Ze a mod n =
d mod n, plati pri pocitani modulo n rovnosti

1) a®b=dab,
(2) a®b=d0ob .

Diikaz. Protoze modularni s¢itani a néasobeni je definovdno pomoci zbytkd mo-
dulo n, oznacime si 7 = @ mod n = d mod n a s = b mod n. Existuji tedy cela ¢isla
u, v, w, pro ktera plati

a=nu+r, d=nw+7r, b=nv+s .
(1) Pak plati
a+b=(nu+r)+(nv+s)=n(ut+v)+(r+s) .

Nyni najdeme zbytek ¢ € {0,1,...,n — 1} p¥i déleni é&isla r + s ¢islem n.
Pro zbytek ¢ plati rovnost (r + s) = ng + t, kde ¢ je néjaké celé ¢islo. Po
dosazeni do posledniho vyrazu predchoziho vypoctu dostaneme

a+b=n(u+v)+(r+s)=n(u+v)+ (ng+t)
=n(ut+v+q) +t,
coz dokazuje, ze a ® b = (a + b) mod n = ¢. Stejné tak z
d+b=(nw+r)+ (nv+s)=n(w+v)+ (r+s)
=nw+v)+(ng+t)=n(w+v+q)+t

plyned®b=tatedy ddb=t=a@b.
(2) V pfipadé ndsobeni oznadime ¢ = (rs) mod n, coz znamend, ze rs = nq+t
pro néjaké celé ¢islo ¢q. Pak spocteme

ab = (nu 4+ 7)(nv + s) = n*uv + nus + nvr + rs
=n(nuww +us+or)+ (ng+t) =nlnuv+us+or+q)+t
a tedy a © b = (ab) mod n = t. Rovnéz
db = (nw + r)(nv + s) = n(nwv + ws + rv) + (rs)
=n(nwv+ws+rv+q)+t,

coz dokazuje rovnost d O b=t =a ®b.
O

vvvvvv

modulo n lze jakykoliv s¢itanec nebo c¢initel nahradit jeho zbytkem modulo n a
vysledek se nezméni.
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Priklad 3.7. Budeme pocitat modulo 3:
(587 0422) @ (7240 128) =(202) @ (102)=1®2=0 .
Pokud stejny vypocet délame modulo 7, dostaneme
(587 ©422) ® (7240 128) = (602) B (302)=5H6=4 .
A

Lemma 3.6 mtizeme také pouzit k diikazu obecnych vlastnosti poc¢itani modulo n.
Z definice a ® b = (a + b) mod n totiz plyne, Ze obé ¢isla a ® b = (a + b) mod n a
a+b (bézné s¢itdni) maji stejny zbytek modulo n. Pro libovolna tii celd ¢isla a, b, ¢
proto plati
(a®db)@c=(a+b)dc=((a+b)+c)modn ,

v druhé rovnosti jsme pouzili definici s¢itani modulo n. Cely vypocet lze proto pro-
vést pomoci bézného sc¢itani celych ¢isel a teprve na konci spocitat zbytek modulo n.
Stejné tak plati

a®bdc)=a®(b+c)=(a+ (b+c)) modn .

Vzhledem k tomu, Ze bézné séitani celych ¢isel je asociativni, plyne odtud také
asociativita moduldrniho scitani:

(adb)Pc=ad(bdc) .
Zcela stejné ovéfime asociativitu modularniho nasobeni:
(a®b)®c=((ab)c) mod n = (a(bc)) modn=a® (bO c)
a distributivitu:
a®b®dc)=(alb+c)) modn=(ab+ac)modn=(a@d)d(ad®c) .

Nulovy prvek pro séitani modulo n neexistuje. Prirozenym kandidatem je ¢islo
0, nicméné pro kazdé a € Z plati

a®0=(a+0)modn=amodn € Z,={0,1,...,n—1}

a odtud dostavame, ze a ® 0 = a pravé kdyz a = a mod n a to nastane pravé kdyz
a € Zy. 7 analogického duvodu neni ani ¢islo 1 jednotkovym prvkem pro nasobeni
modulo n, nicméné pro kazdé a € Z,, plati a ® 1 = a.

Omezime-li séitani a ndsobeni modulo n na prvky mnoziny Z,, = {0,1,...,n—1},
bude vysledek obou operaci také v Z,. S¢itani a nasobeni modulo n jsou proto
binarni operace také na mnoziné Z,. Pravé jsme si ukazali, ze pro kazdé a € Z,
plati a 0 = a = a ® 1, pro s¢itani a nasobeni modulo n na mnoziné Z, nulovy a
jednotkovy prvek existuji. Zbyva vyjasnit existenci opa¢nych a inverznich prvka.

Pro kazdy nenulovy prvek a € Z, plati n —a € Z,, a protoze

a®(n—a)=nmodn=0,

je prvek n — a opacny k prvku a. Vzhledem k tomu, ze 0 & 0 = 0, je nulovy
prvek opacny k sobé samému. Opacny prvek proto existuje ke kazdému a € Z,.
Oznacime jej ©a. Pro kazdé a € Z,, ale plati rovnost (©a) mod n = (—a) mod n.
Podle lemma 3.6 tak mtzeme pfi moduldrnim pocitani také kazdy vyskyt prvku
© a nahradit béznym opaénym prvkem —a a vysledek se nezméni.
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Priklad 3.8. Budeme pocitat modulo 6:
3210 (©223)0 115 =3210(-223)® (©115) =305® (-115) =3®5=2 .
A

ji podrobnéji zabyvat za chvilku. Dosavadni poznatky si shrneme v nasledujicim
tvrzeni.

Tvrzeni 3.9. Pro kaZdé prirozené cislo n > 2 jsou operace s¢itani a ndsobeni
modulo n bindrni operace na mnoziné Z, = {0,1,...,n — 1} a spliuji vsechny
aziomy télesa s vyjimkou aziomu (N3) o existenci inverzniho prvku ke kazdému
nenulovému prvku a € Z,,.

3.3.3. Existence inverznich prvka v Z,. Nadale budeme pfi po¢itani modulo n
pouzivat bézné oznaceni operaci +, —, -, pricemz budeme - obvykle vynechévat.
Skutecnost, Ze poc¢itame modulo n je ddna sdélenim, Ze pocitame v Z,.

Zkusime zjistit, existuje-li v Zg inverzni prvek k prvku 2. Udélame to zkusmo,
spoc¢teme vSechny souciny 2x pro x € Zs.

z |0]1]2

2c |0 2|1 °
Zjistili jsme, Ze v Z3 je 2 inverzni prvek k 2. A protoze v Z3 plati také 1-1 =1

(coz plati v kazdém Z,), nasli jsme inverzni prvek ke kazdému nenulovému prvku

a € Zs. To znamen4, Ze poCitani v Zs spliiuje i axiom (N3) a Zs je téleso.
Zkusime stejnym zptisobem najit inverzni prvek ke 2 v Zy:

z |0]1]2]3
20 [0[2[0]2

K ¢islu 2 tedy v Z,4 inverzni prvek neexistuje a Z4 proto neni téleso. Jiny dtvod,
pro¢ Z4 neni téleso spociva také v rovnosti 2 - 2 = 0, protoze v libovolném télese
musi byt soucin dvou nenulovych prvkd rizny od 0 - viz vlastnost (6) v tvrzeni 3.3.
Na zakladé posledniho argumentu mutzeme ihned dokazat nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.10. Je-li n > 2 sloZen€ c¢islo, pak Z,, s operacemi scitdni a ndsobeni
modulo n nent téleso.

Diikaz. Protoze predpokldadame, Ze n je sloZzené ¢islo, miizeme jej napsat jako bézny
soucin n = ab, kde obé€ ¢isla a, b jsou kladné, nenulova, a mensi nez n. Patfi proto
do Z,. Pro jejich sou¢in modulo n pak plati ab = n mod n = 0. Poéitani v Z,
tak nemd vlastnost (6) v tvrzeni 3.3, kterd musi platit v kazdém télese, a proto Z,
télesem neni. O

Zkusime-li pfesto najit v Z4 inverzni prvek k 3, vyjde

z [0]1]2]3
3z|0f3]2]1

Inverzni prvek k 3 v Z, existuje. Cislo 2 je jediny nenulovy prvek v Z,, ke kterému
inverzni prvek neexistuje.
Pokroc¢ime dale k Zs:
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V Zs proto plati 2-3 =1a4-4 =1, a protoze také 1-1 = 1, inverzni prvky
existuji ke vSem nenulovym prvkim Zs a Zs proto télesem je. Télesa Zs a Zs jsou
specidlnim pripadem konec¢nych télesech popsanych v nasledujici véte.

Véta 3.11. Pro libovoln€ prvocislo p je mnoZina Z, spolu s operacemsi scitdni a
ndsobeni modulo p teleso.

Dikaz. 7 tvrzeni 3.9 uz vime, Ze Z, spliuje vSechny axiomy télesa s vyjimkou
axiomu (N3).

Myslenka dtikazu existence inverznich prvkid v Z, vychazi z pozorovani, Ze ve
vsech dosud uvedenych prikladech, kdy inverzni prvek k nenulovému a € Z,, exis-
toval, bylo zobrazeni

T ax : Ly — Ly

vzédjemné jednoznacné. Jako prvni krok dikazu ukdzeme, ze v pfipadé Z,, kdy p je
prvocislo, je pro kazdy nenulovy prvek a € Z, toto zobrazeni prosté.

Pokud pro néjaké dva prvky =,y € Z, plati, ze ax = ay v Z,, maji oba (bézné)
souciny ax a ay stejny zbytek r pti déleni prvocislem p. Existuji tedy cela ¢isla u, v,
pro ktera plati

ar=pu+7r a ay=pv+r .

Odectenim rovnosti dostaneme a(z — y) = p(u — v). Z této rovnosti plyne, ze
prvocislo p déli (bézny) soudin a(z — y). Protoze je to prvodcislo, musi délit aspoi
jednoho z &initelt a nebo z — y. Cislo a délitelné prvoéislem p byt nemuize, nebot
a € {1,2,...,p — 1}. Prvocislo p tedy déli rozdil x — y. Protoze z,y € Z, =
{0,1,...,p — 1}, pro absolutni hodnotu |z — y| plati 0 < |z — y| < p. Jedinou
moznosti délitelnou p je tedy |z — y| = 0 a proto x = y.

Zobrazeni

x = ax: Ly — Ly

je tedy prosté. ProtoZe je mnozina Z, konec¢n, je zobrazeni x — ax také na celou
mnozinu Z,. Proto existuje x € Z, takové, Ze v Z, plati ax = 1. ([

Priklad 3.12. V télese Zs mame
17t=1,21=331=2 41=4.
V télese Zr; je
171=1,2"1=4, 31 =5 41=251=3 61=6.

Inverzni prvky jsme nasli zkusmo, napiiklad v télese Zs plati 2= = 3, protoze
2 -3 = 1. Uvedeme nékolik snadnych pozorovani, které usnadni praci. Kazdé z nich
ovéite na uvedenych ptikladech.

V kazdém télese plati 171 = 1 a také (—1)"! = —1. Tedy v Z, je (p —1)"! =
(p— 1), protoze —1 = p — 1 (&ti ,opaény prvek k 1 je p — 1%). Podle cvideni 3. na
konci této kapitoly je (—a)~! = —(a™!), takZe zname-li inverzni prvek k a, mtizeme
téz urcit inverzni prvek k —a = p — a. Podle stejného cviceni je inverzni prvek k
inverznimu prvku ptivodni prvek, tj. vime-li, ze b = a~!, pak a = b~ 1. A
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Priklad 3.13. V télese Z; plati
-3 4 1
T =4-5""=4-3=5.
Vyuzili jsme 571 = 3, coZ jsme nahlédli v pfedchozim piikladu. Alternativné se lze
primo zeptat jakym Cislem je v Z; tfeba vynasobit 5, abychom dostali 4. Jesté jinak
miizeme pocitat
-3 4
5 —2
Poznamenejme, Ze zatimco v télese redlnych (nebo raciondlnich) éisel je 4/5 ¢islo,
v télese Z7 jde o vyraz ,4 déleno 5“. Takové vyrazy by se ve vysledcich piikladi
nemély objevovat, protoze jdou jesté dopocitat. A

—-2=5.

Nez se pustime do feseni soustavy linearnich rovnic s koeficienty v Zi; v nésle-
dujicim prikladu, pfipravime si tabulku inverznich prvka v télese Zq1:

z |1]2[3]4]5|6][7[8]9]10
Tl1f6f4af3[9]2[8[7[5]10

Priiklad 3.14. V télese Z,; vyfeSime soustavu linearnich rovnic s matici

2 4 1 2 103
41 3 8 617
75 0 2 6|8

Soustavu prevedeme do odstupniovaného tvaru.

2 4 1 2 10|3 2 4 1 2 103
4 1 3 8 6 7 ~1 0 4 1 4 8|1 |~
75 0 2 6 0 2 2 6 4|3
2 4 1 2 103 1 2 6 517
~1 0 4 1 4 8 1 01 3 213
00 7 4 0 0 0 1 10 019
V prvni Gpravé jsme 9-nasobek prvmho tfadku pricetli ke druhému a 2-nasobek

prvniho fadku jsme pticetli ke tfetimu.

Jak jsme pfisli napfiklad na éislo 9 p¥i nulovani pozice (2,1)7 Jednou moznosti
je spocitat (—4)2=! = 7-6 = 9. Pro mal4 télesa, zejména Zs, Z3, Zs, Z7, je asi
nejrychlejsi urcit potfebné ¢islo zkusmo. Tim myslime v nasem piipadé dvahou
»kolika je tfeba vynasobit 2, aby po pficteni 4 vznikla 0“. Mozné o néco pocetné
pii{jemnéjsi nez pricitat 9-ndsobek je pfiéitat (—2)-nasobek.

Na koeficient 2 pfi nulovani pozice (3,1) mtzeme obdobné p¥ijit bud vypocétem
nebo zkusmo. Vypocet provedeme pfimocate

-7
2
nebo rychleji napriklad takto:

=(-7-27'=4.6=2,

-7 4
—=—-=2.
2 2

V dalsi tpravé jsme 5-nasobek druhého fadku pficetli k tfetimu. V posledni
flpravé jsme Vynésobili radky cisly tak, aby pivoty byly roviy 1 To nam usnadni

vvvvvv

¢islem 27! = 6, druhy fadek ¢islem 4~ = 3 a tfeti fadek éislem 771 = 8.
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Béazové proménné jsou xi, x2 a x3 a volné proménné jsou x4 a x;. Hodnoty
volnych proménnych zvolime libovolné x4 = t4 a x5 = t; a zpétnou substituci
dopoc¢teme hodnoty bazovych proménnych

23 =9—10z4 = 9+ (—10)ts = 9+ t4,

X9 =3 — 3w — x4 — 205 = 3+ 8(9 + t4) + 10t4 + 95
— 346+ 8ty + 10ty + 9t = 9 + Tts + Ots,

X1 =7—2wg — 623 — g —Hx5 =7 —2(9+ Tty + 95) + 5(9 + t4) — t4 — 5t5
=7—-18—=3ty, —Tt5s + 1+ 5ty —t4 — 5t5 =1+ t4 + 10t5 .

Obecné feseni soustavy se tedy rovna

1 1 1 10
To 9 7 9
I3 = 9 + t4 1 + t5 0
Ty 0 1 0
Is 0 0 1
a mnozina vSech feSeni soustavy je

1 1 10

9 7 9

9 + ty 1 +t5 0 tlg,l5 € 711

0 1 0

0 0 1

3.4. CHARAKTERISTIKA
Dulezitym ¢iselnym parametrem téles je jejich charakteristika.
Definice 3.15. Existuje-li kladné celé ¢islo n takové, ze v télese T plati
l+14---+1=0,
—_—
n
pak nejmensi takové kladné Cislo nazyvame charakteristika télesa T.

Pokud zadné takové kladné celé cislo n neexistuje, tak fikdme zZe té€leso T mé
charakteristiku 0.

Charakteristika tedy urcuje, kolikrat nejméné je tieba seéist jednotkovy prvek,
abychom dostali 0. Pokud s¢itdnim 1 nikdy nedostaneme nulovy prvek, charakte-
ristika je 0.

Véta 3.16. Charakteristika kaZdého télesa je bud 0 nebo prvocisio.

Diikaz. Jestlize charakteristika té€lesa T neni rovna 0, pak existuje néjaké kladné
celé ¢islo n > 2, pro které plati

I4+14--4+1=0.

| . —

n
Jestlize je n slozené cislo, plati n = kl pro néjaka kladna cela cisla k,1 < n. V
dutsledku axiomu distributivity (D) plati
QI+1+-+DQ+1++)=1+1+--+1=0.
E l kl=n
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Podle tvrzeni 3.3.(6) miZze byt soucin dvou prvkl v télese rovny 0 pouze pokud je
aspoii jeden z €initelit rovny 0. Proto je bud

14+1+4---41=0
—_——
k

nebo
1+1+---+1=0.
l
V kazdém piipadé nemuze byt slozené ¢islo n > 2 nejmensim kladnym celym cislem,
pro které plati
14+1+--+1=0.
n

ProtozZe je 1 # 0 podle tvrzeni 3.3.(10), musi byt nejmensi takové ¢islo prvocislo. O

Charakteristika téles Q,R,C je 0. Pro libovolné prvocislo p je charakteristika
télesa Zj, rovna p.

Télesa charakteristiky 2 maji tu pfijemnou vlastnost, Ze s¢itani a od¢itani sply-
vaji, viz cviceni. V nékterych situacich tato télesa tvori vyjimecné piipady, které je
tFeba zvlast rozebirat. Jednim z dtvodt je fakt, Ze v nich nelze poditat aritmeticky
pramér dvou cisel — vyraz

a+b

141
totiz nedava smysl, protoze v ném délime nulou. V télese s charakteristikou 2 se
nelze bratrsky rozdélit.

3.5. DALSI PRIKLADY TELES

3.5.1. Ctyiprvkové téleso. Pokud n neni prvoéislo, pak Z, neni téleso. Tedy
napftiklad Z4 neni téleso. Neni splnény axiom (N3), prvek 2 nemé inverzni prvek.
Mtzeme také pouzit vétu 3.16, protoze charakteristika by byla 4, coz pro téleso
neni mozné.

Ctyiprvkové téleso ale existuje. Nejlépe je pocitat s polynomy

GF(4) ={0,1,0,a0 + 1}
jedné proménné « s koeficienty v Z,. S¢itani je definované jako pfirozené séiténi
polynomt, pri¢emz s koeficienty pocitame jako v télese Zo. Napft.
at+(a+l)=1+la+1=1.
Pfi nasobeni polynomy vynasobime pfirozenym zpusobem (s koeficienty opét po¢i-
tame jako v Zy) a piipadny ¢len o? nahradime sou¢tem « + 1. Napiiklad
(a+D(a+)=a’+(1+Da+1=
=a’+l=(a+1)+1l=aqa.

2 2

Nahradu ¢lenu a” souc¢tem a+1 1ze chépat také jako zbytek pti déleni polynomu a
polynomem o2 + o + 1. Nasobeni ve 4-prvkovém télese GF(4) lze tedy chépat také
jako b&zné nasobeni polynomt s koeficienty v Z, modulo polynom a?+a+1. Stejné
tak je mozné i s¢itani povaZovat za bézné s¢itani polynomt modulo a? + o + 1.
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Pro polynom o2 + a + 1 je dileZité, Ze jej nelze vyjadfit jako souéin dvou poly-
nomu mens$iho stupné. Této analogii prvocisel mezi polynomy fikame nerozlozitelnée
polynomy.

3.5.2. Dalsi konec¢na télesa. Téleso s n prvky existuje pravé tehdy, kdyz n je
mocnina prvocisla. Diikaz uvidite pozdéji v kurzu algebry. Pro kazdé prvocislo p a
pfirozené ¢islo k dokonce existuje v podstaté (az na pfeznadeni prvki) jediné téleso,
které ma p* prvki. Lze jej sestrojit podobné jako ¢tyiprvkové téleso. Prvky budou
polynomy stupné nejvyse k — 1 s koeficienty v Z,, a pocitat budeme modulo pevné
zvoleny nerozlozitelny polynom stupné k, tj. polynom, ktery se neda napsat jako
(bé&Zny) soudin polynomu nizsiho stupné.
Kazdé téleso s p* prvky ma charakteristiku p.

3.5.3. Charakteristika a konecnost. Kazdé téleso charakteristiky 0 mé neko-
necné mnoho prvki, protoze ¢isla 0,1,1+ 1,1+ 141 jsou vSechna navzajem rtizna.
Lze ukazat, ze takové téleso v jistém smyslu ,,obsahuje“ téleso racionélnich ¢isel
(viz cviceni).

Na druhou stranu neni pravda, ze téleso nenulové charakteristiky ma nutné ko-
necny pocet prvku. Piiklad uvadét nebudeme, fekneme si pouze, ze kazdé téleso
charakteristiky p ,obsahuje“ téleso Z, (opét viz cvideni).

3.5.4. Podtélesa komplexnich c¢isel. Existuje celd fada téles ,mezi“ racional-
nimi a komplexnimi ¢isly. Napiiklad mnozina komplexnich éisel
{a+bi:a,beQ}

tvofi s béznymi operacemi téleso. K dikazu musime ovéfit, ze tato mnozina je
uzaviena na s¢itdni a nasobeni. Vétsina zbylych axiomu je pak ocividna, kromé
existence inverzniho prvku. Uplny diikaz pfenechdme do cviceni.

Dalsim prikladem je mnozina

{a+bV2:a,beQ}

opét s béznymi operacemi.

Tato a podobnéa télesa hraji velkou roli naptiklad pri dikazu slavné véty, ze
neexistuje vzoreéek (vyuzivajici operace +, -, —,:, W/ ) pro kofeny polynomu vétsiho
nez ¢tvrtého stupné, nebo pri dikazu neexistence konstrukce kvadratury kruhu,
trisekce thlu nebo zdvojeni krychle kruzitkem a pravitkem.

3.5.5. Kvaterniony. Dulezitym piikladem nekomutativniho télesa jsou kvaterni-
ony. Kvaterniony definujeme jako vyrazy tvaru

a—+1ib+ je+ kd

kde a, b, c,d € R a1, j, k jsou kvaternionové jednotky. S¢itani je definovano pfirozené,
tedy

(a+ib+je+kd)+ (o +ib' +jc' +kd') = (a+a')+i(b+b)+j(c+)+k(d+d) .

P1i nasobeni roznasobime zavorky a vyuzijeme vztahi ai = ia,aj = ja,ak = ka
pro libovolné a € R a

==k =-1, ij=k jk=i, ki=j, ji=—k, kj=—i, ik=—j,

které se dobfe pamatuji pomoci cyklu i — j — k — 4:
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N

Pokud néasobime po sméru cyklu, dostaneme tfeti kvaternionovou jednotku s
kladnym znaménkem, a nasobeni proti sméru znaménko obraci. Tedy

(a+ib+jc+kd) - (a/ +ib' +jc +kd) =
= ad’ +iab + jac + kad' + iba' +i*bb + ijbc’ + ikbd'+
+ jed’ + jich' + j2ed + jked + kda' + kidb' + kjdc + k*dd =
= aa’ +iab’ + jac’ + kad' + iba’ — bb’ 4 kbc' — jbd' 4
+jea’ — keb' — e +icd + kda' + jdb —idd — dd' =
= (aa’ — b0 — ¢ —dd') + +i(ab’ + ba’ + cd' — dc')+
+jlac’ —bd + ca’ + db') + k(ad' + bc’ — b’ +da’) .

Kvaterniony typu a + ib+ j0 4+ k0 mtzeme sc¢itat a nasobit jako komplexni ¢isla,
nebot

(a+ib+j0+k0)+ (a’ +ib' +j0+k0) = (a+a’) +i(b+b") + jO+ kO
a rovnez
(a +ib+ 50 + k0) - (a’ 4+ ib’ + 50 + k0) = aa’ — bb" + i(ab’ + ba') + jO + kO .

Teéleso kvaterniont je tedy rozsifenim télesa komplexnich ¢isel stejné jako je téleso
komplexnich ¢isel rozsifenim télesa redlnych cisel.

Linearni algebru lze mimo jiné pouzit také ke zkoumani geometrickych zobrazeni.
Dulezitymi piiklady takovych zobrazeni jsou rotace o néjaky tithel o kolem néjaké
osy. V kapitole o unitarni diagonalizaci si ukédzeme, Ze slozeni dvou rotaci kolem
riznych os je opét rotace kolem néjaké osy. Najit osu a tihel slozené rotace ale neni
vibec jednoduché. Patrani po tom, jak osa a thel slozené rotace zavisi na osach a
thlech ptivodnich rotaci, které skladame, vedlo k objevu kvaterniont.

Délkou kvaternionu a + ib + jc + kd rozumime redlné &islo va2 + b2 + c2 + d2.
Kvaternion délky 1 nazyvame jednotkovy kvaternion. Lze spoéitat (viz cviceni),
ze sou¢in dvou jednotkovych kvaternioni je zase jednotkovy kvaternion. P¥imo
z definice také plyne, Ze je-li a + ib + jc + kd jednotkovy kvaternion, pak také
—a — tb — jc — kd je jednotkovy kvaternion.

Je-li a? + b2 + ¢? = 1, pak rotaci kolem osy prochazejici poéatkem soufadnic a
bodem (a,b,c) # (0,0,0) o thel o v kladném sméru (tj. proti sméru hodinovych
ruci¢ek divame-li se na rovinu, ve které se body pohybuji, ze sméru osy rotace)
zapiSeme pomoci jednotkového kvaternionu

cos(a/2) + (ia + jb + kc) sin(a/2) .
Tak napfiklad otoceni o thel 7/2 kolem prvni soufadné osy zapiSeme jako kvater-
nion
V2 V2
RPNy R

2 2
Otoceni kolem osy z o thel 7/2 v kladném sméru zapiSeme pomoci kvaternionu

V2 V2
2 2
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Jednotkovy kvaternion
cos(a/2) + (ia + jb + kc) sin(a/2)
popisuje stejnou rotaci jako jednotkovy kvaternion
—cos(a/2) — (ia + jb+ kc) sin(a/2) .

Pro kazdou rotaci médme proto na vybér dva mozné jednotkové kvaterniony. Oba
priklady z predchoziho odstavce jsou jednotkové kvaterniony.

Slozime-li dvé rotace, dostaneme osu a thel sloZené rotace tak, ze vynasobime
prislusné kvaterniony v daném potadi.

Priklad 3.17. Slozime rotaci kolem osy x o thel 7/2 s rotaci kolem osy z o thel
/2. Osu a thel sloZené rotace najdeme jako soucin kvaterniontt

V2 V2 (VR Ve
<2+k2><2+’2

1 L 1

1 1 1 1)\ V3
=+ |imtimth—0 ),
2 ( NVERRE \/§> 2

pouzili jsme rovnost ki = j.

Plati tedy, Ze sloZend rotace je kolem osy prvniho oktantu o thel 27 /3 v kladném
smeru. A

Cviceni

1. Dokazte, Ze v libovolném télese T plati pro kazdé dva prvky a,b € T vztahy (—a)(—b) =
ab, (—a)b = —(ab) a

a —a a

bbb
2. Dokazte, ze v libovolném télese T funguje pfevod na spoleény jmenovatel, tzn. dokazte,
ze pro libovolné a, b,c,d € T, b, d # 0, plati

a ¢ ad+bc
b dT i
3. Dokaite, ze v libovolném télese plati —0 =0, 17 =1, (—a)™' = —a™, (a™) ™' =@

pro libovolné 0 # a € T.

4. Dokazte, Ze pro libovolné n > 2 plati, ze k prvku a € Z,, existuje inverzni prvek v Z,,
pravé kdyz je ¢islo a nesoudélné s n (tj. nejvétsi spolecny délitel éisel a,n se rovnd 1).

5. Dokazte, Ze v libovolném télese T charakteristiky 2 plati a = —a pro libovolny prvek
acT.

6. Vytvorte tabulku pocitani ve ¢tyfprvkovém télese a ovéite, ze se skutecné jedna o
téleso.

7. Rozhodnéte (a odpovéd dokazte), které z nasledujicich podmnozin C tvoii s béznymi
operacemi téleso.

{a+bi:a,beQ}

{a+bv2:a,bcQ}

{a+by/n:a,b € Q}, kde n je pevné zvolené prirozené ¢islo

{a+b¥2:a,bcQ}

{a +b¥24cV4:a,b,ccQ}

{a +bv/2+ V3 :a,b,c € Q}

{a +bvV2+cV/3+dV6:a,bc,dcQ}
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8. Dokazte, ze v télese charakteristiky 0 jsou vSechna ¢isla 0,1,1+1,1+1+1, ...navzajem
rizna.
9. Necht T s operacemi &, ® je t&leso charakteristiky 0. Opac¢né prvky a déleni v tomto
télese budeme znacit ©, ®. Pro libovolné prirozené ¢islo n oznacme
n=1¢l®---&1 a —n=6n
(S ———
nx
Dokazte, ze pro libovolné pi,p2 € Z a q1,q92 € N plati, ze p1 © g1 = P2 @ g2 pravé tehdy,
kdyz se raciondlni ¢isla p1/q1 a p2/qe rovnaji a plati
Proqm) o Poe) =PnRoqagk, Pr1oqm) e [P20®)=pe+paoag -
Prvky T typu p@ q, p € Z, q € N se tedy scitaji a nasobi jako racionélni ¢isla. V tomto
smyslu obsahuje kazdé téleso charakteristiky 0 téleso racionalnich ¢isel.

10. Po vzoru pfedchoziho tvrzeni presné zformulujte a dokazte tvrzeni, ze kazdé téleso
charakteristiky p obsahuje téleso Z,.

11. V télese kvaternionti najdéte prvek inverzni k nenulovému kvaternionu a+ b+ jc+kd.

12. Dokazte, ze soucin dvou jednotkovych kvaternionu je opét jednotkovy kvaternion.
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Shrnuti tieti kapitoly

(1)
(2)

3)

(4)
()

Binarni operace na mnoziné T je zobrazeni z T x T do T'.
Teleso T je mnozina T spolu se dvéma binarnimi operacemi + a -
na T splnujici nasledujici podminky
(S1) pro kazdé a,b,c € T plati (a+b)+c=a+ (b+ ¢),
) existuje prvek 0 € T takovy, ze pro kazdé a € T plati a + 0 = a,
) pro kazdy prvek a € T existuje —a € T takovy, Ze a + (—a) = 0,
) pro kazdé a,be T plati a+b=">b+a,
N1) pro kazdé a,b,c € T plati (a-b)-c=a-(b-c),
) existuje prvek 1 € T takovy, ze pro kazdé a € T plati a -1 = q,
) pro kazdy prvek a € T, a # 0, existuje a~! € T takovy, ze a-a~!' =1,
) pro kazdé a,be T plati a-b="b"a,
) pro kazdé a,b,ce Rplatia-(b+c¢)=a-b+a-c.
(nT) T ma aspon dva prvky.
Uvedenym vlastnostem pocitani v télese fikdme axiomy télesa.
7 axiomu télesa vyplyvaji nasledujici bézné vlastnosti obou operaci, které
proto plati v kazdém télese T:
e nulovy prvek je uréeny jednoznacné,
e rovnice a + x = b ma vzdy pravé jedno feSeni, speciadlné opacny prvek
—a je prvkem a € T urceny jednoznacné,
e jednotkovy prvek je urceny jednoznacné,
rovnice ax = b, a # 0, ma vzdy pravé jedno feSeni, specidlné prvek
a~! inverzni k prvku 0 # a € T je prvkem a uréeny jednoznaéné,
e Oa = 0 pro libovolny prvek a € T,
e je-li ab =0, pak bud a = 0 nebo b = 0,
e —a = (—1)a pro kazdy prvek a € T,
[ ]
[ ]

z rovnosti a + b = a + ¢ plyne b = ¢,

z rovnosti ab = ac a predpokladu a # 0 vyplyva b = c,

0#1.

Klasické ¢iselné obory @, R a C jsou télesa.

Pro kazdé prirozené ¢islo n > 2 definujeme soucet modulo n dvou celych
¢isel a, b jako zbytek pfi déleni bézného souctu a+b ¢islem n. Zbytek bereme
vzdy z mnoziny Z, = {0,1,...,n — 1}.

Analogicky definujeme soucin modulo n jako zbytek pfi déleni bézného
soucinu ab ¢islem n.

Pro kazdé prvocislo p je mnozina Z, vSech ,zbytkd“ modulo p spolu s
operacemi s¢itani a nasobeni modulo p téleso. Jsou to pfiklady konecnych
téles. K ditkazu je nutné ovérit platnost vsech axiomi télesa.

Existuje-li kladné celé cislo n takové, ze v télese T plati

l+14---+1=0,
|

n

pak nejmensi takové kladné ¢islo nazyvame charakteristika télesa T.
Pokud zadné takové kladné celé ¢islo n neexistuje, tak fikame zZe téleso

T mé charakteristiku 0.

Charakteristika kazdého télesa je bud 0 nebo prvodislo.

Klasické ¢iselné obory Q, R a C maji charakteristiku 0, kone¢né téleso Z,

ma charakteristiku p. Kazdé konecné téleso méa nenulovou charakteristiku.
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Klicové znalosti z tfeti kapitoly nezbytné pro prubézné sledovani pred-
nasek s pochopenim

(1) Znéat axiomy télesa a odvozené vlastnosti.

(2) Umét pocitat v télesech Z, a umét fesit soustavy linedrnich rovnic nad
télesy Zy.

(3) Védét, co je charakteristika télesa.
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4. Matice

Cil. Definujeme zdkladni operace s maticemi a jejich vlastnosti.
Jednoduché jsou operace scitani matic, soucin cisla s matici a
matic. UkdZeme, jak matici interpretovat jako geometrické zobra-
zent a odhalime geometricky vyznam nasobent matic jako skldddni
zobrazeni. Ddle nékolika zpusoby charakterizujeme matice, které
jdou invertovat, a naucime se inverzni matice pocitat. Nakonec
vyuzigeme poznatky k dalsimu studiu soustav linedrnich rovnic.

Matice pro nas zatim byly pouze pomiickou k pfehlednému zapisu soustav line-
arnich rovnic. Mnohé dalsi data maji pFirozenou maticovou strukturu nebo jdou do
matice uspotradat. Uvedeme nékolik prikladi.

Piiklad 4.1. Ceny akcii v jednotlivych dnech mtZzeme ulozit do matice A = (a;;),
kde a;; je zévérecnd cena i-té akcie v j-tém dni. Hospodérské pfilohy novin nebo
zpravodajskych webt zverejnuji kazdy den novy sloupec matice. A

Piiklad 4.2. Néjaka velkd korporace vyrabi fadu produkti. K jejich vyrobé po-
tfebuje mnoho vstupt (materidl, soucastky, pracovni sily, energie, voda, atd.). In-
formaci o tom, kolik jednotek vstupt do vyroby je potieba na vyrobu kterého
produktu lze zaznamenat do matice A = (a;;), kde a;; je pocet jednotek vstupu j
potiebnych k vyrobé jednoho produktu i. V i-tém fadku matice A jsou tak pocty
jednotek jednotlivych vstupt potfebnych k vyrobé i-tého produktu. A

Piiklad 4.3. Digitalni fotoaparat zaznamenavéa pro kazdy pixel jeho barvu. Barvu
se sklada ze tii zékladnich slozek - R,G,B. Intenzitu kazdé ze t¥i zdkladnich barev v
daném pixelu zaznamenava v jednom bytu, neboli posloupnosti osmi nul a jednicek.
Celkem je tedy moznych 28 = 256 odstint kazdé ze tii barev. Ty jsou ukladany pro
kazdou z barev do samostatné matice jako celd ¢isla mezi —127 a 4+128. Jedna fotka
vyrobend fotoaparatem, ktery ma 8 Mpixeli by tak vyzadovala pamét velikosti 24
MB. Na disk velikosti 1 GB bychom tak mohli ulozit pouze 40 fotek. Fotky je proto
nutné komprimovat, nejznaméjsi komprimacni forméat je jpeg. A

Piiklad 4.4. Jiny typ dat, ktera lze ulozit do matice, jsou grafy. Budeme uvazovat
orientované grafy, ty maji néjakou mnozinu V' vrchold a néjakou mnozinu £ C VXV
hran. Je-li e = (u, v) hrana grafu, pak u je poédtecni vrchol hrany e a v je jeji koncovy
vrchol. Jako konkrétni priklad si predstavte mapu leteckych spojeni: vrcholy jsou
letisté a dvé letisté u, v jsou spojeny hranou, pokud existuje pfimé letecké spojeni
z u do v.

Graf 1ze zapsat pomoci matice sousednosti. Je to Etvercovd matice fadu |V,
prvky a sloupce budeme indexovat prvky mnoziny V. Prvek na misté (u,v) je

R 1 pokud (u,v) € E,
“ 10 pokud (u,v) ¢ E.
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3
) 3
2‘ \4
1 4
1 5 5

OBRAZEK 4.1. Piiklad grafu

Graf na obrazku 4.1 popiSeme matici fadu 5:

01 0 01
0 01 01
0 00 1O
100 00
000 10

A

Priklad 4.5. Jiny typ matice grafu (V, E) je matice incidence. Je to obdélnikova
matice typu |E| x |V, jejiz fadky odpovidaji hrandm grafu a sloupce jeho vrcholim.
Prvky matice se rovnaji 0, 1 nebo —1. V faddku uréeném hranou (u,v) je
e prvek ve sloupci, ktery odpovida poc¢atecnimu vrcholu u, rovny —1,
e prvek ve sloupci, ktery odpovida koncovému vrcholu v, rovny 1,
e vSechny ostatni prvky se rovnaji 0.
Graf na obrazku 4.1 tak mizeme zapsat také nasledujici matici typu 7 x 5.

-1 1 0O 0 0

o -1 1 0 0
0 0 -1 1 o0
0o o0 o 1 -1
-1 0 0 0 1
0o -1 0 0 1
1 0 0 -1 0
Tento zpusob zapisu grafu je vhodny napiiklad ke zkoumani toku v sitich. A

Priklad 4.6. Do matice mizeme také zapsat koeficienty kvadratického polynomu
(Iépe kvadratické formy)
x% +4dx129 + 123 + 23:% + 6xox3 + 3x024 + 3x§ + 2x314 + 4xi .

Jde o kvadraticky polynom, protoze v kazdém clenu je soucin néjakych dvou pro-
ménnych (mohou byt i stejné) s n&jakym koeficientem. Koeficienty zapiSeme do
¢tvercové matice A = (a;;) Fadu 4 (tj. fad je pocet proménnych) tak, ze na hlavni
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diagonalu zapiseme koeficienty u druhych mocnin jednotlivych proménnych a mimo
hlavni diagonalu na misto (i, j) zapiSeme jednu polovinu koeficientu u sou¢inu z;;.
To znamend, Ze prvky na mistech (i,7) a (j,4) se rovnaji. Napf. na mistech (1,2) a
(2,1) je ¢islo 2, nebot je to polovina koeficientu v ¢lenu 4z z5.

1 2 05 0
2 2 3 15

4.1. MATICE, JEDNODUCHE OPERACE, TYPY MATIC

Zacneme definici matice a specialnich typt matic. Nova definice rozsituje sta-
vajici definice 2.4 a 2.11 tim, Ze prvky mohou byt z libovolného pevné zvoleného
télesa.

Definice 4.7. Necht T je téleso. Matici typu m X n nad télesem T rozumime
obdélnikové schéma prvku télesa T s m fadky a n sloupci. Matice typu m x m se
nazyva ctvercova matice radu m. Matice typu m x 1 se nazyva sloupcovy aritmeticky
vektor (nad T) a matice typu 1 x m se nazyva Fddkovy aritmeticky vektor (nad T).

Pfipomenime, ze zapisem A = (@;;)mxr» rozumime matici A typu m x n, kterd ma
na pozici (4, j) prvek a;; € T. Typ matice m x n vynechdvame, pokud jej nechceme
specifikovat nebo je zfejmy z kontextu.

Matice A = (a;;) a B = (b;j) povazujeme za stejné, pokud maji stejny typ
m X n a také maji stejné prvky na odpovidajicich pozicich. Formalnéji, pro kazdé
ie{l,2,...,m}akazdé j € {1,2,...,n} plati a;; = b;;. Ovéfit rovnost mezi dvéma
maticemi tak znamend ovérit mn rovnosti mezi jejich prvky na stejnych mistech.

V dalsim textu budeme pouzivat néasledujici specialni typy ¢tvercovych matic.

Definice 4.8. Ctvercovou matici A = (a;;) nazyvime

horni trojihelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv i > j,

dolni trojihelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv i < j,

diagondlni, pokud a;; = 0 kdykoliv ¢ # j,

jednotkovd, pokud je diagonélni a navic a;; = 1 pro kazdé 1,

permutacni, ma-li v kazdém radku a kazdém sloupci pravé jeden prvek 1 a
ostatni 0,

o symetrickd, pokud a;; = a;; pro kazdé dva indexy ¢, j.

(Ve vsech pfipadech se rozumi, Ze dana podminka je spliiend pro vSechny pfipustné
hodnoty 4, j, tedy pfirozena ¢isla mezi 1 a fddem matice.)

U libovolné matice rikdme, ze prvky a;; lezi na hlavni diagonale nebo zZe tvoii
hlavni diagondlu.

Jednotkovou matici fadu n (nad té€lesem T) budeme znaéit I,:
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0
0 0

OBRAZEK 4.2. Diagonéalni a horni trojihelnikové matice

Téleso, ve kterém pocitame, musi byt zfejmé z kontextu. Prvky jednotkové matice
také zapisujeme pomoci symbolu d;;, tzn. Kroneckerovo delta. Ten se rovna 1, pokud
i = j, a 0 jinak. Pak mtZzeme napsat I, = (6;j)nxn-

4.1.1. Séitani. Zavedeme nékolik jednoduchych operaci s maticemi, které zobecrtiuji

prislusné operace pro vektory. Zacneme s¢itdnim matic.

Definice 4.9. Jsou-li A = (a;;) a B = (b;;) matice stejného typu m x n nad
stejnym télesem T, pak definujeme

o soucet matic A a B jako matici A+ B = (a;; + bij)mxn,
o matici opacnou k A jako matici —A = (—aij)mxn,
e nulovou matici typu m x n jako matici Opyxpn = (0)mxn-

Soucet matic riznych typt nebo nad riznymi télesy neni definovan.

Priklad 4.10. Nad télesem Zs plati
2 3 n 4 2 2\ (244 1+2 34+2\ (1 3 0
4 1 113/ \441 041 1+3 ) 0 1 4 ’
(2 3y (-2 -1 -3\ (3 4 2 Oon — 0 0O
4 1) " \-4 -0 -1) {104) {000

Scitani matic mé podobné vlastnosti jako s¢itani v télese. Musime dat ale pozor,
abychom sc¢itali matice stejného typu.

o= O

Tvrzeni 4.11. Jsou-li A, B,C matice stejného typu m X n nad stejngm télesem
T, pak plati

(1) (A+B)+C=A+(B+0C),

(2) A+ Opxn =A4,

(3) A+ (_A) = Omxn;

(4) A+ B=B+ A.

Dikaz. Matice maji stejny typ, takze vyrazy (A+ B)+ C a A+ (B + C) jsou
definovéany a vysledkem jsou matice typu m x n. Prvek na misté (¢,5) v matici
(A+ B)+C se rovna (a;; + b;j) + ¢;j, na misté (¢, j) v matici A+ (B + C) se rovna
a;j + (bij + cij). Protoze séitani prvki télesa je asociativni — axiom (S1) v definici
télesa — prvky na stejném misté v maticich (A+ B) + C a A+ (B + C) se rovnaji.
Proto plati (A+ B)+C =A+ (B+C).

Ostatni vlastnosti s¢itdni matic se dokazi podobné. O
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4.1.2. Nasobeni skaldrem. Analogicky k definici t-nasobku aritmetického vek-
toru definujeme t-nasobek matice.

Definice 4.12. Je-li A = (a;;) matice typu m x n nad télesem T a t € T, pak
definujeme t-ndsobek matice A jako matici t - A = tA = (ta;j)mxn-

Zduraznéme, ze vyraz At jsme nedefinovali, t-nasobek matice A piSeme vzdy tA.

Piiklad 4.13. Nad télesem Zs plati
4
3

3(2 1 3)(3-2 3-1 3-3)(1 3
4 0 1 3-4 3-0 3-1 2 0
7 axiomu pocitani v télese plyne ihned nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni 4.14. Pro matice A = (a;;) o B = (b;;) téhoZ typu m x n nad stejngm
telesem T a pro libovolné dva prvky s,t € T plati
(1) s(tA) = (st)A,
) 1A= A,
) —A= (_1)A7
(4) (s+t)A=sA+tA,
) s(A+ B) =sA+ sB.

Diikaz. Dokézeme naptiklad vlastnost (5). ProtoZze predpokladame, Ze matice A, B
jsou nad stejnym télesem T a maji stejny typ m X n, je soucet A + B definovan a
mé typ m x n. Proto také matice s(A + B) ma typ m X n. Stejny typ maji také
matice sA a sB, proto také souet sA + sB je definovan a mé typ m x n.

Prvek na misté (¢,j) v matici s(4 + B) se rovnd s(a;; + b;;). Prvek na témze
misté (¢, j) v matici sA + sB se rovna sa;; + sb;;. Z axiomu distributivity (D) pro
pocitani v télesech plyne s(ai; + bi;) = sa;; + sb;;.

Prvky na stejnych mistech v maticich s(A+ B) a sA + sB se rovnaji, plati proto
rovnost matic s(A + B) = sA + sB.

Ostatni rovnosti se dokazi stejnym zptisobem. O

4.1.3. Transponovani. Obé definované operace viibec neberou v tivahu tabulko-
vou strukturu matice, jsou definované , po prvcich®. Prvni operaci, ktera neni tohoto
typu, je transponovani.

Definice 4.15. Transponovand matice k matici A = (a;j)mxn je matice AT =
(bij)nxm, kde b;; = aj; pro libovolné indexy ¢ € {1,2,...,n} aj e {1,2,...,m}.

Zavedené oznaceni AT je v souladu s diive pouzivanym znacenim (ai,...,a,)"

pro sloupcovy aritmeticky vektor.

Primo z definic symetrické matice a transponované matice plyne, ze ¢tvercova
matice A je symetrickd pravé kdyz AT = A.

Sloupce transponované matice jsou tedy radky puvodni matice a naopak. Napii-

klad
2 4
A:(i (1] ‘I’) AT =1 0
31

Transponovani matic mé nasledujici tii jednoduché vlastnosti.

Tvrzeni 4.16. Pro matice A = (a;;) a B = (b;;) téhoZ typu m x n nad stejngm
telesem T a pro libovolny prvek s € T plati
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(1) (AT)" = 4,
(2) (A+B)T = AT + BT,
(3) (sA)T =sAT.

Drikaz. Dokazeme pouze vlastnost (1). Matice AT ma typ n x m a matice (AT)T
méa proto typ m X n, stejny jako matice A.

Prvek na libovolném misté (4, ) matice (AT)T se rovna prvku na misté (j,1)
matice A7 a ten se rovna prvku na misté (i,7) matice A, tj. prvku a;;. Tim je

rovnost (AT)T = A dokézéana. O

4.2. SOUCIN MATIC

Slozitéjsi a zajimavéjsi operaci s maticemi je jejich soucin. Vyuzijeme jej mimo
jiné na maticovy popis soustav linearnich rovnic a elimina¢niho procesu. Soucin také
umoznuje matematicky formulovat fadu situaci a tloh. Nékolik z nich se naucime
fesit uz v této kapitole, naptiklad se naucime skladat nékteré typy geometrickych
zobrazeni.

Pro soucin matic je nékdy vhodnéjsi nahlizet na matici jako na posloupnost
sloupcovych aritmetickych vektord, nikoliv jako na soubor prvka usporadanych do
obdélniku. V tom piipadé matici A = (a;j)mxn» nad télesem T zapisujeme jako

A= (ajlag]...|a,) ,

kde pro kazdé j = 1,2,...,n vektor a; = (a1j,az;,...,am;)? je m-slozkovy sloup-
covy aritmeticky vektor.
Napiiklad redlnou matici

1234
S GHUN

zapiSeme také jako A = (aj|az|as|as), kde

wm (1) (3) mm(2) a=(2)

ZapiSeme-li matici A” transponovanou k matici A = (@ij)mxn sloupcové, dosta-
neme zapis
T ~ ~ ~
AT = (ar]ag| - |an) |

kde pro kazdé i = 1,2,...,m vektor a; = (a;1,0a2,...,ain)" je i-ty sloupcovy
vektor transponované matice A”.
Radkovy zapis matice je pfi tomto znadeni

=T
aj

aj

~T
an

kde al = (a;1,ai2, ..., a;n) je i-ty fadkovy vektor matice A.
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4.2.1. Soudin matice s vektorem. Nejdiive definujeme soucin matice s vektorem
a poté soucin dvou matic.

Definice 4.17. Je-li A = (aj|ag|---|a,) matice typu m X n nad télesem T a
b = (b1,ba,...,b,)T (sloupcovy) aritmeticky vektor s n-slozkami z télesa T, pak
definujeme soucin matice A s vektorem b jako

Ab =bja; +byags + -+ bya, .

Soucin Ab je tedy linedrni kombinace sloupcovych vektoru a,as, ..., a, s koe-
ficienty b1, bo, ..., b,. Vysledkem je m-slozkovy vektor nad T.

Piiklad 4.18. Spocteme soucin nad R

1 2 3 1 1 2 3 14
4 5 6 2 |=1 4 |+21 5 |+3 6 | =1 32
7T 8 9 3 7 8 9 50

A

Pomoci soucinu matice s vektorem mizeme kompaktné zapsat soustavu linear-
nich rovnic

1121 + a12%2 + - + A1p Ty = by

a21%1 + A22%2 + -+ - + A2pTy, = by

Am1T1 + G222 + -+ + ApTn = bm

nad télesem T. Je-li A = (a;j)mxn = (ai]az|---|a,) matice této soustavy, pak
n-slozkovy vektor x = (x1,2,...,2,)T € T je feSenim této soustavy pravé kdyz

Ax =z1a; + 2022 + -+ zpa, =b .
Soustavu proto miZzeme zapsat jako
Ax=b .

Od této chvile budeme pro soustavu linedrnich rovnic pouzivat témeér vyhradné
tento zapis.

Nésobeni matice vektorem mé piirozenou interpretaci pro vétsinu piikladid z
uvodu kapitoly. Podivame se na piiklad 4.2 o matici vstupt do vyroby.

Piiklad 4.19. Matice A = (a;;) zaznamenava vstupni materidlové jednotky né-
klady na produkty, fadky odpovidaji produktim a sloupce vstuptim. Prvek a;; je
roven poctu jednotek vstupu j potfebnych k vyrobé jednoho produktu .
Oznacime x vektor jednotkovych cen jednotlivych vstupi, jeho j-t4 slozka udava
cenu jednotky j-tého vstupu. Spocitame-li souc¢in Ax, bude se jeho i-ta slozka rovnat

Ai1T1 + @222 + -+ + AinTy -

Jinak Feceno, i-t4 slozka vektoru Ax se rovna vyrobni cené jednoho i-tého produktu.
V tomto smyslu vektor Ax popisuje vyrobni ceny. A
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4.2.2. Souéin dvou matic.

Definice 4.20. Je-li A matice typu m xn a B = (b1|bs]---|b,) matice typu n x p,
obé nad stejnym télesem T, pak soucinem matic A a B rozumime matici

AB = (Aby|Abg|- - |Ab,)

tj. j-ty sloupec soucinu matic AB se rovna soucinu matice A s j-tym sloupcem
matice B.

Souc¢in AB je tedy definovan, pokud pocet sloupct matice A je rovny poctu
Ffadkd matice B. Jinak definovan neni. To znamend, Ze je-li m # p, sou¢in BA
definovan neni, prestoZe souc¢in AB definovéan je.

Na obrazku vidime grafické znazornéni soucinu matic.

AB A

OBRAZEK 4.3. Sloupce v soudinu matic

Kazdy sloupec v sou¢inu AB je néjakou linedrni kombinaci sloupcti matice A.
Z definice také plyne, ze soucin matice typu m X n s matici typu n X p je matice
typu m X p.

Priklad 4.21. Spodéteme soucin dvou redlnych matic
s (1 2 3 4)
5 6 5 6 7 8

Soucin je definovan nebotf podet sloupcti v levém ¢initeli se rovnd poctu radkt v
pravém cCiniteli. Prvni sloupec v soucinu se rovna

1 2 1 1 2 11
3 4 ( 5 ) =1 3 |+51 4 | = 23
5 6 5 6 35
Analogicky spocteme dalsi t¥i sloupcové vektory soucinu:
1 2 9 14 1 2 3 17
3 4 ( 6 ) =1 30 |, 3 4 < . > =\ 37 |,
5 6 46 5 6 57
1 2 4 20
3 4 g | = 44
5 6 68
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Plati tedy

1 2 11 14 17 20
3 4 ( é 2 3 ;1 ) = 23 30 37 44
5 6 35 46 57 68

A

Vsimnéme si, Zze v opacném poradi obé matice vynéasobit nelze, jejich soucin neni
definovan.

P1i vypoctu souc¢inu dvou matic je nékdy vyhodnéjsi pouzit néasledujici tvrzeni,
které tika jak pifimo spocitat jednotlivé prvky v soucinu matic.

Tvrzeni 4.22. Jsou-li A = (¢ij)mxn @ B = (bjr)nxp matice nad télesem T, pak
prvek na misté (i, k) v souéinu AB se rovnd

n
T
aitbig + aigbok + - + ainbnk = E a;jbjr = a; by, .
=1

Diikaz. Prvek na misté (i, k) v soufinu AB lezi v k-tém sloupci, ktery se rovnd
Aby,. Protoze

Abk = blkal + b2ka2 +---+ bnkan s

i-té slozka vektoru Aby se rovna

bikasr + bapio 4 - - - + bpk@in = @101k + @b + -+ ainbpk

AB A

OBRAZEK 4.4. Prvky v soudinu matic

Prvek na misté (¢, k) v sou¢inu AB se tak rovné sou¢inu i-tého fadku matice A s
k-tym sloupcem matice B. V piipadé redlnych matic tento soucin nazyvame stan-

dardni skaldrni soucin fadkového vektoru al se sloupcovym vektorem by matice
B.
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Priklad 4.23. Pocitame opét nad R.
35 2 4
< (1) _01> 11 -3 2 |=
0 2 -2 1
<1~3+0-1+(—1)-0 1:54+0-1+4(-1)-2

— =

1-3+1-140-0 1-5+1-14+0-4

1:240-(=3)+(-1)-(=2) 1-44+0-2+(-1)-1 ) _
1:24+1-(=3)+0-(-2) 1-4+1-24+0-1 -

(33 4 3
46 -1 6

Vime uZ, jak vypadaji sloupce a jednotlivé prvky v sou¢inu AB. V nasledujicim
tvrzeni popiSeme jak v sou¢inu AB vypadaji fadky.

A

Tvrzeni 4.24. Jsou-li A = (a;;) matice typu m X n a B = (b;i) matice typu
n X p, pak pro kazdé i = 1,2,...,m se i-ty rddek v soucinu AB rovnd linedrni
kombinaci Tddki matice B s koeficienty v i-tém 7ddku matice A. Formdlné, i-ty
7adek v soucdinu AB se rovnd

aﬂf)f + aiQBQT + -+ amfof = élTB .
Dikaz. Tvzeni lze dokdzat podobné jako predchozi (cviceni), nebo mizeme vyuzit

transponovani (viz priklad 4.38). O

Na obrazku 4.5 vidime grafické znazornéni fadka v soucinu AB. Kazdy fadek v
soucinu matic je néjakou linearni kombinaci fadkt pravého Cinitele.

AB A

OBRAZEK 4.5. Radky v soud¢inu matic

Piiklad 4.25. Podivejme se jesté jednou na soudin v piikladu 4.23.
35 2 4
AB:(} ! 01> 11 -3 2
0 2 -2 1

Podle predchoziho tvrzeni je prvni radek vysledku soucet 1-nasobku radkového
vektoru bY = (3,5,2,4), 0-ndsobku bl = (1,1,-3,2) a (—1)-nésobku bl =
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(0,2,-2,1), to je (3,3,4,3). Druhy faddek vysledku je souc¢tem prvnich dvou fadku
matice B, tedy (4,6,—1,6). Timto zpisobem ziskdme vysledek

3 3 4 3
4 6 -1 6
daleko rychleji. A

Ukazeme si jesté jeden pohled na soucin matic, tzv. dyadicky rozvoj soucinu
matic. Zatneme jednoduchym tvrzenim charakterizujicim matice hodnosti 1.

Tvrzeni 4.26. Jsou-li a = (a1,as,...,a,)7 € T™ ab = (by,ba,...,b,)T € T"
libovolné dva nenulové vektory, pak matice ab” typu m x n md hodnost 1. Naopak,
kazdou matici C typu m x n, kterd md hodnost 1, lze vyjddrit ve tvaru C = ab”
pro vhodné vektory a € T™ a b € T™.

Diikaz. Podle tvrzeni 4.24 o fadcich v soucinu dvou matic se i-ty fadek v soucinu

ab” rovné a;-nasobku fadkového vektoru b” = (b, by, ...,b,) # 0,, takze
ale
ang
ab” =
amb”

Pii Gaussové eliminaci matice ab’ najdeme né&jaky nenulovy fadek, tj. n&jaké i
takové, Ze a; # 0. Prohodime prvni a i-ty radek, je-li ¢+ > 1. Nyni pro kazdé
k > 1 odecteme (aja; *)-nasobek prvniho fadku a;b” od k-tého fadku ab”. Tim
vynulujeme cely k-ty fadek. Po prvnim cyklu Gaussovy eliminace zustane jediny
nenulovy fadek, takze tim Gaussova eliminace konéi a rank(ab®) = 1.

Ma4-1i naopak matice C' hodnost 1, skonéi Gaussova eliminace po prvnim cyklu.
V ném, je-li to tieba, prohodime prvni fddek s néjakym fadkem pod nim. Pak
odec¢itame vhodné nasobky prvniho fadku od fadkt pod nim. Pro jednoduchost
predpokladejme, Zze prvni fadek matice C' neni tfeba prohazovat s néjakym Ffadkem
pod nim. Polozime b = ¢&;, tj. b” se rovna prvnimu fadku matice C. Protoze
Gaussova eliminace skonéi po prvnim cyklu, vSechny fadky pod prvnim fadkem

tim vynulujeme. Pro kazdé ¢ = 2,...,m je proto i-ty fadek matice C' néjakym
a;-nésobkem prvniho fddku ¢/ = b”. Polozime a = (a; = 1,as,...,a,). Pak
ab” = C.

V pripadé, ze prvni cyklus Gaussovy eliminace vyzaduje prohozeni prvniho a
i-tého radku, jsou vSechny fadky matice C' nasobky i-tého fadku. Zbytek dikazu v
tomto ptipadé ponechame jako cviceni. O

Definice 4.27. Dyadickym rozvojem néjaké matice C' typu m x n nad T nazyvame
jejl vyjadreni jako souc¢tu matic hodnosti 1, tj. vyjadieni ve tvaru

k
C= Z azsz s
i=1
kde a; € T™ a b; € T" jsou nenulové vektory pro vSechna i =1,2,... k.

Souc¢in dvou matic ma velmi jednoduchy dyadicky rozvoj.
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Tvrzeni 4.28. Jsou-li A = (a;;) matice typu m xn a B = (b;) matice typu n X p,
obé nad telesem T, pak plati

AB =Y ab! .
j=1

Diikaz. Podle tvrzeni 4.22 o prvcich v sou¢inu matic dostavame, Ze prvek na misté

(i, k) v soucinu a;bT se rovna a;;b;x. Prvek na misté (i, k) v sumé na pravé strané
dokazované rovnosti se tak rovna

n
E aiibjk
=1

coz je podle téhoz tvrzeni 4.22 prvek na misté (i, k) v sou¢inu matic AB. Protoze
to plati pro kazdé ¢ =1,2,....ma k=1,2,...,p, je tim rovnost dokazana. O

Kazdy séitanec v rozvoji souéinu AB z predchoziho tvrzeni ma bud hodnost 1
podle tvrzeni 4.26 charakterizujictho matice s hodnosti 1 a nebo jsou to nulové
matice (pokud je aspoil jeden z vektoru a;, f)j nulovy).

V kapitole o ortogonalni diagonalizaci si ukazeme specidlni dyadicky rozvoj libo-
volné matice, tzv. singularni rozklad, ktery ma rozsahlé vyuziti ve vSech moznych
oblastech matematiky a jejich aplikacich.

Dohromady zatim mame ¢tyfi pohledy na soucin matic — sloupcovy (definice 4.20),
po prvcich (tvrzeni 4.22), fadkovy (tvrzeni 4.24) a dyadicky rozvoj. Dalsi, geomet-
ricky vyznam, bude vysvétlen v 4.3.3.

4.2.3. Elementarni matice. Tvrzeni 4.24 o fddkovém pohledu na nésobeni matic
vede k nasledujicimu maticovému popisu elementarnich fadkovych aprav.

Tvrzeni 4.29. Necht C' je matice typu m x n nad télesem T, i,5 € {1,2,...,m},
i#j,a04teT.

(1) Necht E je matice, kterd vznikne z I,, prohozenim i-tého a j-tého Fadku.
Pak EC vznikne z C' prohozenim i-tého a j-tého rdidku.

i J
1 0 O --- 0 --- 0
0 1 O --- 0 --- 0
; 00 0 1 0
E= ]
J 00 1 0 0
oo --- 0 --- 0 --- 1

(2) Necht E je matice, kterd vznikne z I, nahrazenim prvku 1 na misté (i,1)
prvkem t. Pak EC vznikne z C vyndsobenim i-tého tddku prvkem t.
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i
10 0 0
0 1 0 0
E=410 0 t 0
o0 --- 0 --- 1

(3) Necht E je matice, kterd vznikne z I, nahrazenim proku 0 na misté (i, j)
prvkem t. Pak EC vznikne z C' prictenim t-ndsobku j-tého rddku k i-tému

radku.
i J
1 0 0O --- 0 --- 0
0 1 0 - 0 - 0
t 0 0 1 t 0
E= )
0 0 0 1 0
00 --- 0 --- 0 --- 1
Diikaz. Tvrzeni plyne z tvrzeni 4.24. O

Maticim F z pfedchoziho tvrzeni fikdme elementdrni matice. Elegatné je mizeme
definovat nasledujicim zptsobem.

Definice 4.30. Elementdarni matice je ¢tvercova matice, ktera vznikne z jednotkové
matice jednou elementarni fadkovou tpravou.

Elementarni fadkovou tpravu néjaké matice C' lze tedy chapat tak, ze matici C'
nasobime zleva vhodnou elementarni matici. To nam dava elegantni a ucinny for-
malizmus pro fadkové tpravy. Elementarni matice vyuzijeme napiiklad pii vypoctu
inverznich matic a pfi dalsim zkouméni pribéhu Gaussovy eliminace.

4.2.4. Vlastnosti souinu. Zacneme varovanim:
nasobeni matic neni komutativni.

Jsou pro to dokonce t¥i rizné divody. Muze byt definovan pouze jeden ze soucini
AB a BA (napfiklad kdyZz A mé typ 2 x 2 a B mé typ 2 x 3). Pokud jsou definovany
oba, mohou mit rtizny typ (pfiklad 4.31). A pokud maji stejny typ, mize platit
AB # BA (ptiklad 4.32).

Priklad 4.31. Nad télesem R méame
3 3 3-1 3-2 3 6
n(3)=rszamn, ($aa=(3132)=(30)

Piiklad 4.32. Opét pocitame s redlnymi maticemi.

() Ge)=(a i)

A
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(32)(s3)=(5 1)

Nékteré jiné vlastnosti pocitani v télesech se ale na pocitani s maticemi prenasi.

zatimco

A

Tvrzeni 4.33. Jsou-li A = (a;;) a B = (b;j) matice tehoZ typu m x n, C = (¢;i)
matice typu n X p, a D = (dy;), E = (ex) matice téhoz typu p X q, pak plati

(A+B)C = AC +BC, C(D+E)=CD+CE .

Diikaz. Dokazeme prvni rovnost. Souéet matic A+ B mé typ m X n a proto soucin

(A+ B)C ma typ m X p. Stejny typ m x p maji také oba souéiny AC a BC a proto

i jejich soucet AC + BC. Obé matice (A + B)C a AC + BC maji tedy stejny typ.
Prvek na misté (i, k) v sou¢inu (A + B)C se podle tvrzeni 4.22 rovnd

n

n n
Z(aij + b,’j)Cjk = Zaijcjk + ZbijCjk .

j=1 j=1 j=1
Prvky na misté (i,k) v soufinech AC a BC a v souétu AC + BC se postupné
rovnaji
n n n n
Zaijcjk, Zbijcjk’ Zaijcjk +Zbijcjk .
j=1 j=1 j=1 j=1
Tim je rovnost (A + B)C = AC + BC dokazana. O

Druhou rovnost v pfedchozim tvrzeni stejné jako vSechny dalsi vlastnosti poci-
tani s maticemi lze dokazat pomoci stejné osnovy:
(1) pfesvédcime se, ze vSechny operace na obou stranich jsou definované,
(2) ovéfime, Ze na obou strandch vyjdou matice stejného typu,
(3) dokézeme, ze kazdy prvek ve vysledné matici vlevo se rovnd prvku na tom-
téZ misté ve vysledné matici vpravo. Tento krok je zaloZeny na definici
prislusnych operaci s maticemi a vlastnostech pocitani v télese.

Dulezitou asociativitu nasobeni matic dokdzeme v nasledujicim tvrzeni.
Tvrzeni 4.34. Jsou-li B = (b;j) matice typu m x n, C' = (cji) matice typu n X p,
a D = (dg;) matice typu p X q, pak plati

(BC)D = B(CD) .
Dikaz. Soucin BC' je definovany a méa typ m X p, proto je definovany také soucin
(BC)D, ktery mé typ m x q. Podobné ovéfime, Ze také souéin B(CD) je definovany
a ma tentyz typ m X q.

Zvolime libovolné i € {1,2,...,m} al € {1,2,...,q} a spolitdme prvek na misté
(4,1) v matici (BC)D. Prvek na misté (i, k) v soufinu BC = (e;;) se rovna

n
Cik = E bijCjk .
j=1

Prvek na misté (4,1) v sou¢inu (BC)D se potom rovna

p n

p P n
D ewdi = D bisein | d =Y (bijein)di -
k=1

k=1 \j=1 k=1 j=1
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K vypoctu prvku na misté (é,1) v sou¢inu B(CD) napfed spocitdme prvek na
misté (4,1) v souc¢inu (CD) = (f;1):

p
fin= 5 Cikdrl -
k=1

Prvek na misté (4,1) v souc¢inu B(C'D) se potom rovné

n n P n p
Zbijfjl = Z bi; (Z Cjk:dk:l> = Z Z bij(Cindr) -
j=1 j=1 k=1 j=1k=1

Obé dvojité sumy, ke kterym jsme dospéli, se rovnaji nebot v nich séitame stejné
prvky (b;jcik)drr = bij(cjrdii), pouze v jiném pofadi.

Nahlédnout to mtzeme napiiklad tak, Ze si kazdy sc¢itanec b;;c;rdi; napiSeme na
misto (j, k) v matici G typu nxp. V piipadé prvni dvojité sumy > -7 | 3" bijcjndy
je napied secteme po sloupcich matice G a pak seCteme soucty sloupcii. V pripadé
druhé dvojité sumy Z?zl Z,’;zl bijcjidr je napfed seCteme po fadcich matice G a
pak secteme soucty radkid. Vzhledem ke komutativité séitani v télese T je v obou
pripadech vysledkem soucet vSech prvkiu matice G.

Tim jsme dokézali, Ze prvky na témze misté v maticich (BC)D a B(CD) se
rovnaji, coz dokazuje rovnost matic (BC)D = B(CD). O

Diky asociativité mizeme pro prirozené ¢islo n definovat n-tou mocninu ¢tver-
cové matice vztahem
AP =AA.. A .
—_——
kx
Vysledek totiz nezavisi na uzavorkovani. Mocnéni matic hraje dilezitou roli v apli-
kacich, jako ukdzku uvedeme v Casti 4.2.5 dva pfiklady. Pii této definici kladnych
mocnin ¢tvercové matice plati pro kazdou matici A a kazda dvé kladna cela cisla
k,l rovnost
Ak-H _ Ak: Al )
Jak rychle spocitat libovolnou kladnou mocninu ¢tvercové matice se naucime v
kapitole o vlastnich ¢islech.
Dalsi vlastnosti sou¢inu matic jsou v nésledujicim tvrzeni, jehoz dikaz pone-
chame jako cviceni.

Tvrzeni 4.35. Pro libovolné matice A typu m X n a B typu n X p, a kaZdy prvek
s télesa T plati

o [, A=A=AlL,
e 5(AB) = (sA)B = A(sB),
o (AB)T = BTAT.

V nésledujicim pfikladu vyuzijeme fadu vlastnosti operaci s maticemi.

Priklad 4.36. Vime uz, Ze ¢tvercova matice A = (a;;) Fadu n je symetricka pravé
kdyz plati AT = A. Pomoci vlastnosti z tvrzeni 4.35 a tvrzeni 4.16 ukaZeme, Ze pro
libovolnou ¢tvercovou matici A je matice B = 2AAT + AT A symetricka:

BT = (24A7 + AT A)T = (24AT)T + (AT A)T = 2(4AT)T + (AT A)T =
=2(ATYTAT 4 AT (AT)T =24AT + ATA=B .
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Ukézali jsme, ze B = BT, matice B je tedy symetrickd. Mlcky jsme pouzivali i
druhou vlastnost z tvrzeni 4.35, kdyz jsme napiiklad nepsali zavorky ve vyrazu
2AAT. A

Pfi reseni predchoziho pfikladu jsme pouzili specidlni pfipad nasledujiciho tvr-
zeni, které si snadno dokézete sami.

Tvrzeni 4.37. Pro kaZdou matici A typu m x n jsou matice AAT a AT A symet-
rické.

Vlastnosti transponovani lze ¢asto vyuzit k diikazu néjakého tvrzeni pro sloupce,
zname-li jiz prislusné tvrzeni pro radky. Jako ukézku dokazeme tvrzeni 4.24.

Piiklad 4.38. Mame matice A typu m x n a B typu n x p. Chceme dokazat, Ze
se i-ty fadek v soucinu AB rovna
ailf)f + aigf)g + -+ amf)f = 5?3 .

Podle definice transponované matice se i-ty fadek v matici AB rovna ¢-tému
sloupci transponované matice (AB)T. Z t¥eti rovnosti v predchozim tvrzeni 4.35
dostavame (AB)T = BT AT,

Z definice soucinu matic plyne, Ze i-ty sloupec v sou¢inu BT AT se rovné linearni
kombinaci sloupcti matice BT = (by|by|---|b,) s koeficienty v i-tém sloupci a; =
(ai1, a2, - .., ain)T matice AT, tj. plati

ai1by + aipby + - - - + aib, = BTa; .

Prechodem k transponovanym maticim na obou strandch posledni rovnosti a s
vyuzitim vlastnosti transponovéani z tvrzeni 4.16 dostaneme rovnost

(17;16{ + aiQBg + -+ aznf)z = (BTfll)T = ~ZTB .
A

Z uvedenych vlastnosti sou¢inu snadno vyplyvaji dalsi vlastnosti, jako napiiklad
A(B—-C)=AB - AC, A(-B)=-AB,

kdykoliv mé jedna strana smysl. Dilkazy pfenechame jako cviceni.
Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze soucin dvou matic jednoho ze specialnich typt z
definice 4.8 je opét matice téhoz typu.

Tvrzeni 4.39. Jsou-li A = (ai;) a B = (bjx) Ctvercové matice téhoZ vddu n, pak
jejich soucin AB je
(1) diagondlni, jsou-li obé matice A, B diagondlnt,
(2) permutacni matice, jsou-li obé matice A, B permutacni,
(3) horng trojuhelnikovd matice, jsou-li obé matice A, B horni trojuhelnikové,
(4) hornd trojihelnikovd s proky 1 na hlavni diagondle, jsou-li obé matice A, B
horni trojuhelnikoveé s prvky 1 na hlavni diagondle,
(5) dolni trojihelnikovd matice, jsou-li obé matice A, B dolni trojihelnikové,
(6) dolni trojihelnikovd s prvky 1 na hlavni diagondle, jsou-li obé matice A, B
dolni trojuhelnikové s prvky 1 na hlavni diagondle.

Diikaz. K dikazu (1) pouzijeme vyjddieni prvkid v soufinu matic AB = (¢;;) podle
tvrzeni 4.22. Prvek c;;, v soudinu AB se rovné

n
Cikk = E a;jbjk
Jj=1
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Piedpoklad, Ze obé matice A, B jsou diagonalni, znamend a;; = 0 kdykoliv ¢ # j a
bjr = 0 kdykoliv j # k. Je-li ¢ # k, pak pro kazdé j =1,2,...,n je bud i # j nebo
j # k. Odtud plyne, ze bud a;; = 0 nebo bj; = 0, coz dokazuje ¢;; = 0 kdykoliv
1 # k, soucin AB je proto diagonalni matice.

(2) mizeme dokézat pFimo z definice 4.20 sou¢inu matic. Prokazdé j = 1,2,...,n
se j-ty sloupec v souc¢inu AB rovna Ab;. Protoze B je permutac¢ni matice, obsahuje
sloupec b; pouze jeden prvek b;; = 1 a ostatni prvky v j-tém sloupci jsou 0. Proto
sloupec Ab; = a; obsahuje rovnéz pouze jeden prvek rovny 1 a ostatni 0, nebot
predpokladame Ze A je také permutac¢ni matice.

Protoze je v i-tém rfadku matice B také jediny prvek rovny 1 a ostatni 0, plyne
odtud, ze pouze jeden sloupec souc¢inu AB se rovnéd a;. Sloupce v soucinu AB
tedy dostaneme jako néjakou permutaci sloupctt matice A. Jelikoz v kazdém radku
matice A je jediny prvek 1 a ostatni prvky 0, obsahuje také kazdy tadek soucinu
AB jediny prvek 1 a ostatni 0.

(3) opét dokdzeme pomoci tvrzeni 4.22. Prvek na misté (i, k) v soufinu AB =
(cik) je tedy

n
ik =Y aibjk -
i=1

Piedpoklad, Ze obé matice A, B jsou horni trojuhelnikové znamend, Ze a;; = 0
kdykoliv ¢ > j a bjr = 0 kdykoliv j > k. Je-li nyni ¢ > k, plati pro kazdé j =
1,2,...,n bud j > k nebo i > j. Sou€in a;;b;; se proto rovna 0 pro kazdé j =
1,2,...,m, proto ¢;; = 0 kdykoliv ¢ > k. Souéin AB = (c¢;) je tedy také horni
trojuhelnikova matice.

K dtikazu (4) pouze doplnime pfedchozi dikaz (3) Gvahou, ¢emu se rovna prvek
cy. Je-li j # i, pak bud ¢ > j nebo j > i. V souétu definujicim ¢;; je proto pouze
jediny nenulovy souc¢in pro j = i, tj. ¢;; = a0 = 1.

Vlastnost (5) dokdZzeme piechodem k transponovanym maticim. Jsou-li A, B
dolni trojihelnikové matice, jsou obé transponované matice B” a AT horni troj-
tihelnikové. Podle bodu (3) je také souc¢in BT AT = (AB)T horni trojahelnikové

matice a proto je matice AB = ((AB)T)T dolni trojihelnikova.
Vlastnost (6) plyne analogicky ze (4). O

4.2.5. TTi aplikace. Ukazeme dvé tlohy, které vedou na vypocet mocniny matice.

Priklad 4.40 (Pocet cest). Na obrazku 4.6 jsou vyznacena leteckd spojeni mezi
mésty X1, Xo, X3, X4. Vypocitame pocet spojeni s nejvyse ¢tyfmi prestupy mezi
kazdou dvojici mést.

Informaci o spojenich mezi mésty ulozime do matice A = (a;j)ax4 nad R tak,
ze a;; definujeme rovné 1, pokud z X; vede spojeni do X, a a;; = 0 v opacném
pfipads. (Je to matice sousednosti grafu, viz ptiklad 4.4.)

01 1 0

1 0 0 0
A= 01 0 1
0010

Nyni se zamyslime, jaky je vyznam prvku na misté (i, k) v matici A2. Tento prvek
je rovny a;1a1x + @202k + @303k + aj4045. VSimnéte si, ze j-ty ¢len souctu je rovny
jedné pravé tehdy, kdyz z X; vede spojeni do X; a z X; vede spojeni do Xy, a je
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X Xy

OBRAZEK 4.6. Letecké spojeni

rovny nule v ostatnich pifpadech. Prvek na misté (i, k) v matici A2 je proto rovny
poctu cest z X; do X s pravé jednim prestupem.

Podobné nahlédneme, e prvek na misté (i, k) v matici A™ je rovny poctu cest z
X; do X}, s pravé (n — 1) pfestupy. Hledany pocet cest s nejvySe ¢tyfmi piestupy z
X; do X je tedy prvek na misté (i, k) v matici

01 10 110 1
s s 4. s | 1000 01 1 0
Aaraeeatca= o0 o0 e o

0010 01 0 1
1120 131 2 32 3 1
110 1 1120 13 1 2
o211 |Tl21 117133 1|7
101 0 02 1 1 2 1 1 1
6 8 7 4
|46 43
|47 6 4
3 4 4 3

A

Priklad 4.41 (Rekurentni rovnice). Asi jste se jiz setkali s Fibonacciho posloup-
nosti definovanou predpisem

ap=0, a1 =1, aj42 =a;41+a; prokazdéi=0,1,2...

Chteéli bychom najit explicitni vzorec pro vypocet n-tého ¢lenu.
Z definice posloupnosti nahlédneme, ze dvojice sousednich ¢lent spliuje vztah

Qi1 _ 0 1 a;
;42 - 1 1 Aj41

Oznacdime-li C' matici 2 x 2 vystupujici v této rovnosti, vidime Ze

(m)=c(m)(i)=e(a)=cle(m)) ()

a indukci podle ¢ dostaneme

Qi1 e agp — 0
Ai42 ai 1
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Podstatnym zpiisobem zde vyuzivame asociativitu nasobeni matic. K vypoctu i-
tého ¢lenu Fibonacciho posloupnosti tedy sta¢i umét mocnit matice. To se naucime
v kapitole o vlastnich ¢islech a vektorech. Vyjde mozné prekvapivy vzorec

A Ol )
K3 \/5 \/5 )
kde ¢ = (1 +/5)/2 je hodnota zlatého fezu. A

Posledni pfiklad ukazuje vyuziti maticového nasobeni k matematickému popisu
fyzikalni ulohy.

Priklad 4.42. Na obrazku 4.7 vlevo vidime ¢tyfi pruZiny zavésené pod sebou. Horni
a dolni konec jsou pevné. Na obrazku vpravo vidime situaci poté, co jsme do spoju
mezi pruzinami zavésili zdvazi s hmotnostmi mj, mo a ms. Chceme védét, o kolik se
jednotlivé spoje posunou. Vektor neznamych posunuti si ozna¢ime x = (1, x2, v3)"
Horni a dolni konec jsou pevné, vlivem zavazi se neposunou. Proto je velikost jejich
posunuti xg = x4 = 0.

OBRAZEK 4.7. ZavéSené pruziny

Posunuti koncovych bodi pruzin pod vlivem zavazi zpusobi natazeni nebo zkra-
ceni pruzin. Ta si oznac¢ime dy, ds, ds, ds. Pro kazdé i = 1,2, 3,4 plati
di =X — Xj—-1 -
Hodnota d; je kladna, pokud se i-t4 pruzina natahne, a je zaporna, pokud se zkrati.

Vztah mezi vektorem d = (di,ds,ds,ds)T a vektorem nezndmych posunuti x =
(w1, 2, 23)7 je linearni a lze jej popsat rovnosti

d; 1 0 0

| | -1 1 0 .
da |7 o -1 1 2
dy 0 0 -1 3

Oznacime-li matici v posledni rovnosti A, dostavame vztah d = Ax.
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Prodlouzeni/zkraceni pruzin v nich vyvold vnitini sily, jejichz velikost vyjadiuje
Hookeuv zdkon. Oznac¢ime-li vnitini sily v pruzinach y;, pak plati y; = k;d;, kde
k; > 0 je konstanta udavajici ,pruznost® ¢-té pruziny. Také vztah mezi vektorem

vnitinich sil y = (y1,y2,y3,y4)” a vektorem d lze popsat matici:
Y1 kl 0 0 0 d1
Y2 _ 0 k?g 0 0 dg
Y3 - 0 0 k‘3 0 d3 ’
Ya 0 0 0 kg dy

neboli y = Cd, kde C oznacuje diagonalni matici z posledni rovnosti. Je dobré si
uvédomit, ze pokud d; > 0, tj. je-1i i-ta pruzina natazena, tahne vnitini sila y; dolni
konec této pruziny vzhiru a horni konec doli. V prfipadé d; < 0 je tomu presné
naopak. Prvni pruzina je vzdy natazena, proto y; > 0, takze kladny smér vnitinich
sil v pruzinach je smérem vzhiru.

Na spoj ¢ ptisobi vnitini sily pruzin y; a y;4+1, které se slozi do sily y; — yit1
pusobici na i-ty spoj. Vektor sil ptisobicich na jednotlivé spoje v dtsledku vnitinich
sil v pruzinach spocteme opét pomoci matice, tentokrat plati

1 -1 0 0 y
0 1 -1 0 v2
0 0 1 -1 Ys

Ya

matice v posledni rovnosti se rovna matici A” transponované k A. Velikost vnitinich
sil ptisobicich na jednotlivé spoje tak dostaneme jako soucin

ATCAx .

V ustaleném rovnovazném stavu jsou vnitini sily pruzin v rovnovaze s vné&jsimi
gravitaénimi silami ptisobicimi na jednotlivé spoje. Vnéjsi sila piisobici v ¢-tém
spoji se rovna f; = m;g, kde g je gravitacni konstanta. Vektor vnéjsich je tedy
f = (f1, f2, f3)T a v rovnovazném stavu plati rovnost

ATcAx =f,

co? je soustava linedrnich rovnic s matici ATCA a pravou stranou f. Z té miizeme
hodnoty posunuti x; vypocitat, zname-li hmotnosti zavazi a koeficienty pruznosti
jednotlivych pruzin. A

Matice soustavy ve tvaru AT C A, kde C je diagonalni matice s kladnymi prvky na
hlavni diagonale, se vyskytuje pfi feSeni mnoha praktickych problému a v linearni
algebfe je témto maticim vénovana specidlni pozornost. Setkime se s nimi jesté
nékolikrat.

4.2.6. Blokové nasobeni matic. Nékdy je vyhodné nahlizet na matici jako roz-
délenou do bloku a operace, zejména nasobeni, provadét blokové. Optimalizované
algoritmy pro vypocet soucinu dvou matic vyuzivaji blokové nasobeni spiSe nez
vyjadfeni jednotlivych prvka souc¢inu pomoci tvrzeni 4.22. Velikost blokd je volena
s ohledem na velikost cache v pocitaci.

Vezméme dvé matice nad télesem T, matici A typu m X n a matici B typu n X p.
Dale necht myq,...,m,, n1,...,ns a p1,...,p; jsou prirozend ¢isla, pro ktera

m=mi+me+--+mMmy, N=nNrt+tngt+t--+ns a p=prt+---+ps.
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Matici A rozdélime podélné na prvnich m, Fadku, dalSich mo Fadkl, atd. az po-
slednich m,. radk1, a vertikalné na prvnich n; sloupci, dalsich no sloupcti, atd. az

poslednich ng sloupct. Matice A se nyni skldda z rs blokt A1, Ao, ..., A1, Ao,

ey A, n o N -

my Agp | Ag | i | Ay

Mo Ao | Aoa | ... | Ags

A= . . .
my Arl Ar2 RN A'rs
Kazdy blok A;; je matice typu m; X n;.

Podobné, matici B rozdélime podélné na oddily velikosti ni,ns,...,ns a verti-

kalné na oddily velikosti p1, ps, . . ., ps. Matici B tim rozdélime na st bloku By, ...,
Bst:

P1 b2 Dt

ny By | Bia | ::: | By

no Bgl BQQ . Bgt

B= . . i .

Ng le BSQ SR Bst
Soucin C' = AB lze potom rozdélit do bloki nasledovné.
b1 b2 Y43
mi Cll 012 Dl Clt
mo C21 C22 . Cgt
my C’rl C’r2 N Crt

kde pro kazdé i € {1,2,...,r} a k € {1,2,...,¢} plati
Cit =Y _AijBji .
j=1

Ditikaz, ktery pouze vyzaduje spravné si napsat jednotlivé prvky ve vSech maticich
a jejich blocich, pfenechame do cviceni.

Nékdy lze vypocet souc¢inu dvou matic zjednodusit, pokud si vSimneme, Ze matice
maji pfirozenou blokovou strukturu slozenou z jednoduchych blokf.

Piiklad 4.43. Najdeme A2 pro matici A nad Zr,

1 0 2 3 4
01 50 6
A= 0 0 1 0 O
00 0 10
00 0 01
Vsimneme si, Ze matice A mé blokovou strukturu
1 0(2 3 4
0 1/5 0 6
A= 0 0|1 0 O
0 0|0 1 0
0 0/0 0 1
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2 3 4
B_(506>’

Oznacime-li pravy horni blok

miizeme nasobit po blocich

AQ_( I B>< I B)_( Ll + BOs | LB+ By )_
O3x2 | I3 03x2 | I3 03x212 + I303x2 | 03x2B + I513
1 0 4 6 1
01 3 0 5
2(102 QIB): 001 0O
8 00010
00 0 01

4.3. MATICE JAKO ZOBRAZENI

Kazda matice A typu m X n nad télesem T pfirozenym zpusobem urcuje zob-
razeni T" — T™, které budeme oznacovat f4. Tato geometrickd predstava matic
se od ted bude prolinat celym vykladem. Zobrazeni f4 uréené matici A je popsano
v definici 4.46. Nejprve se ale podivame na nékolik piikladid, jak pomoci matic
algebraicky popsat nékterd jednoducha geometrickd zobrazeni v roviné.

4.3.1. Zobrazeni v roviné. Za¢neme otoéenim kolem poéatku soufadnic o thel
a v kladném sméru, tj. proti sméru hodinovych rucicek.

Piiklad 4.44. Rovinu oto¢ime kolem pocatku soufadnic o tihel ov. Kam se pooto¢i
bod se soufadnicemi (p1,p2)7, tj. jaké budou jeho soufadnice po otoceni?

T2 A

(7,7)

(p1,p2)

OBRAZEK 4.8. Rotace v roviné kolem pocéatku o tihel a
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Spoéitat soufadnice bodu, do kterého se pootoéi bod (py1,p2)T, piimo pomoci
euklidovské geometrie je dost pracné. Ukazeme si algebraické feseni, na kterém lze
vidét zékladni rysy linearné algebraického uvazovani. Misto toho, abychom pocditali
ihned soutadnice bodu, do kterého se pootoéi bod (p1,p2)?, se napted zamyslime
nad tim, mazeme-li Glohu snadno vyftesit pro néjaké jiné body. A pokud to pro
néjaké jiné body umime, jak této znalosti mizeme vyuzit pro vypocet souradnic
bodu, do kterého se pooto¢i bod (p1,p2)?? Na obrazku 4.9 vidime obdélnik, jehoz
vrcholy jsou body (0,0)7, (p1,0)7, (0,p2)T, (p1, p2)T. Tento obdélnik se pootodenim
o thel « kolem pocatku soutadnic zobrazi do druhého obdélniku na obrazku.

Nyni pfich4zi to hlavni. Polohovy vektor bodu (p1,p2)? je sou¢tem polohovych
vektorti bodii (p1,0)T a (0,p2)T. Pomoci obrazku 4.9 nahlédneme, 7e tato vlastnost
se otofenim zachové — polohovy vektor bodu (?,?)7, do kterého se pootoéi bod
(p1,p2)T, je souétem polohovych vektorti bodi, do kterych se pootoéi body (py,0)T
a (0,p2)T.

(p170) 1

OBRAZEK 4.9. Rotace obdélniku v roviné kolem pocéatku o thel o

Snadno spo¢itdme, Ze bod na prvni soutfadné ose se soutadnicemi (pi,0)7 se
pootoéi do bodu (p; cosa,p;sina)’. A podobné bod na druhé souiadné ose se
soutadnicemi (0, pz) se pootoéi do bodu o soufadnicich (—ps sina, ps cosa)?, viz
obrazek 4.10.

Tim padem také vime, Ze soutadnice polohového vektoru bodu (?,?)7 jsou sou-
¢tem aritmetickych vektort (p; cosa, pysina)? a (—ps sin o, ps cos a)?.

Bod se soutadnicemi (p1,p2)” se tedy pootoci do bodu se soufadnicemi
? cos o —p2sina cos o —sina
! p1sina P2 COS & sin v cos
_( cosa —sina p1
T\ sina  cosa Do
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Ta A
(0, p1 sina) (p1 cos a, py sin )
s M1
b1
(—p2 sin a, pa cos o) a
P2
a
(—p2sin, 0) (p1 cosa,0) (p1,0) 1

OBRAZEK 4.10. Vypodet soufadnic obrazti bodt na soufadnych osach

Miuzeme Fict, ze matice
cosa —sina
sina  cosa
Lurcuje” otoceni kolem pocatku souradnic o tthel o v kladném sméru. VSimnéme
si také, Ze prvni sloupec v matici tvori souradnice bodu, do kterého se zobrazi bod

(1,0)” na prvni soufadné ose. Podobné druhy sloupec matice tvoii soufadnice bodu,

do kterého se zobrazi bod (0,1)7 na druhé soufadné ose.
Také jind geometrické zobrazeni v roviné mizeme popsat pomoci vhodné matice.

Priklad 4.45. Osova symetrie vzhledem k prvni soufadné ose v roviné zobrazuje
kazdy bod se soufadnicemi (p1,p2)? do bodu se soufadnicemi

(5)=(o 5)(0)

T2 A
b2 (pl ) Pz)
p1 :acl
—p2 (p1, —p2)

OBRAZEK 4.11. Symetrie v roviné vzhledem k prvni soufadné ose
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Vsimnéme si, Ze opét jsou ve sloupcich matice A obrazy bodu (1,0) (v prvnim
sloupci) a bodu (0,1)7 (ve druhém sloupci). A

V obou piikladech jsme ze znalosti hodnot zobrazeni (rotace nebo symetrie) v
téchto dvou bodech mohli odvodit hodnotu zobrazeni v kazdém dal$im bodé roviny.

4.3.2. Zobrazeni uréené matici. Pro kazdou matici A typu m x n nad télesem
T a kazdy n-slozkovy aritmeticky vektor x € T™ je soucin Ax prvkem 7T™. Matice
A tak urcuje zobrazeni z T™ do T™ ve smyslu nésledujici zasadni definice.

Definice 4.46. Je-li A matice typu m x n nad télesem T, pak definujeme zobrazeni
fa:T™ = T™ uréené matici A predpisem

fa(x) = Ax
pro kazdy aritmeticky vektor x € T™.
Je-li
A = (aij)mxn = (ailaz] ... |a,)

a prepiSeme-li vyraz Ax pomoci sloupcové definice souc¢inu matic, dostavame

x
T2
fa . =xi1a; + X282 + -+ Tpay, .

Tn

Obrazem vektoru x pii zobrazeni f 4 je tedy linearni kombinace sloupcovych vektorta
matice A s koeficienty rovnymi slozkam vektoru x.
Pokud pfepiSeme vyraz Ax pomoci ,,prvkové* definice soucinu matic, dostaneme

T 1121 + G12T2 + -+ + G1p Ty

T3 2121 + Q22T2 + + -+ + G2 Ty
fa =

Tn Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn

Kazda slozka obrazu vektoru x je tedy tvaru cizi + - - + ¢cpx, pro néjaké prvky
c; €T.

Piiklad 4.47. V piikladu 4.44 jsme zjistili, Ze rotace v roviné kolem podcatku
soufadnic o thel a v kladném sméru je zobrazeni f4 : R? — R? urcené matici

A [ cosa = sin av
sina cos o
Obrazem vektoru x = (71, 22)7 je vektor

cosS v —sin « T1COSQ — To Sin«
falx) = Ax =4 . + zo = .
sin o Cos z1sin o + x5 cos «
A

Priklad 4.48. Osova symetrie v roviné vzhledem k prvni soufadné ose je podle
prikladu 4.45 zobrazeni urcené matici

(o 5)
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11
=(51)
uréuje zobrazeni f4 : R? — R? v roving, kterému se ika zkoseni. Na obrizku 4.12
vidime, jak zkoseni zobrazi nékteré objekty v roviné. Z formulky

Ax — 1 1 T _ 1+ T2
o 0 1 Zo - X2
ihned vidime, ze druhé soufadnice boda se zkosenim zachovavaji, ¢ili kazdy bod

pfimky rovnobézné s prvni souradnou osou se posouvd do néjakého bodu téze
primky. Velikost a smér posunuti zévisi na prvni souiadnici zobrazovaného bodu.

Priklad 4.49. Matice

{L’Q A

-—»r—’—"
. e

By

OBRAZEK 4.12. Jak se zobrazuji objekty v roviné zkosenim

Piiklad 4.50. Jaké zobrazeni uréuje diagonalni matice

A:(léQ (2))7

Ax(o 2>(x2>< 225
ihned vidime, Ze prvni soufadnice se zmensi na polovinu a druhé se zdvojnasobi.

Na obrazku 4.13 opét vidime, jak se zobrazi né€kolik objekt v roviné zobrazenim
fA :R? = R2.

Z formulky

A

Piiklad 4.51. Zobrazeni f4 : R? — R3 uréené matici

5 1
A=1| 2 3 = (aj]az)
1 -1

zobrazuje kazdy bod (p1,p2)” v roviné do bodu v 3-dimenzionalnim prostoru se
soutfadnicemi

fA((plaPQ)T) = p1a1 + peaz ,
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) —

OBRAZEK 4.13. Jak se zobrazuji objekty v roviné diagonédlni matici

ktery lezi v roviné s parametrickym vyjadfenim {zia; + z0as : 1, 22 € R}.

Na obrazku 4.14 vidime nékolik bod# v roviné R? a jejich obrazy v prostoru
R3. Na rozdil od redlnych funkci jedné realné proménné si pro zobrazeni f4 urcené
matici A nemiizeme nakreslit graf, ze kterého bychom vidéli hodnotu zobrazeni v
kazdém bodé defini¢niho oboru.

T3 A

L2

To A

OBRAZEK 4.14. Zobrazeni uréené realnou matici typu 3 x 2

A

Pro zobrazeni fa : T™ — T™ urdené matici A typu m X n nad télesem T
méame pouze predpis, jak pro dany vektor X = (x1,%2,...,2,)T spoéitat hodnotu
zobrazeni f4 v bodé x: fa(x) = Ax .
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Dilezité je ale také umét si predstavit zobrazeni f4 : T™ — T jako celek, jako
jeden objekt. Graf zobrazeni nemame k dispozici, mizeme ale vyuzit blokové schéma
pouZzivané v fadé inzenyrskych oboru. ElektroinZenyr si zobrazeni f4 pfedstavi jako
néjaky obvod (konkrétnich konstrukci obvodu mize byt vice), ve kterém lze mé-
nit néjaké hodnoty z1, 22 na vstupu (naptiklad proudy), které ovlivni jiné hodnoty
Y1, Y2, Y3 na vystupu (napiiklad jiné proudy). Pokud si zddny obvod neumime pfed-
stavit, mtizeme zobrazeni f4 povazovat za ,Cernou skiinku“. Na obrazku 4.15 je
»cernd skiinka“ reprezentujici zobrazeni z pfikladu 4.51.

T2 —> —> L3
fa —> 22
L1 —> L > 11

OBRAZEK 4.15. Zobrazeni uréené readlnou matici typu 3 x 2

Zobrazeni fa : T™ — T™ urcené obecnou matici A typu m X n si pak muZzeme
predstavit jako na obrazku 4.16.

OBRAZEK 4.16. Zobrazeni uréené realnou matici typu m x n

Zobrazeni—Cerné skiince mizeme klast dotazy typu jakd je tvoje hodnota v prvku
x € T" 7 Je-li A = (aj]ag]|---|a,) matice typu m x n nad télesem T a e; =
(1,0,...,0)T € T", pak

faler) =1la; +0ag +---+0a, =a; .

Sloupce v matici A tak muizeme zjistit jako hodnoty zobrazeni f4 v dobfe zvolenych
prvcich T™.

Definice 4.52. Je-li T néjaké téleso a n € N, pak pro kazdé j = 1,2,...,n ozna-

¢ime e; = (0,...,0,1,0,...,0)7 € T™ vektor, ktery ma j-tou slozku rovnou 1 a
vsechny ostatni slozky rovné 0. Vektory ej, e, ..., e, nazyvame prvky kanonické
bdze v T™.

Pomoci prvka kanonické baze v T" snadno dokazeme néasledujici pozorovani.

Pozorovani 4.53. Pro dvé matice A, B téhoz typu m x n nad stejnym télesem T
plati f4 = fg prdvé kdyz A = B.
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Dikaz. Obé& matice A, B zapiSeme pomoci sloupcii, tj. A = (aj]as|---|a,) a B =
(b1|bz|- -+ |by). Z rovnosti fa = fp plyne rovnost a; = fa(e;) = fr(e;) = b, pro
kazdé j = 1,2,...,n, matice A, B maji stejné sloupce a proto se rovnaji.

Opac¢na implikace je trividlni. O

Pfi odvozeni matice urcujici otoceni v roviné kolem pocatku soutradnic o thel
«a v prikladu 4.44 jsme vyuzili jednu vlastnost rotace, a sice to, ze rotace zobrazi
soucet dvou vektorti do souctu jejich obrazt. Dalsi dilezitou vlastnosti rotace kolem
pocatku je to, ze zobrazi s-nasobek néjakého vektoru do s-nasobku obrazu tohoto
vektoru. Tyto dvé vlastnosti ma zobrazeni uréené jakoukoliv matici.

Tvrzeni 4.54. Je-li A matice typu m X n nad télesem T, pak pro kazdé dva arit-
metické vektory x,y € T™ a kazZdy prvek s € T plati

o fa(sx)=sfa(x),

o fa(x+y) = fa(x)+ faly).
Diikaz. Z prvni ¢éasti tvrzeni 4.35 dostéavame

o fa(sx) = A(sx) = s(Ax) = s fa(x).
Podobné z definice 4.46 a distributivity nasobeni matic ihned plyne

o falx+y)=Ax+y)=Ax+ Ay = fa(x) + fa(y).

O

Posledni tvrzeni 1ika, ze zobrazeni ur¢ena maticemi jsou velmi specialni: zacho-
véavaji nasobeni skaldarem a zachovavaji s¢itani. Takovym zobrazenim budeme v
kapitole 6 fikat linearni. Uvidime, ze zobrazeni f : T™ — T™ je rovno fa pro
néjakou matici A pravé kdyz f je linearni.

4.3.3. Soudin matic a skladani zobrazeni. Z definice 4.46 ihned dostaneme
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.55. Jsou-li A matice typu m X n a B matice typu n X p nad stejnym
telesem T, pak zobrazeni fa : T™ — T™ a fp : TP — T™ muZeme slozit v poradi
fafp a pro sloZené zobrazeni fafp : TP — T™ plati

fafe = fas -

Diikaz. Plyne ihned z asociativity nasobeni matic. Pro kazdy vektor x € TP plati

fafs(x) = fa(fB(x)) = fa(Bx) = A(Bx) = (AB)x = fap(x) .
O

Graficky miZeme slozené zobrazeni fa fp znazornit jako na obrazku 4.17.

OBRAZEK 4.17. Diagram pro slozeni f4fp zobrazeni uréenych maticemi
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Tvrzeni 4.55 tika, ze tento diagram muzeme nahradit jednodussim diagramem
na obrazku 4.18.

OBRAZEK 4.18. Zobrazeni f4p uréené souc¢inem matic

Ukazeme si jesté nékolik prikladt, jejichz feSeni je zalozené na tvrzeni 4.55. Jako
prvni dokazeme souctové vzorce pro funkce sinus a cosinus.

Priklad 4.56. Otoc¢ime-li rovinu kolem pocéatku soutadnic o thel 8 v kladném
sméru, je tato rotace podle piikladu 4.44 zobrazeni fz : R? — R? uréené matici

[ cosf —sinf

“\ sinf  cosf
Poté pootoc¢ime rovinu kolem pocatku jesté o thel a v kladném sméru. To je zob-
razeni f4 : R? — R? uréené matici

= ( cosa —sina )
sina  cosa
Geometricky nahlédneme, Ze slozenim f4 fp téchto dvou rotaci dostaneme rotaci
kolem pocatku o thel a + § v kladném sméru. Jeji matice je tedy

cos(a + ) —sin(a+ f)
sin(a 4+ 8)  cos(a+ B3)
Matici slozeného zobrazeni f4 fp dostaneme rovnéz jako soucin matic
AB:<c.osa Siﬁ&)(CQSB Siﬁﬂ)
sina  cosa sinf8  cosf
[ cosacosf —sinasinf —cosasinf — sinacos 3
“\ sinacosB +cosasinf8  —sinasin 3 + cos a cos 3

Protoze matice zobrazeni je urcena jednoznacné podle tvrzeni 4.53, plyne odtud
rovnost matic

( cos(e+ fB) —sin(a+ fB) )
sin(fa+ B) cos(a+ B)

[ cosacosf —sinasinf —cosasinf —sinacos
~ \ sinacosf3+cosasinf —sinasin S + cosacos 3

Plati proto
cos(a + ) =cosacos 8 — sin asin 3,
sin(a + ) =sinacos § + cos asin

pro libovolné dva thly «, 3. A
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Priklad 4.57. Odvodime matici urcujici symetrii v roviné vzhledem k jakékoliv
pfimce prochazejici po¢atkem. Tato symetrie je slozenim t¥i zobrazeni, jejichz ma-
tice uz zname. Pokud osu symetrie dostaneme z prvni souradné osy otocenim o tithel
«a v kladném sméru, zacneme tim, ze danou osu symetrie oto¢ime do sméru prvni
soufadné osy po sméru hodinovych rucicek, tj. o ihel —a. Poté pouzijeme symetrii
vzhledem k prvni souradné ose a nakonec vSe oto¢ime o thel a zpét.

Axo Ao

Azo ATo

-

1 Z1

OBRAZEK 4.19. Rozklad symetrie vzhledem k obecné piimce

Matici symetrie vzhledem k obecné pfimce svirajici tthel @ s prvni soufadnou
osou tak dostaneme jako soucin matic

cosa —sina 1 0 cos
sina  cosa 0 -1 sin

(—a

(-«
_( cosa —sina cosa  sina
sina  cosa sina —cos«

( cos’a —sina 2sinacosa ) B ( cos2a  sin2a >
&Y

) —sin(-a) )

) cos(—a)

2sin o cos « sin? o — cos? sin2a  — cos 2«

Symetrie vzhledem k ose uréené prfimkou prochézejici pocatkem soufadnic a
bodem (cos o, sina)? tak zobrazuje napifklad bod o soutadnicich (2,3)7 do bodu
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cos2a  sin2« 2
sin2a  — cos 2« 3

< 2cos2a + 3sin 2« )

se soufadnicemi

2sin 2a — 3 cos 2«
A

Priklad 4.58. Jaké zobrazeni dostaneme pokud udélame rotaci kolem pocatku o
thel a v kladném sméru nasledovanou symetrii vzhledem k prvni souradné ose?
Toto slozeni je urcené soucinem matic

1 0 cosa —sina \ cosay —sina
0 -1 sina  cos« o —sina  —cos«
_( cos(—a) sin(—a)
T\ sin(—a) —cos(—a)

Na zékladé predchoziho ptikladu 4.57 tak mizeme odpovédét, ze slozené zobrazeni
je symetrie vzhledem k ose, kterou dostaneme z prvni souradné osy otocenim o tthel
a/2 v zdporném sméru, tj. po sméru hodinovych rucicek. A

Priklad 4.59. Ortogonélni projekce na prvni soufadnou osu v roviné zobrazuje
kazdy bod (z1,22)” do bodu (x1,0)” na prvni soufadné ose.

A To

TR Y

> -~

OBRAZEK 4.20. Projekce na prvni soufadnou osu

Odtud snadno dostaneme matici, ktera projekci na prvni soufadnou osu urcuje.

Plati totiz
1 0 X1 o 1
0 0 2 )\ 0
pro kazdy bod (z1,29)” € R% A

Piiklad 4.60. Podobné jako v prikladu 4.57 dostaneme matici uréujici ortogo-
nalni projekci na pifmku prochézejici pocatkem soufadnic a bodem (cos o, sina)?'.
Rovinu napred oto¢ime o thel —a tak, abychom pfimku, na kterou projektujeme,

presunuli do prvni soufadné osy. Poté udélame projekci na prvni souradnou osu, a
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nakonec otoc¢ime rovinu o thel «, abychom pfimku, na kterou projektujeme, vratili
zpét do ptivodniho sméru. Matici projekce pak dostaneme jako soucin matic

cosa —sina 10 cos(—a) —sin(—a)
sina  cosa 00 sin(—a)  cos(—a)
_( cosa —sina cosa sina
sinav  cosa 0 0
_ cos? a sin o cos &
sin o cos o sin? o
ATy

By

OBRAZEK 4.21. Projekce na obecnou pfimku prochézejici pocatkem

A

Priklad 4.61. Podivame se jesté jednou na piiklad 3.17 z konce kapitoly o télesech.
Tam jsme v R pomoci kvaterniont skladali rotaci kolem prvni soufadné osy o tihel
7/2 v kladném sméru s rotaci kolem t¥eti souradné osy o thel 7/2 v kladném sméru.

Azs

T2

OBRAZEK 4.22. Kladné orientovany souradny systém v prostoru
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Matici B rotace kolem osy 1 o tthel /2 v kladném sméru dostaneme tak, ze do
sloupct zapiSeme obrazy prvkil e, es, es kanonické baze:

1 0 O
B=|(0 0 -1
01 0
Analogicky dostaneme matici A rotace kolem osy x3 o thel 7/2 v kladném sméru:
0 -1 0
A= 1 0 0
0 0 1
SloZenim je zobrazeni fafp = fap urfené sou¢inem matic
0 -1 0 1 0 O 0 01
AB=|1 0 O 00 -1 ]=]1100
0 0 1 01 0 010

7 matice AB uréime snadno obraz libovolného vektoru (z1, o, x3)"

1 0 0 1 X1 x3
faB | w2 = 1 0 0 To = =
3 01 0 T3 o

Odtud vidime, Ze slozené zobrazeni fafp zobrazuje kazdy vektor (x,z,z)T opét
do vektoru (z,z,2)”. Osa vysledné rotace je tedy osou prvniho oktantu. Na prvni
pohled ale neni vidét, Ze jde o rotaci o thel 27 /3 v kladném sméru, jak jsme zjistili
vypoctem pomoci kvaternionti. Nicméné, pokud opakujeme zobrazeni f4p tiikrat,
dostaneme zobrazeni urc¢ené matici

0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 00
(AB? =1 0 0 1 00 1 00 |=(010]|=I
010 0 1 0 01 0 0 0 1

To znamena, ze opakujeme-li rotaci f4p tiikrat, dostaneme identické zobrazeni na
prostoru R3, coz je totéz, jako rotace o thel 27. Odtud plyne, Ze zobrazeni fap
rotuje prostor R3 o tietinu tthlu 27, tj. o tthel 27/3. Nevime pouze, jestli v kladném
sméru nebo v zaporném smeéru. V kapitole o vlastnich ¢islech si ukdzeme dalsi
metodu, kterou Ize spocitat osu a tihel rotace bez pouziti kvaternionii. A

Priklad 4.62. Jednotkova matice I,, fadu n nad télesem T urcuje zobrazeni f7, :
T™ — T". Pro libovolny vektor x € T™ plati

fr,(x)=Lx=x,
jednotkovd matice I,, tedy urcuje identické zobrazeni na mnoziné T™ vSech n-
slozkovych aritmetickych vektori nad télesem T. A

Identické zobrazeni na mnoziné T" budeme v dal$im textu oznacovat idpn.

4.3.4. Dualni zobrazeni. Matice A typu m xn nad T uréuje zobrazeni fs : T" —
T™. Obrazem aritmetického vektoru x € T™ je Ax, coZ muzeme ponékud nepiesné
vyjadiit slovy . f4 je nasobeni zleva matici A“. V fadé situaci ma vyznam i tzv.
dudlni zobrazeni far : T™ — T uréené transponovanou matici A”. ProtoZe pro
libovolny aritmeticky vektor y € T plati

Aly =(y"A)" |
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obrazem Fadkového vektoru y? je fadkovy vektor yT A. V tomto smyslu ,fsr je
nésobeni zprava matici A“.

Vyznam obou zobrazeni f4 i faqr si ukdZzeme na matici vstupt do vyroby z
prikladt 4.2 a 4.19.

Piiklad 4.63. Matice A = (a;;) typu m x n nad R zaznamenavé vstupni nédklady
na produkty, fadky odpovidaji produktim a sloupce vstupim. Prvek a;; je roven
poctu jednotek vstupu j potfebnych k vyrobé produktu i.
Jak jsme nahlédli v prikladu 4.19, je-li x € R™ vektor jednotkovych cen vstupt,
pak Ax je vektor vyrobnich cen. TakZe
R™ — R™
jednotkové ceny vstupti +— vyrobni ceny produkti

fa:

Podobné se nahlédne, ze je-li y € R™ pocet vyrobkt, které chceme vyrobit, pak
ATy udéava potiebny pocet jednotek vstupu — i-t4 slozka je pocet jednotek vstupu
1 potfebnych k vyrobé daného poctu vyrobki. Schematicky

R™ — R™
pocet vyrobkii +— pocet jednotek vstupt

far

Na okraj jesté poznamenejme, Ze nas v této situaci bude asi nejvice zajimat zobra-
zeni g : R™ x R"® — R definované ¢(y,x) = y? Ax, které v sobé v néjakém smyslu
ukryva obé€ zobrazeni fa i fur.

R™ x R" - R

g: (pocet vyrobkt, jednotkové ceny vstupt) +—> cena

4.4. INVERZNI MATICE

V dalsi ¢asti této kapitoly se budeme zabyvat otdzkou, kdy k matici existuje
inverzni matice. ProtoZe nasobeni matic neni komutativni, musime inverzni matice
definovat opatrnéji nez inverzni prvky v télesech.

4.4.1. Algebraicky pohled. Za¢neme algebraickou definici.

Definice 4.64. Je-li A matice typu m x n nad télesem T, pak matici X nad T
nazyvame inverzni zprava k matici A, pokud plati AX = I,,, matice A se v tom
pripadé€ nazyva invertovatelnd zprava.

Matice Y nad T se nazyva inverzni zleva k matici A, pokud plati YA = I,
matice A se v tom pripad€ nazyva invertovatelnd zleva.

Je-1i A ¢tvercova matice fadu n nad T, pak matici X nad T nazyvame inverzni k
matici A, pokud AX = XA = [,,, matice A se v tom piipadé nazyva invertovatelnd
matice. Je-li A invertovatelnad matice, pak matici inverzni k A ozna¢ujeme A~1.

Aby mély vSechny souéiny v definici smysl, matice X inverzni zprava k matici A
typu m X n musi mit typ n X m, matice Y inverzni zleva k A musi mit typ n x m
a inverzni matice ke ¢tvercové matici fadu n musi byt opét ¢tvercova radu n.

Posledni ¢ast definice 4.64 fika, Ze invertovatelnd ¢tvercovd matice je soucasné
invertovatelna zprava i zleva. Nasledujici jednoduché pozorovani rika opak, tj. Ze
¢tvercova matice invertovatelna zleva i zprava je uz invertovatelna a inverzni matice
je urcend jednoznacné.
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Pozorovani 4.65. Je-li ¢tvercova matice A fddu n nad T invertovatelnd zprava i
Zleva, pak je invertovatelnd a kaZdd matice X inverzni zprava k A se rovnd kaZdé
matici Y inverzni zleva k matici A. Inverzni matice k A je proto uréend jednozna-
¢né, pokud existuje.

Driikaz. Protoze X je inverzni zprava k A, musi platit AX = I,,. Stejné tak pro
matici Y inverzni zleva k A plati YA = I,,. Nyni sta¢i vyuZzit asociativitu nasobeni
matic:

X=0LX=YAX=YAX)=YI, =Y .
Plati tedy AX =1, =Y A = XA, coz dokazuje, ze X je inverzni k A a vSechny
inverzni matice k A se rovnaji. (I
4.4.2. Hledani matice inverzni zprava. Zacneme piikladem.

Priklad 4.66. Zkusime najit matici X inverzni zprava k matici

12 3
A(498>

Z definice 4.64 riznych typt invertovatelnosti vime, ze matice X musi byt typu
3 x 2, tedy X = (x1]x2). Pro X musi platit AX = A(x1|x2) = (Ax1]Ax3) = I =
(e1|ez). TakZe potfebujeme vyfesit soustavy Ax; = e; a Axo = eg, tj. soustavy

12 3 ey 12 3 S A
49 8 T =00 ) 4 9 8 T2 =1

T31 32
Tak je vyfesime

12 3|1 12 3|1 N —24743113

4 9 8|0 0 1 —4|—4 ) 7t 727 ’
31 t

12 3]0 1 2 3]0 TR —12;;15

4.9 8|1 0 1 —4|1 )27 |7 5
32 S

Pro libovolné hodnoty parametra s,¢ € T je matice

9—11t —-2-—11s
X=(x1|x2)=| —4+4t 1+4s
t s

12 3
A_(498>

Obé soustavy Ax; = e; a Axs = ey z predchoziho pfikladu maji stejnou matici
A a mohli jsme je tedy Fesit stejnymi fadkovymi Gpravami. Muzeme je proto Fesit
soucasné tak, ze pravé strany napiseme vedle matice soustavy vSechny najednou a
upravime celou matici do odstupnovaného tvaru. Dopocteni zpétnou substituci pak
probéhne zvlast pro kazdou pravou stranu. V nasem piipadé by tprava vypadala

néasledovné.
2 3 0 1 2 3 1 0
9 8 1 01 —4|—-4 1

inverzni zprava k matici

A

B~ =
O =
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Geometricky si matici A pfedstavujeme jako zobrazeni f, urené matici A.
Ruzné typy invertovatelnosti matice A odpovidaji riznym vlastnostem zobrazeni

fa.

Tvrzeni 4.67. Pro matici A typu m X n nad télesem T jsou ndsledujici podminky
ekvivalentni:

(1) matice A je invertovatelnd zprava,

(2) zobrazeni fy : T™ — T™ je na (cely prostor) T™ (jingmi slovy, soustava
Ax = b md pro kazdou pravou stranu b € T™ vidy aspori jedno fesent),

(3) matice v odstupriovaném tvaru, kterou dostaneme z A Gaussovou eliminact,
md vsechny rddky nenulove,

(4) pro hodnost matice A plati rank(A) = m.

Diikaz. (1) = (2) Zvolime libovolné b € T™. Potfebujeme najit aspon jedno x €
T", pro které plati Ax = b. Protoze predpokladame, Ze A je invertovatelna zprava,
existuje matice X typu n x m nad T, pro kterou plati AX = I,,. Polozime x = Xb.
Potom plati

Ax = AXb=1I,b=b .

(2) = (3) Ozna¢ime C matici v odstupriovaném tvaru, kterou dostaneme z A
Gaussovou eliminaci, coz je néjaka posloupnost elementarnich fadkovych uprav.
Daéle budeme pokracovat sporem. Pokud by matice C' méla aspon jeden nulovy
radek, byla by soustava Cx = e,, nefesitelni. Protoze jsou vSechny elementarni
radkové upravy vratné, mohli bychom celou Gaussovu eliminaci provést pozpatku
na nefesitelnou soustavu Cx = e,,, a dostat z ni jinou nefesitelnou soustavu Ax = b
s matici soustavy A a néjakou pravou stranou b € T™ coz je spor s podminkou
(2).

(3) = (1) Protoze v matici C' neni 7a4dny nenulovy fadek, soustava Ax = b
ma TeSeni pro jakoukoliv pravou stranu b € T". Specidlné ma feSeni soustava
Ax = e; pro kazdy prvek e; kanomické baze prostoru T™. Zvolime pro kazdé
j=1,2,...,m libovolné feseni x; soustavy Ax = e; a tato feSeni usporadame do
matice X = (x1|x2| - |xm). Pak plati

AX = A(xq|x2| - |xm) = (Ax1]|Axa| - -« |AXy) = (€1]€2] -+ lem) = I -
(3) & (4) plyne pfimo z Definice 2.17 — hodnost matice. d

Z Pozorovani 2.18 vime, Ze pro jakoukoliv matici A typu m xn plati rank(A4) < n.
Z bodu (4) pak plyne, ze je-li matice A typu m x n invertovatelna zprava, plati
m = rank(A) < n. MiZeme proto hned usoudit, Ze napiiklad k matici

1 2
3 4
5 6

matice inverzni zprava neexistuje.

Podminka (3) navic uvadi jednoduchy test, jak zjistit, kdy matice inverzni zprava
k dané matici A existuje — po Gaussové eliminaci matice A jsou vSechny fadky
nenulové. A dtikaz implikace (3) = (1) d4va navod, jak najit matici inverzni zprava
k A v pfipadé, Ze matice A podminku (3) existuje.

Z prikladu 4.66 také hned vidime, Ze pokud matice inverzni zprava k matici A
typu m x n existuje, tj. plati-li rank(A) = m, a soucasné matice A neni ¢tvercova,
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tj. m < n, aspoil jeden sloupec matice A neni bazovy. Kazda soustava Ax; = e;
tak ma vice nez jedno feSeni a matice inverzni zprava k A neni uréené jednoznacné.

Jin4 situace nastava pokud je A ¢tvercova matice, tj. m = n. V tom piipadeé je v
matici C, kterou dostaneme z A Gaussovou eliminaci, m = n pivotid. Coz znamena,
ze v kazdém sloupci C je jeden pivot, neboli kazdy sloupec matice C' je bazovy,
zddna neznama v soustavé Ax = e; neni volnd a soustava mé proto jednoznacné
feSeni x;. Matice inverzni zprava k matici A je urCend jednoznac¢né. V tom pfipadé
muZeme nas vypocet modifikovat tak, abychom se iplné vyhnuli zpétné substituci.
Ukézeme si to opét na prikladu.

Priklad 4.68. Najdeme matici inverzni zprava k redlné matici

(a3)

K matici A ptipiSeme vSechny sloupce jednotkové matice I3 a provedeme Gaussovu
eliminaci na celou matici:

1 3|1 0 1 3] 1 0
2 910 1 0 3|-2 1

Nyni nenavazeme zpétnou substituci pro jednotlivé soustavy, ale budeme pokraco-
vat dal$imi elementarnimi fadkovymi dpravami, kterymi matici A pfevedeme do
jednotkové matice:

1 3|1 0 1 0|3 -1 1 0 3 -1
0 3|-21 0 3|]-2 1 0 1|-2/3 1/3

Soustavu s jednotkovou matici je velmi snadné vyfeSit — feSenim je pfimo prava
strana. Dostdvame tedy x; = (3,—2/3)T a xo = (—1,1/3). Jednozna¢né uréena
matice inverzni zprava k A se tedy rovna matici

(2 s)

Postup feseni piikladu snadno zobecnime na libovolnou ¢tvercovou matici A
fadu n. Pokud po Gaussové eliminaci pouzité na matici A dostaneme matici, ve
které je aspon jeden fadek nulovy, matice A nesplituje podminku (4) z Tvrzeni 4.67
a matice inverzni zprava k matici A neexistuje. Pokud jsou po Gaussové eliminaci
vSechny fadky nenulové, je v kazdém radku praveé jeden pivot, vSechny sloupce jsou
proto bazové (nebot matice A je Gtvercova), pro odstupiiovany tvar proto plati
k1=1,ky=2,...,k, =n. Matice v fadkové odstupriovaném tvaru je proto horni
trojuhelnikova a vsechny prvky na hlavni diagondle jsou nenulové. Pak pomoci
pri¢itani vhodnych nasobkid jednotlivych fadkt k fadkim nad nimi vynulujeme
vSechny prvky nad hlavni diagonalou a nakonec pomoci nasobeni fadk® nenulovymi
¢isly zménime v8echny prvky na hlavni diagonale na 1. Dostaneme tak matici (I,,|X)
a matice X je inverzni zprava k matici A. Stru¢né feceno, radkovymi tpravami
prevedeme matici (A|l,) do tvaru (I,|X) a vpravo pre¢teme matici X inverzni
zprava k matici A.

A

4.4.3. Hledani matice inverzni zleva. V piikladu 4.68 jsme spocitali, Ze k matici

=(53)
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3 -1
X = ( —2/3 1/3 ) !
tj. plati AX = I,.

Vynéasobime-li obé matice v opa¢ném poradi, dostaneme také X A = I,. Matice
X je tedy rovnéz inverzni zleva k matici A. To neni Zddna ndhoda, plati to pro
jakoukoliv ¢tvercovou matici A.

Pokud se nam ¢tvercovou matici A fadu n podafi prevést pomoci elementarnich
rfadkovych uprav do jednotkové matice I,, podivame se na cely postup pomoci
elementarnich matic. V tvrzeni 4.29 jsme nahlédli, ze kazda elementarni fadkova
Uprava né€jaké matice odpovida nasobeni této matice néjakou elementarni matici
zleva. Pfipomenime, Ze vSechny elementarni matice jsou ¢tvercové, a tedy stejného
fadu jako matice A. Upravy lze zapsat jako

A~ EByA~ Ey(EyA) ~ -

je inverzni zprava matice

)

kde F1, F>, ... jsou elementarni matice pfislusnych elementarnich fadkovych tprav.
Vezmeme-li v ivahu asociativitu nasobeni matic, mtzeme cely postup zapsat ve
tvaru

A~ EiA~FyF1A~ -~ By EyE A =1,

To znamené, ze soucin elementarnich matic Ey - - - F2F7 je matice inverzni zleva
k matici A. Zbyva pouze néjak se dopracovat k sou¢inu Ejy --- EyFE; v prabéhu
elementarnich tprav vedoucich od matice A k jednotkové matici I,,. K tomu staci
si uvédomit, ze
Ey---EyEy = E),--- FEyEq I,

coz znamena, ze soucin Fj --- Fs F1 dostaneme provedenim téze posloupnosti ele-
mentarnich aprav na jednotkovou matici I,,. Provadime tedy tfadkové upravy sou-
¢asné na obé matice neboli na matici (A4|I,). Podle pravidla o nasobeni po blocich
dostaneme

(A | I,) ~(E\A | E1L,) = (E1A | Ey) ~ (E3E 1A | BEsEy) ~ -~
~(Eg---EsE1A | E - EsEy) = (I, | E--- E2Ey) .

V pravém bloku tak dostaneme matici Ey ... EoEy inverzni zleva k matici A. Jeden
a ten samy postup proto v piipadé ¢tvercové matice A vede souCasné k nalezeni
matice inverzni zprava a matice inverzni zleva.

Nepatrné slozitési je hleddni matice inverzni zleva k matici, které neni ¢tvercova.
Ukéazeme si to na nasledujicim piikladu.

Piiklad 4.69. Spocitdme matici inverzni zleva k matici

1 2
A= 3 4
5 6

Zkusime matici A prevést elementarnimi fadkovymi tipravami do tvaru

1 0 I
0 1 =l o
0 0 1x2
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Stejné jako pfi vypoc¢tu matice inverzni zleva ke ¢tvercové matici si k matici
A pfipiSeme jesté jednotkovou matici I3 a fadkové tpravy délame na celou matici

(A [ Is):

1 2{1 0 0 1 2 1 0 0 1 2 1 0 0
3 4/01 0)]~10 —-2|-31O0]~[0 -=2-3 1 0
5 6(0 0 1 0 —4]-5 0 1 0 0 1 =21
1 0 |-2 1 0 1 0] -2 1 0
~10 -2|-3 1 0 ]~{(01[3/2 —-1/2 0
0 0 1 =21 0 0| 1 -2 1
Zjistili jsme tak, Ze plati
-2 1 0 1 2 10
3/2 —1/2 0 34 |=]01
1 -2 1 5 6 0 0
Z levého cinitele vynechame spodni fadek, dostaneme matici
-2 1 0
Y‘(g/z —1/2 o) !
pro kterou plati YA = I, takze Y je inverzni zleva k A. A

Geometricky vyznam invertovatelnosti zleva je souc¢asti nasledujicicho tvrzeni.

Tvrzeni 4.70. Pro matici A typu m X n nad T jsou ndsledujici podminky ekviva-
lentni:

(1) matice A je invertovatelnd zleva,

(2) zobrazeni fa : T™ — T™ uréené matici A je prosté (jingmi slovy soustava
Ax = b md nejvgse jedno teSent pro jakoukoliv pravou stranu b € T™ ),

(3) soustava Ax = 0 md prdvé jedno feseni x = o,

(4) matice C, kterou dostaneme z matice A Gaussovou eliminaci, ma viechny
sloupce bdzove,

(5) plati rank(A) = n.

Diikaz. (1) = (2). Zvolime dva vektory x,y € T™, pro které plati fa(x) = fa(y).
Podle definice zobrazeni f4 to znamend Ax = Ay. Posledni rovnost (sloupcovych
vektori) vynasobime zleva né&jakou matici Y, kterd je inverzni zleva k matici A.
Dostaneme

YAx = YAy .
Protoze YA = I,,, plyne odtud x = y.

(2) = (3). Podle (2) mé soustava Ax = o nejvyse jedno Feseni. Jednim FeSenim
je x = o, takZe to je jediné feSeni soustavy Ax = o.

(3) = (4). Tuto implikaci dokdzeme sporem. Pfedpokladdejme, Ze v matici C je
asponi jeden sloupec nebazovy. Soustava Ax = o ma stejnou mnoZinu feSeni jako
soustava Cx = o s matici v odstupniovaném tvaru. Protoze pfedpokladame, ze
C m3 aspon jeden sloupec nebazovy, mnozina vsech feSeni soustavy Cx = o ma
aspoinl jeden volny parametr a tedy aspon dva prvky. To je spor s predpokladem,
Ze soustava Ax = o méa pouze jedno FeSeni.

(4) = (1). Dtkaz této implikace bude soucasné obecnym navodem, jak matici
inverzni zleva k matici A najit v pfipadé, Ze existuje. Gaussova eliminace pfevede
matici A do matice v odstupriovaném tvaru C, ve které jsou vSechny sloupce bazové.
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Pro indexy béazovych sloupci matice v odstupiiovaném tvaru (Definice 2.14) tak
plati ky = 1,k = 2,..., k, = n. Prvni az n-ty fadek matice C jsou proto nenulové
a vSechny dalsi jsou nulové. (Cestou jsme v této chvili uz také dokézali (4) = (5).)
Matice C' se tak sklada ze dvou blokl

D
C — nxn
( O(m—n)xn )

kde D je horni trojuhelnikova matice fadu n s nenulovymi prvky na hlavni diago-
nale a O(,—n)xn je nulova matice typu (m —n) x n. Stejné jako pfi hleddni matice
inverzni zprava budeme jesté pokracovat a dalsimi elementarnimi faddkovymi tpra-
vami vynulujeme vSechny prvky nad hlavni diagonalou matice D a vSechny prvky
na hlavni diagonale upravime na 1. ProtoZe pouZivame pouze elementarni fadkové
upravy a kazdou takovou tpravu mizeme zapsat jako nasobeni néjakou elementarni
matici zleva, existuji elementarni matice E1, Fo, ..., E, fadu m, pro které plati

1,
Ey---FyF A= "
e ( O(m—n)xn )
Ctvercovou matici E = Ej, - - - Eo By ¥adu m také rozdélime do dvou blokd — bloku
Y typu n x m tvofeného prvnimi n fadky a spodniho bloku Z typu (m —n) x m
tvoreného zbyvajicimi fadky, neboli

Y
Souéin na levé strané rovnosti

O(m—n)xn
Spoéitéme po blOCiCh:

Y YA I,
pas ()= ()= (o)

takze YA = I,, a matice Y je inverzni zleva k matici A.

(4) = (5) jsme dokézali uz v prubéhu dikazu (4) = (1).

(5) = (4). Rovnost rank(A) = n znamen4, Ze v matici v odstupiiovaném tvaru
C, kterou dostaneme z A Gaussovou eliminaci, je prvnich n fadkd nenulovych a
zbylé nulové. V kazdém nenulovém fadku C' lezi pravé jeden pivot a téchto n pivoti
musi leZet v rtznych sloupcich matice C, coz znamend, ze vSechny sloupce matice
C, a tedy i matice A jsou bazové. O

Prii feseni prikladu 4.69 jsme se nezabyvali otazkou jednoznacCnosti matice Y
inverzni zleva k matici A.

Otazky k samostatnému studiu 4.71. Je-li A matice z pfikladu 4.69, najdéte
libovolna dvé feSeni u, v homogenni soustavy A”x = o. Tato feeni si napiste jako

radky v matici
ul
D= ( 4

a ovérte, ze také matice Y + D je také inverzni zleva k matici A.
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4.4.4. Regularni matice. V této Casti se budeme zabyvat otdzkou, které matice
jsou soucasné invertovatelné zleva i zprava. Zatneme jednoduchym pozorovanim.

Pozorovani 4.72. Je-li matice A typu m X n nad T invertovatelnd zleva i zprava,
pak je ctvercovd, tj. m = n.

Diikaz. Z ptredpokladu, ze A je invertovatelnd zprava, plyne podle podminky (4) z
tvrzeni 4.67 rovnost rank(A) = m. Podminka (5) z tvrzeni 4.70 ¥ik4, Ze pro matici A
invertovatelnou zleva plati rank(A) = n. TakZe m = n a matice A je étvercova. O

V pripadé oboustranné invertovatelnosti tak staci zkoumat pouze ¢tvercové ma-
tice. Dalsim bezprostfednim disledkem Tvrzeni 4.67 a 4.70 je nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.73. Ndsledujici vlastnosti étvercové matice A vdadu n jsou ekvivalentni:
(1) matice A je invertovatelnd zprava,
(2) matice A je invertovatelnd zleva,
(3) matice A je invertovatelnd.

Diikaz. (1) = (2). Je-li matice A fddu n invertovatelna zprava, pak podle podminky
(3) z tvrzeni 4.67 jsou v matici C, kterou dostaneme Gaussovou eliminaci z matice
A, v8echny Fadky nenulové. V kazdém fadku C je proto pravé jeden pivot, tyto
pivoty lezi v rtznych sloupcich matice C, a protoze téchto sloupct je pfesné n,
kazdy sloupec matice C' je bazovy a podle podminky (4) z tvrzeni 4.70 je matice A
invertovatelna zleva.

(2) = (1). Opacnou implikaci miizeme dokazat stejnym zptsobem a nebo mizeme
vyuzit transponovani matic. Je-li A invertovatelna zleva, existuje matice Y fadu n,
pro kterou plati YA = I,,. Transponovanim dostaneme rovnost (YA)T = IT coz po
apravé znamend ATY7T = I,,. Ctvercova matice AT je tedy invertovatelna zprava a
podle jiz dokdzané implikace (1) = (2) je také invertovatelna zleva, existuje proto
matice Z fadu n, pro kterou plati ZAT = I,,. Dalsim transponovanim dostaneme
rovnost (ZAT)T = IT = I,,. A protoze (ZAT)T = (AT)TZT = AZT | je matice ZT
inverzni zprava k matici A.

(2) = (3). Vime uz, ze ¢tvercova matice invertovatelnd zleva je také invertova-
telnéd zprava. Podle pozorovani 4.65 je proto invertovatelna.

(3) = (1) je trividlni. O

Jakdkoliv ¢tvercovd matice A invertovatelnd z jedné strany je tak invertovatelna
z obou stran a existuje k ni jednozna¢né uréens inverzni matice A~".

Geometricky si matici A pfedstavujeme jako zobrazeni f4 uréené matici A. V
pripadé ¢tvercové matice fadu n jde o zobrazeni f4 : T™ — T™. Matice A je inverto-
vatelnd zleva pravé kdyz je zobrazeni f4 prosté podle podminky (2) z tvrzeni 4.70.
Je invertovatelnd zprava pravé kdyz je zobrazeni f4 na (cely prostor) T, podle
podminky (2) z tvrzeni 4.67. Pro invertovatelnou matici A fddu n je proto zobrazeni
fa: T" — T" prosté i na T™. Takovému zobrazeni fikdme vzdjemné jednoznacné
zobrazeni nebo také bijekce. Tyto ivahy vedou k nésledujici definici.

Definice 4.74. Ctvercovd matice A nad télesem T fadu n se nazyva regquldrni,
pokud je zobrazeni fq : T — T urfené matici A vzajemné jednoznacéné (tj.
bijekee).

Ctvercova matice, ktera neni regularni, se naz§véa singuldrni.

Uvahy pfed definici dokazuji ze kazda invertovatelnd matice je regularni. Ve
skutecnosti jsou oba pojmy ekvivalentni.
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Tvrzeni 4.75. Matice A je reguldrni pravé kdyz je invertovatelnd.

Diikaz. Je-li matice A reguldrni, je zobrazeni f4 : T™ — T" vzdjemné jednoznacné,
tj. prosté a na (cely prostor) T™. Podle tvrzeni 4.70 je matice A invertovatelnd zleva,
podle Tvrzeni 4.67 je invertovatelna zprava a podle Tvrzeni 4.73 je invertovatelna.

O

Ke kazdému vzajemné jednoznac¢nému zobrazeni existuje jednoznacné urcené
inverzni zobrazeni. Je-li A regularni matice fadu n, je zobrazeni f, : T™ — T"
vzédjemné jednoznacné. Asi nikoho nepiekvapi, Ze inverzni zobrazeni k f4 je urené
matici inverzni k A.

Tvrzeni 4.76. Je-li A requldrni (coZ je podle Turzeni 4.75 totéZ, co invertovatelnd)
matice a X je inverzni matice k A, pak je fx inverzni zobrazeni k fa.

Dikaz. Je-li A invertovatelnd, existuje matice X, pro kterou plati AX = XA = I,,.

Podle Tvrzeni 4.55 plati pro zobrazeni faq : T" — T™ a fx : T™ — T™ rovnosti
fafx = fr, =idrn,  fxfa=fr, =idrn

Pouzili jsme fakt, Ze zobrazeni f; je identické zobrazeni na mnoziné T, viz p¥i-

klad 4.62. Zobrazeni fx uréené matici X je tedy inverzni k f4. O

Regularitu matice A také mizeme pielozit do FeSitelnosti soustav linearnich rov-
nic s matici A.

Pozorovani 4.77. Matice A je regularni pravé kdyZ soustava Ax = b md pravé
jedno reseni pro kaZdou pravou stranu b.

Vime-li, jaké zobrazeni f4 matice A ur¢uje, mizeme v nékterych pfipadech ihned
napsat matici inverzni k A.

Priklad 4.78. Z geometrického nédhledu vidime, Ze matice odpovidajici rotaci ko-
lem pocatku a symetrii vzhledem k pifimce prochézejici pocatkem jsou regularni,
protoze tato zobrazeni jsou vzajemné jednoznacna. Inverzni matice X k matici

rotace o thel «
cosa —sina
A= .
sina  cosa

musi urcéovat inverzni zobrazeni k této rotaci, a geometricky vidime, Ze inverznim
zobrazenim je rotace o tthel —a. Zvolime-li

cos(—a) —sin(—a) cosa  sina
X = . - : )
sin(—a)  cos(—a) —sina  cosa
snadno ovéiime, ze AX = XA = I,. Takie X = A~ A

Piiklad 4.79. Matice symetrie vzhledem k pfimce prochéazejici poc¢atkem a bodem
(cos a,sin @) se rovné

cos2a  sin 2«
B = .
sin2a  — cos 2«

Vypoétem snadno ovéiime, ze B2 = I,, neboli Ze inverzni matice k B je opét B, coz
odpovida geometrickému faktu, ze symetrie vzhledem k pfimce je inverzni k sobé
samé. A
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Piiklad 4.80. Matice uréujici projekci na osu x; v R? je singularni, protoze pro-
jekce roviny na pfimku neni vzdjemné jednozna¢né zobrazeni (dokonce neni ani
prosté ani na cely prostor R?). Projekce je uréend matici

10
(1)

kterd proto nemtize byt invertovatelnd. O tom se snadno piesvédéime, nebot pro
kazdou c¢tvercovou matici X fadu 2 je druhy fadek souc¢inu C'X nulovy, proto
CX # I>. K matici C tak neexistuje matice inverzni zprava, proto nemuze byt
invertovatelna. A

4.4.5. Charakterizace regularnich matic. V ptipadé ¢vercovych matic je inver-
tovatelnost zleva totéz, co inverovatelnost zprava, a v obou pripadech je to totéz,
co existence inverzni matice. VSechny podminky z Tvrzeni 4.67 a Tvrzeni 4.70 jsou
proto navzajem ekvivalentni a také ekvivalentni s invertovatelnosti matice A. A
protoze invertovatelnost matice A je ekvivalentni regularité této matice, mizeme
vSechny dosavadni poznatky o regularnich maticich shrnout do nasledujici véty.

Véta 4.81. Pro c¢tvercovou matici A ddu n nad télesem T jsou ndsledujici tvrzeni
ekvivalentni:
(1) matice A je reguldrni,
(2) zobrazeni fa je mna T™ (jinymi slovy, soustava Ax = b md pro kaZdou
pravou stranu b € T™ alespori jedno tesent),
(3) zobrazeni f 4 je prosté (jingmi slovy, soustava Ax = b md pro kaZdou pravou
stranu b € T™ nejvyse jedno Teseni),
(4) soustava Ax = o md jediné reSeni x = o,

(5) Gaussova eliminace prevede matici A do horniho trojihelnikového tvaru
s nenulovymi prvky na hlavni diagondle (ekvivalentné do odstupriovaného
tvaru bez nulovych vddki),

(6) matici A lze prevést elementdrnimi fddkovymi dpravami do jednotkové ma-
tice I,

) matice A je invertovatelnd,

) existuje ctvercovd matice X Fadu n takovd, Ze AX = I,
(9) ezistuje ctvercovd matice Y fdadu n takovd, Ze YA = I,,,
) rank(A) = n.

Dikaz. Ekvivalenci (1) a (7) jsme dokézali v tvrzeni 4.75. Ekvivalenci (7), (8) a
(9) jsme dokézali v tvrzeni 4.73. Ekvivalenci (8) a (2) jsme dokazali v tvrzeni 4.67,
ekvivalenci (3), (4), (9) a (10) jsme dokdzali v tvrzeni 4.70. V piipadé ¢vercové
matice A je podminka (5) ekvivaletni tomu, Ze Gaussova eliminace pfevede matici
A do matice, kterd m4 vSechny sloupce bdzové, coz je ekvivalentni s podminkou (9)
podle tvrzeni 4.70.

(5) = (6). To, jak lze z horni trojihelnikové matice s nenulovymi prvky na hlavni
diagonéle po Gaussové eliminaci (kdy pouzivame elementéarni fadkové tpravy) do-
stat jednotkovou matici pomoci dalsich fadkovych tprav, jsme si ukézali v odstavci
nasledujicim po prikladu 4.68. Matici A prevedeme do horni trojuhelnikové matice
s nenulovymi prvky na hlavni diagonale a pak doeliminujeme postupné prvky nad
hlavni diagonalou ve druhém sloupci, tfetim sloupci, atd. Ziskdme diagonalni matici
a staci vynasobit radky vhodnymi prvky télesa.
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(6) = (9). Také toto by uz mélo byt zfejmé. Posloupnost elementarnich fadko-
vych tprav vedouci z matice A na jednotkovou matici I, znamend existenci ele-
mentarnich matic Fy, Fs, ..., E} takovych, Ze

Ey-- BB A=1,

takze matice Y = E} - - - Ex F1 je inverzni zleva k matici A. O

Najit inverzni matici k regularni matici je také snadné. Staci najit matici inverzni
zprava a to uz umime. Ukazeme si jesté par prikladu.

Piiklad 4.82. Najdeme matici inverzni k matici A nad télesem Zs, pokud existuje.

0 2 4
A= 3 1 4
4 2 1
R4dkovymi tipravami upravujeme (A | I3):
0 2 411 0 0 31 4/0 1 0 3 1 4 1 0
31 410 1 0 ~ 0 2 411 0 ~ 0 2 4|1 0 ~
4 2 1(0 0 1 4 2 1]0 0 1 0 4 4 2 1
31 4]0 1 0 3 0 2(2 10 3 00[1 2 3
02 41 0 0 ]~102 4|1 00 |~ 0220|4 21 ~
0 0 1|3 2 1 0 0 1{3 2 1 0 0 1{3 2 1
1 0 02 4 1
~( 0102 1 3
00 1(3 2 1
Takze A je regularni a plati
2 4 1
A= 21 3
3 21

A

Odstupniovany tvar matice A neni horni trojihelnikova matice s nenulovymi prvky
na diagonéle, takze A je singuldrni podle (1) < (5) z véty 4.81. Inverzni matice
neexistuje podle bodu (7) stejné véty.

Chéapeme-li A jako matici nad télesem Z3 nebo R, pak je regularni. A
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Priklad 4.84. Nékdy je vyhodnéjsi se trochu zamyslet nez ihned zacit pocitat
podle uvedeného algoritmu. Piikladem je vypocet inverzni matice k realné matici

11 1
A=|1/2 0 o0
1 0 1/3

Hleddame matici X takovou, ze AX = I3. Znovu si uvédomime, Ze pii nasobeni
matice X zleva matici A délame linedrni kombinace fadkt matice X, kde koeficienty
jsou v fadcich matice A — tvrzeni 4.24. Druhy fddek matice A nam fiké, Ze druhy
fadek vysledné matice I3, tj. fadek (0, 1,0), je 1/2-ndsobek prvniho Ffadku matice
X. Z toho okam?zité vidime, Ze prvni fddek matice X je (0,2,0).

0 20
X=17?7 177
777

Z posledniho fddku matice A vidime, Ze tfeti fadek vysledku I3, tj. (0,0,1), je
roven 1-nasobku prvniho fadku matice X (o tom uz vime, Ze se rovna (0,2, 0)) plus
1/3-néasobku tfetiho fddku matice X. Z toho snadno dopoéteme, ze tfeti fadek X
je (0, —6,3).

0 2 0
X=17? 7 7
0 -6 3

Z prvniho faddku matice A pak podobné dopoditame druhy rfadek matice X a zis-
kame

0 2 0
X=11 4 =3
0 -6 3

Snadno ovéfime, ze X je skutecné matice inverzni.
Jako cviceni provedte podobnou tivahu sloupcové pro rovnici X A = I3 a fadkové
pro rovnici X A = Is. A

Priklad 4.85. Pokud A je reguldrni matice, pak kazda soustava rovnic Ax = b
mé podle definice regularni matice pravé jedno feseni. Jak jsme jiz vidéli v dikazu
véty 4.81, vynasobenim obou stran matici A~! zleva ziskdme explicitni vzorec:

x=A"1b .
Napriklad fesenim soustavy rovnic nad Zs
0 2 4 T 1
3 1 4 T2 = 2
4 2 1 T3 3
je vektor
1 2 4 1 1 3
Ty | =A"'b=| 2 1 3 2 1=131],
T3 3 21 3 0

kde A~ jsme spoéitali v piikladu 4.82.
K numerickému Feseni konkrétnich rovnic se vzorec x = A~ 'b nehodi, protoze
Gaussova eliminace a zpétna substituce je rychlejsi postup. Stejné jako v ¢asti 2.7
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miZeme spocitat, ze samotny vypocet inverzni matice pfevedenim matice (A|Il,)
do matice (I,,|A~1) pomoci elementarnich fadkovych tiprav vyzaduje

n3 nésobeni/déleni a n® — 2n% +n séitani/odcitani .
K tomu je tieba jesté pFipodist pocdet operaci nutnych k vypoétu soucinu A~'b,
ktery se rovna

2

n? nasobeni/déleni a n?

—n s¢itédni/odéitani .
Celkem tedy TeSeni soustavy Ax = b s regularni matici A pomoci vzorce x = A~'b
vyzaduje
n® +n? nasobeni/déleni a n® —n? séitédni/odéitani .

Pro velka n je to zhruba ttikrat vice aritmetickych operaci nez je tfeba na Gaussovu
eliminaci a zpétnou substituci.

Vzorec se spi§ hodi pro teoretické ivahy, kdy potiebujeme jednoduse zapsat/vyjadrit
FeSeni obecné soustavy linedrnich rovnic s regularni matici. A

Dilezité priklady regularnich matic tvori elementarni matice. To je v souladu se
skutecnosti, ze elementarni tpravy jsou vratné.

Tvrzeni 4.86. KazZdd elementdrni matice je reguldrni, navic inverzni matice k
elementdrni matici je opét elementdrni.

Dikaz. K dikazu miZeme pfimo najit matice inverzni, jsou jimi matice tprav,
které rusi efekt prislusné elementarni tpravy. Pak pouze vyuzijeme ekvivalenci in-
vertovatelnosti a reguldrnosti z charakteriza¢ni véty 4.81. [

4.4.6. Regularita a maticové operace.

Tvrzeni 4.87. Jsou-li A, B reguldrni matice stejného 7ddu n nad stejnym télesem
T at €T nenulovy prvek, pak plati
(1) A~ je requldrni a plati (A=1)~1 = A,
(2) AT je reguldrni a plati (AT)~1 = (A=1)7,
(3) tA je reguldrni a plati (tA)~1 =t"1A7L,
)

(4) AB je requldrni a plati (AB)~! = B~1A~L
Diikaz. Diikaz miizeme provést tak, ze ukazeme, Ze popsané matice jsou skutecné
matice inverzni (stac¢i z jedné strany). Napiiklad (AB)~' = B71A~!, protoze
(B7'A"Y)(AB) =B Y(A'A)B=B"'B=1. O

Geometrickou interpretaci bodu (1), (3), (4) si rozmyslete jako cviceni.

Pro s¢itani podobné tvrzeni neplati, staci se podivat na soudet A + (—A), kde
matice A (a tim paddem i —A) je regularni, napiiklad A = I,,.

Pomoci bodu (4) dokon¢ime diikaz charakteriza¢ni véty 4.81.

Tvrzeni 4.88. Ctvercovd matice A je requldrni prdavé tehdy, kdyZ jde napsat jako
soucin elementdrnich matic.

Diikaz. Kazda elementarni matice je regularni podle tvrzeni 4.86, takze podle bodu
(4) v pfedchozim tvrzeni je libovolny souéin elementarnich matic regularni matice.
To dokazuje implikaci zprava doleva.

Naopak, je-li A regularni, pak ji lze elementarnimi fadkovymi ipravami pievést
na jednotkovou matici (podle bodu (6) charakteriza¢ni véty 4.81). Elementarni
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radkové upravy se daji napsat jako nasobeni zleva elementarni matici, takze existuji
elementarni matice F, Es, ..., Ej takové, ze

Ey-- EoEnA=1,

kde n je fAd A. ProtoZe elementarni matice jsou regularni (podle tvrzeni 4.86), tedy
i invertibilni, mizeme vztah upravit na

A=E "By BT

Ted jsme hotovi, protoze inverzni matice k elementarnim maticim jsou elementarni
(opét podle tvrzeni 4.86). O

Priklad 4.89. 7Z dukazu také vidime postup, jak rozklad na elementarni matice
nalézt. Najdeme rozklad matice

0 2 3
1 00
3 0 3

nad Zs. Matici prevedeme elementarnimi fadkovymi tpravami na jednotkovou a
zaznamename si upravy.
1 00 1 00
02 3 |~102 3 |~
3 0 3 0 0 3
0 0
3 1

0
1
3

Matice tiprav jsou

A:

2 3
0 0 |~
0 3

OO =
O NN O
o O =
O = O

0
0
3

OO
o = O

010 1 00 1 00
Ey=1100 |, Ea=(010], EBz3=|01 4],
0 0 1 2 01 0 0 1
1 00 1 00
E,=1 0 3 0], Es=10120
00 1 00 2
Takze mame
A=FE'E;'E;'E; EST
010 100 100 1 00 1 00
=1 0 O 0 1 0 011 0 2 0 0 1 0
0 0 1 3 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 3

A

Nyni miizeme také elegantné popsat, kdy lze jednu matici dostat z druhé posloup-
nosti elementarnich fadkovych tprav. Uvazujme dvé matice A, B stejného typu (nad
stejnym té&lesem). Pokud B vznikla z A posloupnosti elementarnich tprav, pak pro
prislusné elementarni matice F, ..., Ey, které popisuji provedené upravy, plati

B=Ey---EyFE A .
Podle tvrzeni 4.88 je matice R = Ej, - - - F; regularni.

Naopak, pokud B = RA pro néjakou reguldrni matici R, pak podle stejného
tvrzeni plati R = E} --- EsFEq pro né€jaké elementarni matice E,..., Ex. Z toho
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vyplyvéa, Ze B lze z A ziskat posloupnosti elementarnich tprav. Dokézali jsme né-
sledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.90. Necht A, B jsou matice typu m X n nad télesem T. Pak B lze
z A ziskat posloupnosti elementdarnich Tddkovych uprav prdvé tehdy, kdyz existuje
reguldrni matice R 7adu m nad T takovd, Ze B = RA.

4.5. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC PODRUHE

Matice poskytuji efektivni formalismus ke studiu soustav lineadrnich rovnic. Jiz
samotnd formulace problému je nyni velice elegantni: pro danou matici A typu mxn
nad T a dany aritmeticky vektor b € T hledame vSechny x € T", pro které plati

Ax=Db .

4.5.1. Tvar feSeni. V kapitole 2 jsme si ukézali, Ze mnozinu vSech feSeni soustavy
Ax=Db

m linedrnich rovnic o n nezndmych nad télesem T mitizeme zapsat jako

u—l—thVp: t, €T prokazdé pec P
peEP

kde

e P je mnozina indext volnych proménnych,
e u, v,, p € P, jsou ,vhodné“ n-slozkové aritmetické vektory nad T.

Navic vime, Ze rtzné volby parametrt ¢, € T' davaji riiznd FeSeni. (Vlastné jsme
vSe probirali jen pro T = R, ale postup nad obecnym télesem je stejny.)

Aritmetické vektory u a v,, p € P jsme ziskali uzitim zpétné substituce a alge-
braickych tprav. Jde spocitat tyto vektory pfimo? Co se stane, kdyz zménime pouze
pravou stranu soustavy? Nyni mame nastroje na takové otazky snadno odpovédét.

Z tvaru feSeni vidime, Ze zvolime-li hodnoty parametrt ¢, = 0 pro kazdé p € P,
dostaneme feSeni x = u. Vektor u tedy miizeme spocitat z odstupnovaného tvaru
tim, Ze zvolime volné proménné rovné 0 a dopocteme FeSeni soustavy. Zvolime-
li jeden z parametrt ¢, = 1 a ostatni parametry rovné 0, dostaneme jiné feseni
X = u+V,. Z nasledujici pozorovani vyplyva, ze vektor v, = (u+v,)—u je FeSenim
soustavy se stejnou matici a nulovou pravou stranou, tzv. pfislusné homogenni
soustavy.

Pozorovani 4.91. Jsou-li u a w dvé teseni soustavy linedrnich rovnic Ax = b,
pak w — u je resenim soustavy Ax = o.

Dikaz. Protoze jsou aritmetické vektory u, w feSeni soustavy Ax = b, plati Au =
Aw = b. Potom
Alw—-—u)=Aw—Au=b—-b=0.

Aritmeticky vektor w — u je proto feSenim soustavy Ax = o. O

Definice 4.92. Soustava Ax = o se nazyva homogenni soustava linedrnich rovnic
(pFislusna k soustavé Ax = b).
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Vektor v, p € P lze tedy ziskat tak, Ze zvolime x,, = 1, ostatni volné proménné
zvolime rovné 0 a dopocteme FeSeni pFislusné homogenni soustavy. Tato po-
zorovani nam dévaji odpovéd i na druhou otdzku — smérové vektory v, na pravé
strané vibec nezalezi. Geometricky, zménime-li pravou stranu, fesenim bude atvar
rovnobézny k ptavodnimu.

Piiklad 4.93. Vratime se k soustavé k piikladu z oddilu 2.3.4. Po eliminaci jsme
ziskali ekvivalentni soustavu s rozsifenou matici

2

-3

1 2 -1 3 0
00 1 0 2

Soustava ma feSeni, bazové proménné jsou x1 a 3, volné proménné jsou xs, T4 a

5. Mnozina vsech feseni proto bude tvaru

{u+tavy +t4vy +t5vs : b, by, t5 € R},

Na rozdil od ptfedchoziho postupu, uréime nyni aritmetické vektory u, vs, v4 a vy
rychleji. Zvolime x5 = x4 = x5 = 0 a dopocteme feseni soustavy zpétnou substituci.
Pfi pocitani na papife to vétsinou pujde zpaméti. Nasledujici schéma znazornuje
volbu parametrii a postupny vypocet proménnych x3 a .

(7,0,7,0,007  (2,0,-3,0,0)" (=1,0,-3,0,0)" =u

Vektor vo uréime volbou 2o = 1,24 = x5 = 0 a dopoctenim FeSeni pFislusné
homogenni soustavy.

(7,1,2,0,007  (2,1,0,0,0)7 (=2,1,0,0,0)" = v
Podobné spocitame v, a vs.
(2,0,2,1,007 (2,0,0,1,0)7 (=3,0,0,1,0)" = vy
(?50,?7071)T (?707_27071)T (_2707 _25071)T = Vs

Mnozina feseni je tedy

—1 -2 -3 -2
0 1 0 0
-3 + 12 0 + 14 0 +t5 -2 tto,ts,t5 ER
0 0 1 0
0 0 0 1

Vsimnéte si rovnéz, ze

E tpvp: tp, €T prokazdé pec P
peEP
je mnozina vSech feSeni prislusné homogenni soustavy. Mnozina vSech feseni homo-

genni soustavy Ax = o je dulezitou charakteristikou matice A, ktera bude v dalsim
textu hrat vyznamnou roli pfi zkoumani matic.

Definice 4.94. Mnozina vSech feSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic Ax = o
se nazyva jadro matice A nebo také nulovy prostor matice A. Oznacujeme ji Ker A.
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Nabizeji se dalsi otazky. Je dulezité zvolit pfi viypoctu u vSechny volné proménné
rovny 0, nebo muzeme volit libovolné? Véta 4.96 na tuto otazku odpovida. Podobna
otéazka se nabizi pro vypocet vektort v,, tu ale budeme umét uspojivé zodpovédét
az v kapitole o vektorovych prostorech.

K dikazu slibené véty ucinime jesté jedno jednoduché pozorovani.

Pozorovani 4.95. Je-li u teseni soustavy Ax = b a v fesent prislusné homogenni
soustavy Ax = o, pak u+ v je také TeSent soustavy Ax = b.

Ditikaz spociva v jednoduchém vypoctu
A(lu+v)=Au+Av=b+o0=Db
vyuzivajicim opét distributivity.
Véta 4.96. Je-li u jakékoliv Teseni soustavy linedrnich rovnic Ax = b nad télesem
T (tzv. partikularni feSeni), pak se mnoZina vsech teSeni této soustavy rovnd
{u+v:veKerd} = u+Kerd.
Diikaz. Je-li w fesSeni soustavy Ax = b, pak w — u € Ker A podle pozorovani 4.91
a tedy
w=u+(w—u)c{u+v:veKerA} .

Naopak pro libovolné v € Ker A je u + v feSenim soustavy Ax = b podle

pozorovani 4.95. (]

Ve formulaci véty je zaroven vysvétlen vyznam vyrazi typu u + Ker A, kdy
»SCitame* vektor s mnozinou vektori. Toto znaceni budeme prilezitostné pouzivat.

4.5.2. LU-rozklad. Za¢neme podrobnym rozborem jednoho piikladu.

Priklad 4.97. Mame vyfesit soustavu

2 2 211
4 7 7|2
6 18 227
Gaussovou eliminaci dostaneme
2 2 2 11 2 2 2 11 2 2 2|1
4 7 7|2 ~f 0 3 3]0 ]~ 0 3 3|0
6 18 22 |7 0 12 16 |4 0 0 4|4
a po zpétné substituci vyjde feseni (z1, 22, 23)7 = (1/2,—1,1).

Poté nam zadavatel tlohy fekne, Ze se spletl a dal nam pravou stranu v opa¢ném
poradi, Ze vlastné potiebuje vyfesit soustavu

2 2 2|7
4 7T 712
6 18 221
Tak znovu Gaussova eliminace
2 2 2|7 2 2 2 7 2 2 2 7
4 7 712 |~10 3 3|-12 |~ 0 3 3|-12
6 18 221 0 12 16 | —20 0 0 4| 28

a po zpétné substituci odevzdadme novy vysledek (z1,z2, 23)7 = (15/2, —11,7).
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Zadavatel pohlédne na vysledek, chytne se za hlavu a prohlési néco v tom smyslu,
7e nejspis tu pravou stranu Spatné odecetl na pristrojich, a jestli bychom mu to

Dfive nez mu ublizime, se radéji zamyslime nad tim, Ze pfi feSeni budeme znovu
pouzivat ty samé elementarni radkové upravy jako poprvé, a mozné bychom prvni
feSeni mohli néjak vyuzit k urychleni dalsich vypocti.

Vzpomeneme si, ze kazdé elementarni fadkové upravé odpovida néjaka elemen-
tarni matice, kterou soustavu nasobime zleva. V nasem ptipadé€ jsme nasobili po-
stupné elementarnimi maticemi

1 0 0 1 00 1 0 0
EFr=| -2 1 0], Ey= 0 1 0], Es=]10 1 0
0 01 -3 0 1 0 —4 1
Cely prubéh Gaussovy eliminace tak zaznamename jako soucin matic
1 0 O 1 00 1 00
R=EFE3E;E;= 0 1 O 0 1 0 -2 1 0
0 -4 1 -3 0 1 0 0 1
1 0 0
=1 -2 1 0
5 —4 1

Protoze jsme nemuseli prohazovat fadky, pouzivali jsme pouze tfeti elementarni
dpravu a navic v podobé pri¢teni vhodného nasobku néjakého radku k fadku pod
nim, coz znamend, ze jsme nasobili pouze dolnimi trojuhelnikovymi maticemi s
jednotkami na hlavni diagonéle. Jejich soucin R je proto také dolni trojihelnikova
matice s jednotkami na hlavni diagonale podle bodu (6) tvrzeni 4.39.

Resime-li dalsi soustavu (A|b) se stejnou matici soustavy A Gaussovou eliminaci,
nasobime ji opét zleva matici R = F3FE3FE;. Po Gaussové eliminaci tak dostaneme
soustavu R(A|b) = (RA|Rb). Soudin matic RA = E3E3FE; A navic zname hned po
prvni Gaussové eliminaci, nebot

1 0 O 2 2 2 2 2 2
RA={( -2 1 0 4 7 7 =1 0 3 3
5 —4 1 6 18 22 0 0 4
Pr1i kazdém dalsim pokusu uspokojit zadavatele tak potfebujeme vyfesit soustavu
Ux=Rb
se zndmou horni trojuhelnikovou matici U = RA. Tu mZeme vyfesit zpétnou

substituci, problém ale zlistava s pravou stranou, nebot ta vyzaduje provést vSechny
elementarni fadkové tipravy pouzité pri prvnim vypoc¢tu na novy vektor pravych
stran.

Také vypoctu Rb se lze vyhnout. Soucin elementarnich matic R = FE3FsF,
rozdélime na dvé éasti E3(E2E7). Soudin EyEy odpovidd prvnimu cyklu Gaussovy
eliminace — eliminaci prvniho sloupce — a rovnéa se

1 00 1 00 1 00
EE,=| 0 1 0 2 10|=-210
-3 0 1 0 0 1 —3 0 1

Soucin E3FE; zname hned po prvnim cyklu Gaussovy eliminace. Kromé jednotek
na hlavni diagonale obsahuje v prvnim sloupci koeficienty nasobkt prvniho fadku,
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které pric¢itame k fadktim pod nim béhem eliminace prvniho sloupce. K druhému
fadku jsme pfic¢itali (—2)-nasobek prvniho fadku, ke tfetimu (—3)-nésobek. Muzeme
tak Tict, Ze soudin FsF; je zdznamem prvniho cyklu Gaussovy eliminace.

Podobné je matice
1 0 O
Es=10 1 0
0 -4 1
zédznamem o eliminaci druhého sloupce matice A, tj. o druhém cyklu Gaussovy
eliminace.
Obé matice E3 E; a F3 maji tak jednoduchou strukturu, Ze mizeme pfimo napsat
matice k nim inverzni:

1
(BoEy) ' = 2
3

o = O
— O O

100
, Ey'=(o0 10
0 4 1
Miizeme proto také hned spoéitat matici R~ inverzni k sou¢inu R = E3(E>E;):
1 00 100 1 00
R'=(EE)'E;'=(2 10 01 0]=210
301 0 4 1 3.4 1

Matice R™! je zaznamem o celém pritbéhu Gaussovy eliminace pfi feseni prvni
soustavy. Je to dolni trojihelnikova matice s jednotkami na hlavni diagonéle a na
misté (¢,7) pod hlavni diagonédlou je prvek opaény k ¢islu, kterym jsme ndsobili
j-ty fadek pii eliminaci prvku na misté (7, j).

Diky tomu, Ze matici R~! zndme hned po prvnim feSeni soustavy Ax = b
Gaussovou eliminaci, v tomto kontextu je matice R~! vzdy oznacovana L, upravime
si soustavu Ux = Rb do tvaru

R 'WUx=LUx=b .

Protoze U = RA, plati LU = R"'RA = A. Matici A tak mame vyjadienou jako
soucin dolni trojuhelnikové matice L s horni trojuhelnikovou matici U. Podstatné
je, ze obé matice L a U zname poté, co jsme jednou pouzili Gaussovu eliminaci na
matici A a v jejim prubéhu jsme nepouzili prohazovani tadki. Vyjadieni matice A
jako sou¢inu A = LU je zaznamem o celém prubéhu Gaussovy eliminace matice A.
Matice L iika, jaké elementarni fadkové upravy tfetiho typu jsme pouzili, matice U
je horni trojuhelnikové matice, kterou jsme dostali po Gaussové eliminaci pouZité
na matici A. Dilezité také je, ze jsme béhem Gaussovy eliminace nikde nemuseli
pouzit prohazovani fadku.

Reseni soustavy LUx = b miZzeme rozdélit na feseni dvou soustav. Napied
vyfesime soustavu Ly = b s dolni trojuhelnikovou matici a poté soustavu Ux =y s
horni trojihelnikovou matici. D4-li ndAm zadavatel novou pravou stranu (6, 24, 70)7
nemrkneme okem a napfed vyfesSime primou substituct soustavu

1 0 0] 6
2 1 024
3 4 170
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dostaneme Feseni y = (6,12,4)7. Poté pouzijeme zpétnou substituci na feseni sou-
stavy

2 2 2|6
0 3 3|12
0 0 4] 4

a dostaneme feseni x = (—1,3,1)” soustavy Ax = b.
A

Postup z predchoziho prikladu miizeme pouzit pii opakovaném feseni soustavy
linearnich rovnic s regularni matici A v pripadé, Zze béhem Gaussovy eliminace
pouzivame pouze tieti krok, tj. nemusime prohazovat fadky. V tom pripadé jsou
vSechny elementarni matice odpovidajici elementarnim tpravam dolni trojuhelni-
kové s jednotkami na hlavni diagonale a jejich soucin R je také dolni trojuhelnikova
matice s jednotkami na hlavni diagonale podle bodu (6) tvrzeni 4.39. Ta je na-
vic reguldrni coby soucin elementarnich matic, viz tvrzeni 4.88. Inverzni matice
R~! proto existuje a podle nasledujiciho tvrzeni je rovnéz dolni trojihelnikova s
jednotkami na hlavni diagonéle.

Tvrzeni 4.98. Necht R je dolni (horni) trojihelnikovd matice ddu n s nenulovgmi
v§emi proky na hlavni diagondle. Pak R je requldrni a inverzni matice R~ je také
dolni (hornt) trojihelnikovd. Md-li navic matice R na hlavni diagondle viechny
proky rovné 1, pak i matice R~ md samé jednotky na hlavni diagondle.

Dikaz. Je-li R dolni trojihelnikovéa s nenulovymi prvky na hlavni diagonéle, pak
RT je regularni podle bodu (5) z véty 4.81. Tim padem je i R regularni podle
tvrzeni 4.87.

Pi#i vypoétu inverzni matice R~! pievodem matice (R|I,) do (I,,|R™!) pomoci
elementarnich fadkovych uprav mtzeme napifed zménit vSechny prvky na hlavni
diagonéle na 1 pomoci vhodnych nasobkt jednotlivych fadkt a poté vynulujeme
vSechny prvky pod hlavni diagonalou pomoci pfi¢itani vhodnych nasobku jed-
notlivych fadkt k fadkim po nim. Vsem fadkovym upravam odpovidaji dolni
trojuhelnikové matice FEi, Fs, ..., Ey, plati proto Ey---EsFhnR = I, a matice
R™' = E},--- E3E; je dolni trojtihelnikova podle bodu (5) tvrzeni 4.39.

Pokud m4a matice R hned na pocatku na hlavni diagonale prvky 1, mtzeme
prvni fazi vynechat a pouzit pouze pfic¢itani vhodnych nasobkt jednoho radku k
fadkiim pod nim. V tom pfipadé pouzivame pouze dolni trojuhelnikové matice
E1, FEs, ..., E; s jednotkami na hlavni diagondle a jejich sou¢in R~ = Ej, - - Ex F)
je proto rovnéz dolni trojihelnikova matice s jednotkami na hlavni diagonale podle
bodu (6) tvrzeni 4.39.

Ptipady, kdy je matice R horni trojihelnikova plynou pomoci transponovani z
pravé dokazanych vlastnosti inverze dolnich trojuhelnikovych matic. (]

Vratime se k diskusi predchazejici formulaci tvrzeni 4.98. Pokud pii Gaussové
eliminaci pouzité na regularni matici A nepotiebujeme prehazovat fadky, existuje
dolni trojuhelnikova matice R s jednotkami na hlavni diagonale takova, ze soucin
RA = U je horni trojuhelnikovd matice s nenulovymi prvky na hlavni diagonaéle.
Podle tvrzeni 4.98 je inverzni matice R~! také dolni trojihelnikova s jednotkami
na hlavni diagonéle a plati pro ni A = R™'U. Dokéazali jsme tak existenc¢ni &ast
nasledujici véty o LU -rozkladu.
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Véta 4.99 (O LU-rozkladu). Necht A je regularni matice vddu n, u které pii
Gaussové eliminaci nemusime prohazovat radky. Pak existuji requldrni matice L, U
radu n, pro které plati

e A=LU,

e L je dolni trojuhelnikovd s jednotkami na hlavni diagondle,

o U je hornit trojuhelnikovd s nenulovymi prvky na hlavni diagondle.

Matice L,U jsou témito podminkami urcené jednoznacne.

Diikaz. Existenci jsme jiz dokazali, zbyva dokazat jednoznac¢nost. Predpokladejme
tedy, ze A = L1U; = LU, jsou rozklady spliiujici podminky véty. Chceme dokézat,
2€L1:L23U1:U2.

Vynésobenim rovnosti L1U; = LoUs zleva matici Ly La poté zprava matici U 1
ziskame

Ly'Ly =UsUt .

Matice L 'L, je dolni trojahelnikova s jednotkami na hlavni diagonale podle tvr-
zeni 4.98 a tvrzeni 4.39. Je rovna horni trojihelnikové matici UsU; 1. Z toho plyne,
7e obé strany jsou diagonalni matice s jednotkami na hlavni diagonale, tj. jed-
notkové matice. Proto L2_1L1 =1, a UgUl_1 = I,,, z ¢ehoz po tpravé dostavame
L1:L2aU1:U2. O

Rozklad regularni matice A ve tvaru sou¢inu A = LU, kde matice L,U splnuji
podminky z pfedchozi véty, se nazyva LU-rozklad matice A. Pfipomenme si jesté
jednou, Ze existenci LU-rozkladu regularni matice A jsme dokazali pouze za pfedpo-
kladu, ze pt¥i Gaussové eliminaci matice A nemusime prohazovat Ffadky. V pripadé
obecné regularni matice LU-rozklad nemusi existovat. Pokud totiz A = LU je LU-
rozklad matice A, pak ai;; = w1 # 0 jak si snadno ovérite pomoci véty 4.99 o
LU-rozkladu. Matice

0 1
(23)

je tak jednoduchym pfikladem reguldrni matice, pro kterou LU-rozklad neexistuje.

Piiklad 4.100. Spocitdme LU-rozklad reilné matice

2 1 1
A= 4 -6 0
-2 7 2
Gaussovou eliminaci matici A upravime do odstupniovaného tvaru.
2 1 1 2 1 1 2 1 1
A= 4 -6 0 |~(0 -8 -2 |~(0 -8 -2 |=U.
-2 7 2 0 8 3 0 0 1

V prvni tipravé jsme (—2)-ndsobek prvniho fadku pficetli k druhému a 1-ndsobek
prvniho fadku pricetli k tfetimu. Ve druhé tpravé jsme 1-nasobek druhého fadku
pricetli k tfetimu. Ziskavame LU-rozklad

2 1 1 1 0 0 2 1 1
4 -6 0 | = 2 1 0 0 -8 -2
-2 7 2 -1 -1 1 0 O 1
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Jak jsme ukazali dfive, LU-rozklad regularni matice A = LU fadu n lze vyuzit pfi
opakovaném FeSeni soustavy Ax = b s riznymi pravymi stranami b. Béhem prvniho
vypoc¢tu si zaznamename vysledek Gaussovy eliminace v podobé rozkladu A = LU.
Gaussova eliminace vyzaduje zhruba 2n?/3 aritmetickych operaci. Se znalosti LU-
rozkladu matice A pak sta¢i nejprve pfimou substituci najit (jednoznacné) feseni y
soustavy Ly = b a posléze zpétnou substituci vyresit soustavu Ux = y. Nalezeny
vektor x spliiuje Ax = LUx = Ly = b, takZe fesi ptivodni soustavu. Pfimé a zpétna
substituce vyzaduji kazda n? operaci. Pro velka n prvni FeSeni soustavy s matici A
tak vyzaduje pfiblizné stejné operaci jako Gaussova eliminace nasledovana zpétnou
substituci. Poté, co zname LU-rozklad matice A, je feSeni kazdé dalsi soustavy s
matici A fadové rychlejsi. Matematické softwary proto pfi feSeni soustav linearnich
rovnic pfi prvonim vypoctu spoc¢tou LU-rozklad matice soustavy a poté uz pouzivaji
pouze pfimou a zpétnou substituci.

Cviéeni

1. Co musi spliiovat matice A, B, aby byly definovany oba sou¢iny AB i BA.

2. Geometricky interpretujte nasobeni matice prvkem télesa a s¢itani matic.

3. Geometricky popiste zobrazeni, které vznikne slozenim osové soumérnosti v R? podle
osy z a otodenim o /2. Srovnejte s algebraickym vypocétem v pfikladu na ndsobeni matic.
Stejnou ulohu feste pro slozeni v opa¢ném poradi.

4. Najdéte matici, kterd odpovida osové soumeérnosti podle pfimky y = ax, kde a € R.

5. Najdéte nenulovou realnou matici A typu 2 X 2, ke které neexistuje matice inverzni (tj.
neexistuje matice B takova, ze AB = BA = I,). Interpretujte geometricky.

6. Pro matice neplati obdoba tvrzeni 3.3.(6): Najdéte realnou étvercovou matici A # O2x2,
pro kterou A? = 0ax2. Interpretujte geometricky.

7. Dokazte pfimo tvrzeni 4.24.

8. Vypocitejte n-tou mocninu matice
1 1 0
A=10 1 1
0 0 1

9. Ukazte, Ze nasobeni elementarni matici zprava odpovida elementarni sloupcové uprave.

10. Ukazte, Ze pro ctvercové matice stejného fadu nad stejnym télesem obecné neplati
vztah (A + B)? = A% + 2AB + B2, Naleznéte podobny, ale platny vztah.

11. Dokoncete dtikaz tvrzeni 4.14.

12. Dokazte druhou distributivitu z tvrzeni 4.33.

13. Dokazte vztahy A(B — C) = AB — AC a A(—B) = —AB, mé-li jedna strana smysl.
14. Dokazte tvrzeni 4.35.

15. Matice se nazyvé antisymetricka, pokud A = —AT. Je pravda, Ze antisymetricka ma-
tice ma vzdy na hlavni diagonéle nuly? (Pozor na vlastnosti télesa, ve kterém pracujeme!)

16. Dokazte vzorec pro blokové nasobeni matic.
17. Najdéte A™ pro matici z prikladu 4.43.

18. Navrhnéte alternativni postup na prevod reguldrni matice na jednotkovou fadkovymi
uUpravami tak, aby po eliminaci sloupce byly rovnou vSechny ¢leny, kromé diagonéalniho,
nulové.

19. Spocditejte znovu piiklad 4.84 alternativnimi postupy navrzené v tomto pfikladu.
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20. Ke kazdé elementarni matici najdéte prislusnou matici inverzni, viz tvrzeni 4.86.

21. Predpokladejme, Ze odstuptiovany tvar matice A obsahuje nulovy fadek. Dokazte, ze
potom existuje prava strana b takova, ze soustava Ax = b nemd ani jedno feseni (tj. fa
neni na).

22. Dokazte implikaci (2) = (5) z véty 4.81.

23. Dokazte piimo implikaci (9) = (3) z véty 4.81.

24. Dokazte tvrzeni 4.87 a vysvétlete geometricky vyznam.

25. Dokazte, Zze n-t4 mocnina diagonélni matice je diagonalni a na diagonéale jsou n-té
mocniny puvodnich prvku.
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Shrnuti étvrté kapitoly

(1)
(2)
3)

Matice typu m xn nad télesem T je obdélnikové schéma prvki télesa T s m
rfadky a n sloupci. Matice typu m x m se nazyva ctvercovd matice vadu m.
sloupcovy aritmeticky vektor s m slozkami nad T je matice typu m x 1,
radkovy aritmeticky vektor s m slozkami nad T je matice typu 1 x m.
Dvé matice A = (a;;) a B = (b;;) se rovnaji, pokud maji stejny typ m x n,
jsou nad stejnym télesem T, a také maji stejné prvky na odpovidajicich
pozicich. Formalnéji, pro kazdé i € {1,2,...,m} a kazdé j € {1,2,...,n}
plati a;; = b;;. Rovnost mezi dvéma maticemi tak znamend mn rovnosti
mezi jejich prvky na stejnych mistech.

U libovolné matice A = (a;;) fikdme, Ze prvky a;; tvoii hlavni diagondlu.
Jednotkovd matice fddu n nad télesem T je ¢tvercova matice I, = (aij)nxn,
kde pro kazdé i,j € {1,2,...,n} plati

1 pokud ¢ =7y,
;5 =
! 0 pokud i #j,

tj.
10 0
0 1 0

I, =

Jednotkovou matici také zapisujeme jako I,, = d;5, kde d;; je tzv. Kronec-
kerovo delta rovnajici se 1, pokud ¢ = j, a 0 pokud 7 # j.
Ctvercovou matici A = (a;;) nazyvame
e diagondlni, pokud a;; = 0 kdykoliv ¢ # j,
e permutacnt, ma-li v kazdém radku a kazdém sloupci pravé jeden prvek
1 a ostatni 0,

e horni trojihelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv i > j,

o dolni trojuhelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv ¢ < j.

Pro matice A = (a;j) a B = (b;;) stejného typu m x n nad stejnym télesem
definujeme

e soucet matic A a B jako matici A+ B = (a;j + bij)mxn,

e matici opacnou k A jako matici —A = (—ai;)mxn,

e dile definujeme nulovou matici typu mxn jako matici Oy xn = (0)mxn.-
Jsou-li A, B, C' matice stejného typu m x n nad stejnym télesem T, pak
plati

(a) (A+B)+C=A+(B+C),

(b) A+ Omxn = Aa

(C) A+ (_A) = Omxn,

(d) A+ B=B+ A.
Pro matici A = (a;5) typu m x n nad télesem T a t € T definujeme

e t-ndsobek matice A jako matici t - A =tA = (taij)mxn-

Pro matice A = (a;;) a B = (b;;) téhoZ typu m X n nad stejnym télesem T
a pro libovolné dva prvky s,t € T plati

(a) s(tA) = (st)A,

(b) 1A= A,

(¢) —A=(~1)4,



LINEARNI ALGEBRA 145

(d) (s+t)A=sA+tA,
(e) s(A+ B) =sA+ sB.
(11) Transponovand matice k matici A = (@i;)mxn je matice AT = (bji)nxms
kde b;; = a;; pro libovolné indexy i € {1,2,...,m} a j € {1,2,...,n}.
(12) Pro matice A = (a;;) a B = (b;;) téhoZ typu m x n nad stejnym télesem T
a pro libovolny prvek s € T plati
(a) (A7)" =4,
(b) (A+ B)T = AT + BT,
(c) (sA)T =sAT.
(13) Matici A = (@ij)mxn nad télesem T miizeme také zapsat po sloupcich.
Sloupcovy zdpis matice A je

A= (ajlag]...|a,) ,

kde pro kazdé j = 1,2,...,n vektor a; = (aij,azj,...,am;)’ je m-slozkovy
sloupcovy aritmeticky vektor nad T.
(14) Sloupcovy zapis matice AT je
A = (ailag| - [am)
kde pro kazdé i = 1,2,...,m vektor &; = (a1, ao,...,am)" je i-ty sloup-
covy vektor transponované matice AT.
Rddkovy zdpis matice A je
a
=T

ay
A= . ,

ap,
kde al = (a;1,a;2,...,ain) je i-ty fadkovy vektor matice A.
(15) Je-li A = (aj]ag] - - - |a,,) matice typu mxn nad télesem T ab = (b1, ba, ..., b,) 7T
(sloupcovy) aritmeticky vektor s n-slozkami z télesa T, pak definujeme sou-
¢in matice A s vektorem b jako

Ab:blal—i—bgag—i—-'-—ﬁ—bnan .

(16) Soustavu m linedrnich rovnic o n nezndmych x1, s,..., T, s matici sou-
stavy A = (a;j)mxn & vektorem pravych stran b € T™ mtzeme zapsat jako
soucin

Ax=b ,
kde x = (1, 22,...,2,)7 je vektor nezndmych.

(17) Je-li A matice typu m x n a B = (bi|bg|---|b,) matice typu n x p, obé
nad stejnym télesem T, pak soucinem matic A a B rozumime matici
AB = (Abq|Abg|---|Ab,) ,

tj. j-ty sloupec sou¢inu matic AB se rovna soucinu matice A s j-tym sloup-
cem matice B. Souéin AB mi tedy typ m X p.

(18) Soucin matic A = (@ij)mxn & B = (bjr)nxp miZeme také spocitat po
prvcich, nebot prvek na misté (i, k) v souc¢inu AB se rovna

n
T
airbyj + aigho; + -+ + Qinbpj = Y aijbjr = &, by .
i=1

Také se 1ika ,,vypocet sou¢inu matic podle pravidla rddek x sloupec*.
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(19)

(23)

(24)

(25)

(26)
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Souéin matice A = (ai;)mxn s matici B = (bjx)nxp, mizeme také spocitat
po Tddcich, nebot pro kazdé i = 1,2,...,m se i-ty fddek v soucinu AB
rovnd soucinu i-tého fadku al’ matice A s matici B, tj. al B.
Nasobeni matic neni komutativni.
Jsou-li A = (a;5) a B = (b;;) matice téhoz typu m x n, C = (c;;) matice
typu n x p, a D = (dg;), E = (ey;) matice téhoZ typu p x ¢, vSechny nad
stejnym télesem T, a s € T, pak plati
(a) I,A= A= AI,
) B(CD) = (BC)D
) (A+ B)C = AC —|— BC,
) (D+E) CD+ CE,
) (BC)T = CTBT,
) 5(BC) = (sB)C = B(sC).
Pro libovolné &tvercové matice A = (a;;) a B = (b;) téhoz fadu n plati,
ze jejich sou¢in AB je
(a) diagondlni, jsou-li obé matice A, B diagonélni,
(b) permutaéni matice, jsou-li obé matice A, B permutacni,
(¢) horni trojihelnikova matice, jsou-li obé matice A, B horni trojthelni-
kové matice,
(d) horni trojuhelnikova s prvky 1 na hlavni diagonale, jsou-li obé matice
A, B horni trojuhelnikové s prvky 1 na hlavni diagonale,
(e) dolni trojuhelnikovd matice, jsou-li obé matice A, B dolni trojuhelni-
kové matice,
(f) dolni trojahelnikova s prvky 1 na hlavni diagonéle, jsou-li obé matice
A, B dolni trojuhelnikové s prvky 1 na hlavni diagonéle.
Elementarni matice Tddu m je libovolna matice, kterou dostaneme z iden-
tické matice I,,, jednou elementarni fadkovou tpravou.
Je-li E elementarni matice fadu m a A libovolnad matice typu m x n, pak
matici £ A dostaneme z matice A tou samou elementarni fadkovou tpravou,
kterou jsme dostali matici F z jednotkové matice I,,,.
Matice A = (@ij)mxn & B = (bjr)nxp mizZeme také vynasobit po blocich

<A11A12><311312>:

Agy | Az By | Bas

< A11Byy + A12Ba ‘ A11B1g + A12Ba )
A Bi1 + A2 By | A21Bis + Az Bao

(b
(c
(d
(e
(f

pokud jsou vSechny souciny blokd vpravo definované, tj. pokud jsou roz-
klady matic A, B do bloki kompatibilni. Matice miZzeme kompatibilné roz-
delit do vice bloku a pak je vynasobit po blocich.

Je-li A matice typu m x n nad télesem T, pak definujeme zobrazeni fa :
T™ — T™ wuréené matici A predpisem

fa(x) = Ax

pro kazdy aritmeticky vektor x € T".
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(27) Rotace kolem poc¢atku soufadnic v roviné o thel « proti sméru hodinovych
rucicek je urcena matici

cosa —sina
sina  cosa
(28) Symetrie v roviné vzhledem k prvni soufadné ose je uréend matici

(o 5)

(29) Je-li T néjaké téleso a n € N, pak pro kazdé j = 1,2,...,n oznacujeme
e; = (0,...,0,1,0,...,0)7 € T™ vektor, ktery mé j-tou slozku rovnou 1

a vSechny ostatni slozky rovné 0. Vektory eq,es, ..., e, nazyvame proky
kanonické bdze v T™.
(30) Pro kazdou matici A = (aj]az|---|a,) a kazdé j = 1,2,...,n plati rovnost

fa(e;) = a;. Matice A uréujici zobrazeni f4 je urcend jenoznacné.
(31) Je-li A matice typu m x n nad télesem T, pak pro kazdé dva aritmetické
vektory x,y € T" a kazdy prvek s € T plati
o fa(sx)=A(sx) =sAx = s fa(x),
o falx+y)=Ax+y)=Ax+ Ay = fa(x) + fa(y).
(32) Jsou-li A matice typu m X n a B matice typu n X p nad stejnym télesem
T, pak zobrazeni f4 : T™ — T™ a fp : TP — T"™ muizeme slozit v poradi
fafp a pro slozené zobrazeni f4fp : TP — T™ plati

fafs = fam ,

protoze pro kazdy vektor x € TP plati fafp(x) = fa(Bx) = A(Bx) =
(AB)x = fap(x).

(33) Symetrie v roviné vzhledem k piimce, kterou dostaneme z prvni souradné
osy otocenim kolem pocatku o thel o v kladném sméru, je urcend matici

cos2a  sin2a
sin2a  — cos 2«

(34) Ortogonalni projekce v roviné na prvni soufadnou osu je uréend matici

(o3)

(35) Jednotkova matice I,, nad télesem T uréuje identické zobrazeni na mnoziné T".

(36) Ctvercova matice A nad télesem T fadu n se nazyva invertovatelnd, pokud
existuje ¢tvercova matice X fadu n nad T takova, ze AX = XA = I,.
Matici X nazjvame inverzni matice k A a oznacujeme ji A~ L.

(37) Ctvercova matice A nad télesem T fadu n se nazyva reguldrni, pokud je
zobrazeni f4 : T™ — T™ uréené matici A vzdjemné jednoznacné (tj. bi-
jekce). Ctvercova matice, kterd neni regularni, se nazyva singuldrni.

(38) 10 ekvivalentnich formulaci, co znamena byt regularni matici. Pro
¢tvercovou matici A fadu n nad télesem T jsou nésledujici tvrzeni ekviva-
lentni:

(a) matice A je reguldrni,

(b) zobrazeni f4 je na T™,

(¢) zobrazeni fa je prosté,

(d) homogenni soustava Ax = o mé jediné feSeni x = o,
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(39)
(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)
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(e) Gaussova eliminace pfevede matici A do horniho trojthelnikového
tvaru s nenulovymi prvky na hlavni diagonale (ekvivalentné do od-
stuptiovaného tvaru bez nulovych fadku),

f) matici A 1ze pievést elementarnimi fadkovymi Gpravami do jednotkové
matice I,

(g) matice A je invertovatelna,

(h) existuje ¢tvercovd matice X fadu n takova, ze AX = I,,,

(i) existuje ¢étvercovd matice Y fadu n takova, ze YA = I,,,

(j) matice A je soufinem elementarnich matic.

Specialné, ¢tvercova matice A je invertovatelnd pravé kdyz je regularni.

Inverzni matici k reguldrni{ matici A najdeme tak, ze matici (A|I,) preve-

deme elementérnimi fadkovymi tpravami do matice (I,,|X). Matice X se

pak rovna inverzni matici A~!.

Je-li Ax = b soustava linearnich rovnic s regularni matici A, pak jedno-

znaéné uréené fefeni této soustavy lze zapsat jako x = A~'b. Soustavy

linearnich rovnic takto neresit! Je to tfikrat pomalejsi nez Gaussova elimi-
nace se zpétnou substituci.

Kazda elementarni matice je regularni, navic inverzni matice k elementarni

matici je opét elementarni matice.

Jsou-li A, B reguldrni matice stejného fadu n nad stejnym télesem T a

t € T nenulovy prvek, pak plati

(a) A1 je regularni a plati (A=1)~1 = A,
(b) AT je regularni a plati (A7)~ = (A~HT,
(c) (tA)T je regularni a plati (tA)~t =t"1A"1

(d) AB je regularni a plati (AB)~! = B~1A~L.

Jsou-li A, B matice téhoz typu m x n nad télesem T, pak B lze z A zis-

kat posloupnosti elementarnich fadkovych aprav pravé tehdy, kdyz existuje

regularni matice R fadu m nad T takova, ze B = RA.

Pro matici A typu m x n nad T je ekvivalentni
e existuje matice X typu n x m nad T takova, ze AX = I,

e zobrazeni fu : T™ — T je na T™.

Pro matici A typu m x n nad T je ekvivalentni
e existuje matice X typu n x m nad T takova, ze XA = I,,,

e zobrazeni fu : T™ — T™ je prosté.

Soustava Ax = o s nulovou pravou stranou se nazyva homogenni soustava

linedrnich rovnic.

Mnozina vSech feSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic Ax = o se

nazyva jadro matice A nebo také nulovy prostor matice A. Oznacujeme ji

Ker A.

Je-li u jedno pevné zvolené partikularni feSeni soustavy linearnich rovnic

Ax = b nad télesem T, pak se mnozina vSech feSeni této soustavy rovna

—~

{u+v:veKerd} = u+Kerd .

Vektor u spocitdme z odstupiiovaného tvaru tim, ze zvolime volné proménné
rovné 0 a dopocteme feSeni soustavy. Vektor v,, p € P spocitame tak, Ze
zvolime x,, = 1, ostatni volné proménné zvolime rovné 0 a dopocteme feSeni
pFislusné homogenni soustavy.

Pro reguldrni dolni (horni) trojihelnikovou matici R fadu n plati, ze in-
verzni matice R™! je také dolni (horni) trojthelnikovd. M4-li navic matice
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R na hlavni diagonale viechny prvky rovné 1, pak i matice R~! ma samé
jednotky na hlavni diagonale.
Véta o LU-rozkladu. Je-li A regularni matice fadu n, u které pti Gaussové
eliminaci nemusime prohazovat fadky, pak existuji reguldrni matice L,U
rfadu n, pro které plati

e A=LU,

e L je dolni trojuhelnikova s jednotkami na hlavni diagonéle,

e U je horni trojuhelnikova s nenulovymi prvky na hlavni diagonéle.
Matice L, U jsou témito podminkami uréené jednoznacné.
Horni trojuhelnikovou matici U dostaneme jako vysledek Gaussovy elimi-
nace bez prohazovani fadka pouzité na matici A. Dolni trojihelnikovou
matici L = (¢);x; dostaneme tak, ze na misto (¢, j) pod hlavni diagonalou
napiseme koeficient /;;, kterym jsme ndsobili j-ty fddek a pak jej odecetli
od i-tého pfi nulovani prvku na misté (¢,7). To znamend, ze LU-rozklad
regularni matice A najdeme Gaussovou eliminaci matice A.
Znéame-li LU-rozklad A = LU matice A, mizeme soustavu linedrnich rovnic
Ax = b pfevést na tvar LUx = b a vyfesit ji ve dvou krocich. Napted pri-
mou substituci najdeme feseni soustavy Ly = b a potom zpétnou substituci
vyfesime soustavu Ux = y. Cely postup je fadové rychlejsi nez opétovna
Gaussova eliminace nasledovana zpétnou substituci.
Véta o LU-rozkladu s ¢asteé¢nou pivotaci. Je-li A reguldrni matice
rfadu n, pak existuje permutacni matice P a regularni matice matice L, U,
vS8echny fadu n, pro které plati

e PA=LU,

e [ je dolni trojuihelnikova matice s jednotkami na hlavni diagonale,

e U je horni trojihelnikovd matice s nenulovymi prvky na hlavni diago-

nale.

Kliéové znalosti ze ¢tvrté kapitoly nezbytné pro prubézné sledovani
prednasek s pochopenim

Operace s maticemi (s¢itédni, nasobeni ¢islem, transponovani, souéin, in-
verzni matice) a jejich algebraické vlastnosti (distributivita, asociativita
nésobeni, atd.).

Jednotkové a elementarni matice, vyjadreni elementarni fadkové upravy
matice nasobenim elementarni matici zleva.

Specialni typy matic, jejich souciny a inverzni matice k nim.

Blokové nasobeni matic.

Zobrazeni uréené matici a jeho vlastnosti.

Matice jednoduchych geometrickych zobrazeni.

Matice slozeného zobrazeni f4 fp.

Regularni matice a rtizné podminky ekvivalentni s regularitou.

Metoda vypoctu inverzni matice.

Vztah invertovani a ostatnich operaci.

Kdy lze jednu matici dostat z druhé posloupnosti elementarnich fadkovych
Uprav.

Homogenni soustava rovnic a jadro matice.

Vyjédfeni mnoziny vSech FeSeni soustavy Ax = b ve tvaru {u + Ker A}.
Véta o LU-rozkladu.
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5. Vektorové prostory

Cil. Podobné jako jsme bézné vlastnosti pocitani s redlnymi ¢isly
zobecnili do pojmu télesa, zobecnime vlastnosti pocitdni s arit-
metickymi vektory do pojmu vektorového prostoru. UkdZeme st
nékteré zdkladni vliastnosti vektorovych prostoriu. Budeme zkoumat
dulezité pojmy jako podprostor, linedrni obal, mnozina generdtori,
linedrni zdvislost a mezdvislost, bdaze a dimenze. Motivact je poro-
zumét geometrickym vztahim mezi vektory a podprostory (rovné
dtvary prochdazejici pocdtkem) napiiklad v roviné a v prostoru. To
ndm také umozni lépe porozumét reseni soustav linedrnich rovnic.

5.1. DEFINICE, PRIKLADY A ZAKLADN{ VLASTNOSTI

V kapitole o télesech jsme se zabyvali tim, jaké vlastnosti ¢isel vyuzivame pfi
feseni linearnich rovnic, a redlna cisla jsme zobecnili na télesa. Odménou za vétsi
abstraktnost je vétsi pouzitelnost. Stejna tvrzeni a algoritmy, napiiklad pro Feseni
soustav rovnic nebo invertovani matic, mtizeme pouzit nejen pro reilné nebo kom-
plexni ¢isla, ale také pro télesa Z,, a jakdkoliv jina télesa.

Aritmetické n-slozkové vektory nad télesem T muZeme scitat a nésobit prvky
télesa T. Vysledkem je opét aritmeticky n-slozkovy vektor nad télesem T. Radu
vlastnosti téchto dvou operaci s aritmetickymi vektory jsme dokéazali v predchozi
kapitole jako specidlni pfipad vlastnosti poc¢itani s maticemi nad télesem T. VSechny
bezprostfedné vyplyvaly z axiomu télesa T.

V této kapitole zobecnime vlastnosti uvedenych dvou operaci s aritmetickymi
vektory nad télesem T do abstraktniho pojmu vektorového prostoru nad télesem
T. Prvky vektorového prostoru mohou byt nejen aritmetické vektory, ale naptiklad
také nekonecné posloupnosti ¢isel, realné funkce realné proménné, matice, poly-
nomy, apod.

Pojem vektorového prostoru umoznuje pouzivat geometrickou intuici ziskanou
z geometrie bodu a vektorti v roviné a prostoru ke studiu objekti, které na prvni
pohled nemaji s vektory nic spoleéného. I pri studiu realnych funkci mizeme pou-
zivat obrazky jako 1.4 nebo 1.3. Diky tomu, Ze realné funkce redlné proménné
miizeme také s¢itat a nasobit redlnym cislem a Ze tyto operace maji stejné zakladni
vlastnosti jako pocitani s redlnymi aritmetickymi vektory, dovoluje ndm abstraktni
pojem vektorového prostoru prenaset ivahy o vektorech na funkce na zdkladé ana-
logie.

Vektorovy prostor nad R tvofi mnozina (jejiz prvky nazyvame vektory), operace
s¢itani vektorti a operace nasobeni vektoru redlnym cislem. Tyto ingredience musi
splinovat sadu axiomt, které jsou ve shodé s predstavou vektoru jako ,Sipky“ v
roviné nebo prostoru a operaci provadénych podle obrazka 1.4 a 1.3. Obecnéji
definujeme vektorovy prostor nad télesem T, kde misto nasobeni vektoru redlnym
¢islem mame operace nasobeni vektoru prvkem T'.
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Definice 5.1. Necht T je té&leso. Vektorovym prostorem V nad télesem T rozumime
mnozinu V spolu s bindrni operaci + na V (tj. 4+ je zobrazeni z V x V do V) a
operaci - ndsobeni prvkd mnoziny V prvky télesa T (tj. - je zobrazeni z T x V
do V'), které spliiuji nasledujici axiomy.

(vS1) Pro libovolné u,v,w € V plati (u+v)+w=u+ (v+w).

(vS2) Existuje o € V takovy, Ze pro libovolné v € V plati v+ o = v.
(vS3) Pro kazdé v € V existuje —v € V takové, ze v+ (—v) = o.
(vS4) Pro libovolné u,v € V plati u +v =v + u.

(vN1) Pro libovolné ve V aa,be T platia-(b-v)=(a-b)-v.
(vN2) Pro libovolné v € V plati 1-v = v.

(vD1) Pro libovolné ve V aa,be T plati (a+b)-v=a-v+b-v.
(vD2) Pro libovolné u,veVaacTplatia-(u+v)=a-u+a-v.

Pri studiu vektorovych prostorti budeme prvktm 7' nékdy fikat skaldry a prvkim
V vektory (nebo prosté prvky V). Vyrazy skalar a vektor nemaji samostatny
smysl, pouzivame je jen kdyz je z kontextu ziejmé, které téleso a vektorovy prostor
méame na mysli.

»Operace“ - neni binarni operaci ve smyslu definice 3.1, protoze nasobime prvky
dvou rtznych mnozin. Misto a - v, kde a € T a v € V, piSeme casto av. Nikdy
neprohazujeme poradi, tj. vyrazy v - a a va nejsou definované. Podobné jako pii
pocitani v télesech ma - prednost pred +, proto nemusime ve vyrazech na pravé
strané v axiomech (vD1) a (vD2) psat zévorky.

V definici je implicitné obsazeno, Ze soucet u+ v je definovan pro kazdou dvojici
prvki u,v € V a néasobeni skaldrem av je definoviano pro kazdé a € T a v € V.
Z definice rovnéz vyplyva, Zze mnozina V je neprazdnd, protoze musi obsahovat
podle (vS2) alesponi nulovy prvek.

Axiomy (vS1), (vS2), (vS3), (vS4) jsou stejné jako axiomy pro séitédni v télese.
Stejné jako v télese proto plati, ze nulovy prvek a opa¢né prvky jsou urcené jed-
nozna¢né. Mame ted dvé riizné nuly, 0 v télese T a o ve vektorovém prostoru V.
Abychom je odlisili i jazykové, budeme v ptipadé 0 € T mluvit o nulovém skaldru
a v piipadé o € V o nulovém vektoru. Axiom (vN1) pfipomina asociativitu néso-
beni a (vN2) existenci jednotkového prvku, i kdyz zde je podstatny rozdil v tom, ze
nasobime prvky rtiznych mnozin. Axiomy (vD1) a (vD2) pfipominaji distributivitu.

Zopakujme, ze zékladnim piikladem vektorového prostoru nad R je mnozina
vech “fyzikalnich” vektort (Sipek) v idedlni roviné s béZnymi operacemi definova-
nymi podle obrazkt 1.4 a 1.3. Podobné, mnozina Sipek v idedlnim prostoru tvori
vektorovy prostor nad R. Abychom v téchto vektorovych prostorech mohli efektivné
pocitat, zavadime soustavu soufadnic a misto s vektory pocitame s jejich sourad-
nicemi. Tim pfevadime vypocty v téchto idealnich prostorech na vypocty v tzv.
aritmetickych vektorovych prostorech.

5.1.1. Aritmetické vektorové prostory. Zakladnim pfikladem vektorového pro-
storu, ktery je vhodny k pocitani, je mnozina vSech usporddanych n-tic prvk télesa.

Definice 5.2. Necht T je téleso a n je prirozené ¢islo. Aritmetickym vektoroviym
prostorem nad T dimenze n rozumime mnozinu vSech n-slozkovych aritmetickych
(sloupcovych) vektortt T™ spolu s pfirozenymi operacemi + a - (definovanymi jako
v definici 2.5). Oznac¢ujeme jej T™.

To, ze aritmeticky vektorovy prostor T" je skutecné vektorovym prostorem, jsme
dokazali obecné pro matice v tvrzeni 4.11 a tvrzeni 4.14.
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Aritmetické vektorové prostory jsou velmi konkrétni, zaroven ale v jistém smyslu
»jediné“, pfiklady vektorovych prostortt koneéné dimenze (pojem koneéné dimenze
presné definujeme pozdéji, zatim chéapejte intuitivné). Uvidime, ze v kazdém vek-
torovém prostoru koneéné dimenze lze zvolit soustavu soufadnic (Fikdme ji béze),
a misto prvki prostoru muzeme pocitat s jejich soufadnicemi stejné jako v aritme-
tickém vektorovém prostoru. Omezit se ale na studium aritmetickych vektorovych
prostorti neni vyhodné z mnoha davodii.

Jednim z nich je to, Ze vektorovy prostor (hlavné nad R) si pfedstavujeme jako
mnozinu Sipek. Z tohoto prostoru se stava aritmeticky vektorovy prostor az po
volbé néjaké soustavy souradnic, kdezto operace s prvky vektorového prostoru na
této volbé nezavisi. Zadn4 volba soufadnic nemusi byt pfirozend a v rfiznjch situa-
cich mohou byt uziteéné rizné soustavy souradnic. Napiiklad mnozina vSech feseni
rovnice 221 + 3zy + 423 = 0 je rovina, tedy ,v podstaté totéz co R%“, ale asi by
bylo tézké argumentovat, Ze néjakd konkrétni volba soufadnic je ta nejlepsi. Pfesny
vyznam v§razi typu ,v podstaté totéZ co R%“ uvidime pozdéji.

Dalsim divodem je, ze u nékterych vektorovych prostorti neni ihned patrné, ze
se v podstaté jednd jen o usporadané n-tice prvki néjakého télesa. Navic i kdyz to
nékdy vidét je, neni vzdy vyhodné se na prostory takto divat, napfiklad proto, ze
na dané mnoziné mame i jiné operace, které jsou pfi takovém pohledu nepiehledné.

5.1.2. Dalsi priklady. Uvedeme nékolik dalsich piikladt vektorovych prostori.
P¥iklad 5.3. Mnozina V vsech trojic (w1,z2,23)7 € R3, které spliuji rovnici
2z1 + 3z2 + 4x3 = 0, spolu s béznymi operacemi tvori vektorovy prostor nad R
(obecnéji Ker A pro libovolnou matici A nad T tvofi s béZnymi operacemi vektorovy
prostor nad T, viz tvrzeni 5.13).

K ovéfeni, Ze tomu tak skutecné je, je potfeba si nejprve uvédomit, ze operace
jsou dobfe definovany, tedy soucet dvou vektort ve V' je opét vektor ve V' a skalarni
nasobek vektoru ve V' je opét vektor ve V. Déle je tieba ovérit vSechny axiomy. V
tvrzeni 5.13 vse dokdZeme obecnéji.

Uvédomte si, Ze tento prostor neni aritmetickym prostorem R3, protoze V neni
tvofeno vSemi trojslozkovymi redlnymi aritmetickymi vektory, jen né€kterymi. Jde
o tzv. podprostor aritmetického vektorového prostoru R3. Podprostory se budeme
zabyvat v oddilu 5.2.

Také si vsimnéte, ze kdybychom misto 2x; + 3z + 4x3 = 0 uvazovali rovnici
2x1 + 3z + 4a3 = 10, vektorovy prostor bychom (s béZnymi operacemi) nedostali.
Operace nejsou dobie definovany, protoze napiiklad trojice (5,0, 0)7 rovnici splituje,
kdezto 0 - (5,0,0)T = (0,0,0)” nikoliv. A

Piiklad 5.4. Mnozina v8ech polynomt stupné nejvyse 173 s redlnymi koeficienty
(nebo jiného daného maximélniho stupné, s koeficienty v jiném télese) s béZnymi
operacemi s¢itani polynomu a nasobeni polynomu realnym ¢islem. Tento vektorovy
prostor je ,v podstaté“ aritmeticky vektorovy prostor R'74, protoze na polynom
ap+ a1z + -+ ar73z' ™ se miizeme divat jako na uspofadanou 174-ici koeficientit
(ag,ai,-..,a173)T a operace jsou p¥i tomto pohledu stejné jako v R174. A

Piiklad 5.5. Mnozina vSech matic typu 7 x 15 nad télesem Zs s b&Zznymi operacemi
s¢itani a nasobeni skaldrem je vektorovy prostor nad Zs (obecnéji mnozina matic
daného typu nad jinym télesem). Vzhledem k operacim + a - se tato mnoZina
chova stejné jako mnozina usporadanych 105-tic, takze tento vektorovy prostor je
»V podstaté® aritmeticky vektorovy prostor Zi%. To, 7e mnozina matic daného
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typu nad danym télesem je vektorovy prostor jsme dokézali v tvrzeni 4.11 a tvrzeni
4.14. Kdyz matice daného typu s¢itdme a nasobime skaldrem, miZeme se na né
divat jako na k-tice prvki télesa, ale tento pohled neni vyhodny naptiklad kdyz
matice interpretujeme jako zobrazeni, nasobime je nebo invertujeme. A

Vektorovy prostor matic typu m x n nad télesem T s béznymi operacemi sc¢itani
a nasobeni skaldrem z T budeme oznacovat T™*". Aritmeticky vektorovy prostor
T" lze také chapat jako T™*!.

Nasleduji dalsi priklady vektorovych prostoru.

Priklad 5.6. Mnozina vSech podmnozin mnoziny X = {1,2,...,11} (nebo jiné
dané mnoziny X) spolu s operaci symetrické diference, tj. A+ B = (A\ B)U(B\ 4),
a nasobeni skaldrem 0- A = (),1- A = A pro libovolné A C X, je vektorovy prostor
nad Z,. Jako cviceni dokazte, Ze toto je skutecné vektorovy prostor, a vysvétlete
pro¢ je tento prostor ,v podstaté“ Zil. A

Priklad 5.7. Mnozina komplexnich éisel je vektorovym prostorem nad R (s béz-
nymi operacemi). Vzhledem ke séitédni a ndsobeni redlnym ¢éislem se komplexni ¢islo
a+ ib chové stejné jako dvojice (a,b)T, takze z tohoto pohledu je C v podstaté R2.
Pokud chapeme komplexni ¢isla jako vektorovy prostor nad R, zapomindme vlastné
na nasobeni v C, pamatujeme si pouze s¢itani a nasobeni redlnym ¢islem. A

Piiklad 5.8. Téleso Q(v2) = {a + bv/2: a,b € Q} s bé&nymi operacemi s¢itani a
nasobeni racionalnim ¢islem je vektorovy prostor nad Q. Skuteéné, ¢islo a+bv/2 lze
chapat jako dvojici (a,b)” € Q?. Neni ale na prvni pohled patrné, Ze kazd4 dvojice
odpovida pravé jednomu prvku télesa Q(\/ﬁ), dikaz je prenechan jako cviceni. A

Vlastnosti podobnych vektorovych prostori, jako napiiklad dimenze, jsou dilezité
napiiklad v jiz zminénych problémech kvadratury kruhu, trisekce tthlu, zdvojeni
krychle a ,nefeSitelnosti“ rovnic patého stupné.

Piiklad 5.9. MnozZina vSech funkci z R do R tvoii spolu s pfirozenymi opera-
cemi s¢itani funkci a nasobeni funkce redlnym cislem vektorovy prostor nad R.
Podobnymi pfiklady jsou mnozina vSech spojitych funkci na R, mnozina diferen-
covatelnych funkci, mnozina polynomialnich funkci, nebo tfeba mnoZina spojitych
funkci na intervalu [0, 1]. A

Prostory funkci jsou dulezité priklady vektorovych prostorti nekonecéné dimenze,
kterymi se budete v dalsim studiu zabyvat hlavné v jinych predmétech, naptiklad
ve funkcionélni analyze. My se soustfedime hlavné na vektorové prostory konecné
dimenze.

5.1.3. Jednoduché vlastnosti. Formulujeme nékteré vlastnosti vSech vektoro-
vych prostori. Dokazuji se podobné jako prislusné vlastnosti pro télesa v tvrzeni 3.3,
proto ditkaz prenechame jako cviceni.

Tvrzeni 5.10. V kaZdém vektorovém prostoru V nad télesem T plati
(1) nulovy prvek o je uréeny jednoznacné,
(2) rovnice u+x = v md pro pevnd u,v € V prdvé jedno teseni, specidlné,
opacny prvek —v je vektorem v urcen jednoznacne,
(3) Ov = o pro libovolny vektor v € V,
(4) ao = o pro libovolny skaldr a € T,
(5) je-li av = o, pak bud a = 0 nebo v = o,
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(6) —v = (—1)v pro libovolny vektor v € V, specidlné —(—v) = v.

Axiomy vektorového prostoru stejné jako pravé uvedené jednoduché dusledky
téchto axiom® budeme pouzivat zcela automaticky. Je dobré si pfi prvnim céteni
dikazi v této kapitole podrobné rozmyslet vSechny kroky a pouzité axiomy.

5.2. PODPROSTORY

V prikladu 5.3 jsme vidéli, ze z vektorovych prostortt mtzeme konstruovat da-
181 vektorové prostory tim, Ze vybereme jen nékteré vektory a operace sc¢itani a
nasobeni skalarem zuzime. Rikdme, Ze novy prostor je podprostorem puvodniho:

Definice 5.11. Je-li V vektorovy prostor nad T, pak vektorovy prostor U nad
télesem T je podprostorem V, pokud U C V a operace + a - v U se shoduji
s prislusnymi operacemi ve V. Skutec¢nost, Zze U je podprostorem V zapisujeme
U<V

Protoze operace v podprostoru U jsou uréené ptivodnimi operacemi ve V, ne-
musime je uvadét a staci fikat, ze mnozina U tvori podprostor prostoru V. V této
situaci budeme také psat U < V.

K tomu aby U byl podprostor V, musi byt U neprazdna mnozina uzaviend na
operace s¢itani a nasobeni skalarem. Naopak, pokud U spliiuje tyto podminky, pak
spolu s prislusnymi operacemi tvori podprostor.

Tvrzeni 5.12. Je-li V wvektorovy prostor nad télesem T, pak neprdazdnd podm-
nozina U mnoZiny V je podprostorem V pravé tehdy, kdyz soucasné
o (,uzavienost na séitdni) pro libovolné u,v € U plati u+v € U,
o (,uzavienost na ndsobeni skaldrem®) pro libovolné v € U a a € T plati
av eU.

Dikaz. Pokud U < V, pak mnozina U musi byt uzaviena na s¢itani a nasobeni
skaldrem, nebot spolu s témito operacemi tvoii vektorovy prostor.
Predpokladejme, ze U je neprazdnd mnozina uzaviend na s¢itani a nasobeni
skalarem. Pak opa¢ny prvek k u € U je v U, protoze —u lze napsat jako (—1) - u.
Rovnéz nulovy prvek vektorového prostoru V je prvkem U, protoze U je neprazdna
a plati 0 - u = o. VSechny axiomy nyni vyplyvaji z toho, ze jsou splnény ve V. [

Mnozina {0} tvofend pouze nulovym vektorem o je vzdy podprostorem V, rovnéz
cely prostor V' je podprostorem V. Témto podprostorim fikame trividlni, ostatni
podprostory nazyvame netrividlni nebo vlastni. Zdiraznéme pozorovani z dikazu
ptredchoziho tvrzeni — nulovy prvek o je obsaZen v kazdém podprostoru V.

5.2.1. Podprostory R". Uvazujme podprostor U < R2. Pokud U obsahuje nenu-
lovy vektor x = (1, 22)T, pak musi obsahovat viechny jeho nasobky: {tx : t € R} C
U. Snadno ovéfime, Ze pro libovolny vektor o # x € R? je mnozina {tx : t € R}
uzavfend na séitani a nasobeni skalarem a tedy podprostor R2. Pokud uspoifadané
dvojice interpretujeme jako souradnice vektor® v roviné, jsou to vSechny vektory,
které maji stejny smér jako x (vCetné nulového vektoru). Pokud je intepretujeme
jako souradnice bodt v roving, je to pfimka prochézejici pocatkem a bodem x.
Jestlize U obsahuje jesté jiny nenulovy vektor y, ktery nelezi na pfimce {¢x :
t € R}, pak opét obsahuje vSechny jeho skalarni ndsobky {sy : s € R}, a z toho
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jiz geometricky nahlédneme, ze U = R?, protoze kazdy vektor z € R? je souctem
néjakého vektoru na pfimce {tx : ¢t € R} a néjakého vektoru na pfimce {sy : s € R}.

OBRAZEK 5.1. Podprostor R? obsahujici piimku {tx : t € R} a
vektor y mimo ni

Formalni ditkaz tohoto tvrzeni prenechdme jako cvic¢eni, pozdéji budeme podobné
véci umét dokazovat snadno a rychle pomoci pojmu béaze.

Uké4zali jsme, Ze kromé trividlnich podprostortt {o} a R? jsou jedingmi podpro-
story R? mnoziny tvaru {tx : t € R}. Pfi intepretaci 2-slozkovych realnych arit-
metickych vektort jako bodd v roviné jsou tedy podprostory R? poéatek soufadnic
{o}, pifmky prochézejici po¢étkem, a celd rovina R2.

Podobnou tivahou nalezneme vSechny podprostory U < R3. Pokud o # x € U,
pak U obsahuje celou pfimku {tx : ¢ € R}. Pokud U obsahuje jesté jiny vektor y,
pak {sy : s € R} C U a U pak obsahuje celou rovinu uréenou body x,y a poc¢atkem
0, coZ je rovina s parametrickym vyjadienim

{tx+sy:t,s € R} .

Obsahuje-li U jesté né&jaky jiny vektor mimo tuto rovinu, pak U = R3. Podpro-
story R? jsou tedy trividlni podprostory, pfimky prochézejici poc¢atkem a roviny
prochézejici pocatkem.

I kdyz vizualni predstava prostoru R™ pro m > 3 chybi, intuice stéle je, Ze
podprostory jsou rovné utvary prochazejici pocatkem.

5.2.2. Podprostory T". Nad jinymi télesy jiz nemame tak dobrou vizualni pied-
stavu aritmetického prostoru, ale stile mizeme podobné uvahy jako vyse provadét
algebraicky. Tak naptiklad stale plati (viz cvi¢eni), Ze podprostory T2 jsou trivialni
podprostory a ,,piimky“ prochazejici po¢atkem, tj. mnoziny tvaru {tx : t € T'}, kde
o#£xeT?

S podprostory T™ jsme se jiz setkali uz v predchozi kapitole pfi feSeni homo-
gennich soustav linedrnich rovnic. Zde je tieba si pfipomenout definici 4.94 jadra

matice A jako mnozinu vsSech feSeni homogenni soustavy Ax = o.

Tvrzeni 5.13. Pro libovolnou matici A typu m x n nad T plati, Ze Ker A je
podprostor T™, neboli Ker A < T™.

Diikaz. Podle tvrzeni 5.12 staéi ovétit, ze mnozina Ker A je neprazdnd a uzaviend
na s¢itani a nasobeni skalarem.
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(3.4)
o
Y

oy ey

oo w7

OBRAZEK 5.2. Piimka {t(2,1)T : ¢t € Zs} v prostoru Z2

Protoze Ao = o, mnozina Ker A obsahuje nulovy prvek o € T, takze je ne-
prazdna.

Pokud u, v € Ker A, pak podle definice Ker A je Au = o = Av. Z distributivity
nasobeni matic nyni dostaneme A(u+v) = Au+ Av=0+o0 =o0, takzeu+v €
Ker A.

Pokud u € Ker A a s € T, pak A(su) = s(Au) = so = o, tedy su € Ker A. O

Geometricky je Ker A tiplnym vzorem nulového vektoru pfi zobrazeni f4. Uplny
vzor nenulového vektoru b € T™ (neboli mnozina vSech FeSeni soustavy Ax = b)
neni podprostor T". Tato mnozina je sice ,rovny utvar“, ale neobsahuje nulovy
prvek o € T". Takovym mnozindm budeme pozdéji fikat afinni podprostory T™.
Kazdy podprostor T™ je tedy také afinni podprostor T", ale pouze afinni pod-
prostory T™ obsahujici o € T™ jsou soucasné podprostory vektorového prostoru
T".

5.2.3. Dalsi pfiklady podprostorua.

Piiklad 5.14. Mnozina vSech étvercovych matic fadu 4 nad télesem Zs takovych,
ze soucet prvkid na hlavni diagondle je roven nule, je podprostor vektorového pro-
storu Zé“. Je totiZ neprazdna (obsahuje napiiklad nulovou matici) a je uzaviend
na sc¢itani a nasobeni skalarem, jak se snadno ovéri. A

Piiklad 5.15. Mnozina vSech polynomu p stupné nejvyse 173 s realnymi koefici-
enty, pro které plati p(5) = 0, je podprostorem vektorového prostoru (z pfikladu 5.4
vSech redlnych polynomu stupné nejvyse 173. A

Piiklad 5.16. Mnozina redlnych éisel je podprostorem prostoru komplexnich éisel,
kde obé télesa realnych a komplexnich ¢isel chapeme jako vektorové prostory nad Q.
A

Piiklad 5.17. Mnozina spojitych funkci z R do R je podprostorem vektorového
prostoru vSech funkci z R do R. protoZe mnoZina spojitych funkci je neprazdna
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a uzaviena na operace sCitani a nasobeni redlnym c¢islem. Podobné, mnozina dife-
rencovatelnych funkci z R do R je podprostorem vektorového prostoru spojitych
funkci. A

5.2.4. Linearni kombinace. UZ mnohokrat jsme se setkali s vyrazy typu ru +
sv +tw, kde u, v, w jsou néjaké realné aritmetické vektory a r,s,t € R. Takovym
vyrazim fikame linedrni kombinace vektorti u, v, w. Linedrni kombinace mtzeme
definovat v kazdém vektorovém prostoru.

Definice 5.18. Jsou-li vi,vsy,..., vy prvky vektorového prostoru V nad T atq, to, ...

T skaléry, tj. prvky télesa T, pak vektor
tivi +tave + - + Vi

se nazyva linedrni kombinace prvkd vi, vo, ..., vi € V. Skalary ti,ts,...,tx
nazyvame koeficienty linedrni kombinace.
Linedrni kombinaci prazdného systému vektora definujeme jako nulovy vektor.

Zdtraznéme, ze v linearni kombinaci mame vzdy koneény pocet vektort pro-
storu V. Soucet nekonecné mnoha vektort ve vektorovém prostoru neni obecné
definovan.

5.2.5. Linearni obal. Linedrni kombinace se vyskytuji v popisu podprostori, na-
pifklad pro aritmetické vektory x = (1,1,1)T ay = (1,2,3)T € R? je {sx + ty :
s,t € R} mnozina viech linedrnich kombinaci vektortt x,y — rovina v R3. Obecné
definujeme linedrni obal mnoZziny X jako mnozinu vSech linedrnich kombinaci prvki
X. Tato mnozina tvoii vzdy podprostor (viz tvrzeni 5.23).

Definice 5.19. Necht V je vektorovy prostor nad T a X C V. Pak linedrnim
obalem mnoziny X rozumime mnozinu LO X v8ech linearnich kombinaci prvka X,
tj. mnozinu

LOX = {t1V1+t2V2+-"+thk k€eNg, vi,...,vi € X, t1,...,tk ET}

Geometricky, linearni obal je ,rovny utvar prochéazejici pocatkem® obsahujici
dané vektory. Poznamenejme, ze mnozina X muze byt i nekonecna. Definici mtzeme
trochu zjednodusit pro koneéné mnoziny vektort.

Pozorovani 5.20. Jsou-li vy, ..., v, proky vektorového prostoru V nad télesem T,
pak
LO{vy,...,vi}={tavi+--+t;vi: t1,....,t; €T} .

Dikaz. Inkluze ,,0¢ plyne trivialné z definice linedrniho obalu.
Naopak, je-li u € LO{vy,...,v;}, pak u = sju; + -+ + spug, kde kazdy z

vektortt u; lezi v mnoziné {vy,...,v;}. V soudtu sju; + --- + spuy seskupime
s¢itance podle vektortt vi,...,v; a uzitim (vD1) nahradime jedinym s¢itancem
tvaru t;v;. Nakonec pro chybéjici v; pfidame sc¢itanec Ov;. Tim ziskdme vyjadieni
u:t1v1 +t2V2—|—"'—|—thl. O
Pfiklad 5.21. LOJ = {o} — linearn{ obal prazdné mnoziny je triviadlni prostor
tvofeny nulovym vektorem. A
Piiklad 5.22. V prostoru R? méme
1 4 9 1 4
LO 2 1,1 5|, 12 =LO 2 1,1 5 =

3 6 15 3 6

stk €
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1 4
=<¢s| 2 | +t| 5 is,teR
3 6

Inkluze C v prvni rovnosti plyne z toho, Ze kazdou linedrni kombinaci vektori
(1,2,3)7, (4,5,6)T, (9,12,15)T 1ze psat jako linedrni kombinaci vektort (1,2,3)7,
(4,5,6)T, protoze vektor (9,12,15)7 lze napsat jako linearni kombinaci prvnich
dvou vektort:

1 4 9
ti| 2 |+t 5 | +t3| 12 | =
3 6 15
1 4 1 4
=t;| 2 | +ta| 5 | +1t3 2 | +2| 5 =
3 6 3 6
1 4
=1 +t3)[ 2 | +(#2+2t3)| 5
3 6

Geometricky, linedrni obal danych t¥i vektor je rovina prochéazejici pocatkem, treti
vektor lezi v roviné urcené prvnimi dvéma vektory.

Neékdy fikame ,linearni obal vektori ...“, misto formélné presného ,linearni
obal mnoziny vektoru {... }“. A

Tvrzeni 5.23. Pro libovolny vektorovy prostor V nad T a libovolnou X C V je
LO X podprostorem V.

Diikaz. Je tfeba ovérit, ze LO X je neprazdnd mnozina uzaviena na séitani a naso-
beni libovolnym r € T

Predné LO X je neprazdnd, protoZe obsahuje linedrni kombinaci prvki prazdné
podmnoziny X, tj. vektor o.

Soucet linearni kombinace s1vy + Sovg + - - - + S Vi vektord vy, vy, ..., vy € X' s
koeficienty si, s2, ..., Sk € T a linearni kombinace t;wq +towso + - - - +t;w; vektort
w1, Ws,...,W; € X s koeficienty t1, o, ..., t; se rovna

81V + 82Va + - + Sp Vg + T Wy Hlowo + -+ Wy,

coz je linearni kombinace vektort vy, ...,vg, wi,..., w; € X s koeficienty sq, ...,
Sky t1, ...y T

Konecéné, r-nasobkem linearni kombinace s1vi+Sovo+- - -+, vy vektorti vy, va, ..., Vi €
X s koeficienty s1, s9, ..., sg je linedrni kombinace

r(s1vy + sava + - 4 spvg) = (r81)v1 + (rs2)va + - - + (rsg) v

stejnych vektoru s koeficienty rsq, rso, ..., 7Sk. O

5.2.6. MnozZina generatoru. Obsahuje-li podprostor U < V mnozinu X, pak
diky uzavfenosti na s¢itani a nasobeni skaldrem obsahuje také vSechny linearni
kombinace prvka X. To znamené, ze LO X je ,nejmensi“ podprostor, ktery obsa-
huje X. Slovo nejmensi je zde tfeba chépat vzhledem k inkluzi, tj. tak zZe jakykoliv
podprostor obsahujici X obsahuje LO X. Proto se rovnéz hovoii o podprostoru
generovaném X.

Definice 5.24. Je-li V vektorovy prostor nad T a X C V. Pokud LO X =V, pak
fikdme, ze X je mnoZina generdtoru prostoru V, nebo také ze X generuje V.
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Jinymi slovy, mnozina X C V generuje V, pokud kazdy vektor ve V' lze vyjadrit
jako linedrni kombinaci vektort z X.

Priklad 5.25.
e Prizdnd mnozina generuje trivialni prostor {o}.
e Mnozina {(1,0)7,(0,1)T} generuje pro libovolné T prostor T2, protoze
kazdy vektor (x1,72)T v T? lze vyjadtit jako linearni kombinaci vektort
(1,007 a (0,1)T takto:

()=o) = (Y)

Tedy také libovolna podmnozina T? obsahujici vektory (1,0)7 a (0,1)7 je
mnozinou generatort T?2.

e Mnozina {(1,2,3)"} generuje podprostor V = LO {(1,2,3)”} vektorového
prostoru R3. Jiné mnoziny generatord stejného prostoru V jsou napiiklad
{(2,4,6)T}, {(2,4,6)T,(3,6,9)T}, V. Mnozina {(1,2,3)7,(4,5,6)T} neni
mnozinou generatord V, protoze neni ani jeho podmnozinou.

e Mnozina {1,z,2%} je mnozinou generatorti prostoru vsech relnych poly-
nomi stupné nejvyse 2.

A

Piiklad 5.26. V ¢asti 5.2.1 jsme si geometricky zdavodnili, Ze pro kazdy netrividlni
podprostor R? existuje mnoZina generatort, kterd ma jeden nebo dva prvky. A

Piiklad 5.27. Definujeme R* jako prostor vSech posloupnosti realnych ¢isel s ope-
racemi provadénymi po slozkach, podobné jako s aritmetickymi vektory. Mnozina

X ={(1,0,0,...),(0,1,0,0,...),(0,0,1,0,...),...}

negeneruje prostor R¥. Ovéite, Ze LO X se rovnd mnoziné vSech posloupnosti
realnych cisel, které obsahuji pouze kone¢né mnoho nenulovych prvka.

Také mnozina vSech posloupnosti redlnych ¢isel konvergujicich k 0 je podprostor
R% a obsahuje LO X.

Jingm zajimavym podprostorem R* je mnoZina Y vSech posloupnosti (ag, a1,
ag, ...) spliyjicich podminku a2 = a, + an4+1 pro kazdé n > 2. Mezi prvky
tohoto podprostoru patii Fibonacciho posloupnost. A

5.2.7. Opét soustavy linearnich rovnic. Uvazujme matici A typu m x n nad
télesem T a aritmeticky vektor b € T™. Mnozinu feseni Tesitelné soustavy rovnic
Ax = b jsme dosud zapisovali ve tvaru

u+2tpvp: t, €T prokazdé pe P ;,
peP

kde u a v, jsou vhodné aritmetické vektory z T". Jiz také vime, ze

thvp i t, €T prokazdé pe P
peEP

je mnozina vSech feSeni pfislusné homogenni soustavy rovnic Ax = o — jadro matice

A.
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Zavedené pojmy umoziuji kompaktnéjsi zapis a formulace. Jadro matice A je
podprostor R™ rovny

LO{v,:p€ P},

jinymi slovy, {v, : p € P} je mnozina generatort jadra matice A. Mnozinu vSech
feSeni pak mtzeme zapsat

u+LO{v,:pe P}.
Pripomenme, Ze tato mnozina je podprostorem R" pravé tehdy, kdyz b = o.

Piiklad 5.28. Mnozina feseni soustavy z prikladu 2.3.4 je

-1 —2 ) —2
0 1 0 0
-3 + 1o 0 + 14 0 + 15 -2 tto,tg,ts ER p =
0 0 1 0
0 0 0 1
—1 —2 -3 —2
0 1 0 0
-3 +LO 0 , 0 , -2
0 0 1 0
0 0 0 1

Mnozina FeSeni p¥islusné homogenni soustavy je podprostor R® generovany vektory
(-2,1,0,0,0)7, (=3,0,0,1,0)T, (-2,0,-2,0,1)7. A

5.2.8. Sloupcovy a fadkovy prostor matice. Kazda matice pfirozené defi-
nuje dvé mnoziny aritmetickych vektori — mnozinu fadkovych vektord a mnozinu
sloupcovych vektort. Prostortim, které tyto mnoziny generuji, fikime radkovy a
sloupcovy prostor.

Definice 5.29. Je-li A matice typu m xn nad T, pak sloupcoviym prostorem matice
A rozumime podprostor T™ generovany mnozinou sloupcovych vektort matice A
a znacime jej Im A.

ImA=LO{aj,as,...,a,} <T™
Rddkovym prostorem matice A rozumime sloupcovy prostor matice A7, tj.

Im AT =LO{a;,a,,...,4,,} <T"

Priklad 5.30. Pro reilnou matici

13 4
A_<2 7 —1)

je
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Jak pozname, Ze vektor b € T™ lezi v Im A? Stadi si pfipomenout, Zze Ax je
linearni kombinace sloupct matice A, kde koeficienty jsou slozky vektoru x. Takze
b € Im A pravé kdyz rovnice Ax = b ma feSeni, pficemz koeficienty linedrni kom-
binace jsou slozky néjakého feseni. Také vidime, Ze Im A je obor hodnot zobrazeni
fa.

ImA={Ax:xe€T"} ={fa(x):x€T"} = obor hodnot f4 .

Oboru hodnot se nékdy také ¥ika obraz (anglicky image), proto znaceni Im A.
P¥iklad 5.31. Pro matici A z predchoziho piikladu nejprve ovérime, ze (0,1)7 €

ImA a (1,0)7 € Im A a vyjadiime tyto vektory jako linedrni kombinaci sloupcii.
Protoze mame dvé soustavy rovnic se stejnou matici, mizeme je fesit najednou.

1 3 4 (1 0 1 3 4 1 0

2 7 —-1]0 1 01 -9|-21
Vidime, ze obé soustavy maji feSeni, tedy dané vektory do sloupcového prostoru
matice A patii.

Pro pravou stranu (1,0)7 dostaneme volbou 0 za volnou proménnou feseni x =
(7,-2,0)T, coz davé vyjadient

(6)=1(2) (7)o (4)

Koeficienty nejsou urceny jednoznac¢né, napiiklad volbou 2 za volnou proménnou
dostaneme x = (—55,16,2)”, coz odpovida vyjadieni

(o)== () em(7)e2(4)

Pro vektor (0,1)7 dostaneme napiiklad vyjadieni

(1)==2(5) (7)ol 4)

Ukézali jsme, Ze oba vektory (1,0)7, (0,1)7 pati{ do Im A, tim paddem Im A = R?,
protoze z prikladu 5.25 vime, ze LO {(1,0)7, (0,1)T} = R%
Lezi vektor (2,1,1)T v prostoru Im AT?
1 2 |2 1 2 2 1 2 2
3 7 |1 ~1 0 1 |-5]~]10 1| =5
4 —-111 0 -9\ -7 0 0] —52
Soustava nemé4 Feseni, takze vektor (2,1,1)7 v Im AT nele#i. A

5.2.9. Prostory uréené matici a elementarni ipravy. K matici A typu m xn
nad T mame pritazeny ¢tyti zéakladni podprostory aritmetickych prostori:
e Im A < T™ — sloupcovy prostor matice A, neboli linedrni obal sloupcovych
vektorti, neboli obor hodnot zobrazeni f4.
o Im AT < T™ — ¥adkovy prostor matice A, neboli sloupcovy prostor matice
AT neboli linedrni obal fadkovych vektort (psanych do sloupcti), neboli
obor hodnot zobrazeni f47.
e Ker A < T" — jadro matice A, neboli mnoZina v8ech feSeni soustavy Ax =
0, neboli mnozina v8ech vektort, jejichz obrazem pri zobrazeni f4 je nulovy
vektor.
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o Ker AT < T™ - jadro matice AT, neboli mnozina vsech feSeni soustavy
ATx = o, neboli mnozina vSech vektori, jejichZ obrazem pii zobrazeni f,r

je nulovy vektor.
Jak se tyto prostory méni pii elementarnich fadkovych (sloupcovych) tpravach?
Jiz v kapitole o feseni soustav linedrnich rovnic jsme si vSimli, ze elementarni
tfadkové tpravy neméni mnozinu vSech feSeni soustavy linearnich rovnic. Kdyz toto
tvrzeni napiSeme maticové pro homogenni soustavy, mame Ker (EA) = Ker A pro
kazdou elementarni matici E (spravného typu nad spravnym télesem). Protoze
kazda regularni matice R je soucinem elementarnich matic R = F1 Fs ... E;, mame

obecnéji

Ker (RA) =Ker (E1Es ... ExA) =Ker (Ey.. . EA) =--- =Ker A .

Toto tvrzeni dokdzeme nize trochu rychleji. V§imnéte si, ze elementarni sloupcové
upravy podprostor Ker A obecné méni.

Dalsim dulezitym pozorovanim je, ze fadkové elementarni ipravy neméni linearni
obal Fadki (tj. prostor Im A7). Obecnéji, nasobeni zleva regularni matici neméni
Im AT a nasobeni regularni matici zprava neméni Im A. Nésobeni zleva matici R
obecné méni Im A tak, Ze sloupcovy prostor vzniklé matice je linedrni obal R-
nasobkti ptivodnich sloupci.

Tvrzeni 5.32. Necht A = (a1]...|a,) je matice typu mxn nad T a R je requldrni
matice radu m. Pak

Im (RA) = LO{Ray, Ray, ..., Ra,}, Ker(RA)=KerA, Im(RA)T =ImAT .

Dikaz. Prvni ¢ast je dusledkem definice soucinu matic 4.20.

Je-li x € Ker A, pak Ax = 0. Vynasobenim R zleva ziskdme RAx = Ro = o,
¢ili x € Ker (RA). Tim jsme dokézali Ker A C Ker (RA) pro kaZdou matici A a
regularni matici R.

Je-li naopak x € Ker (RA), pak RAX = o. Protoze R je regularni, je také R~!
regularni podle tvrzeni 4.87.1. Podle pfedchazejiciho odstavce pak plati Ker (RA) C
Ker (R"!RA) = Ker (A). Tim je dokdzéna opac¢nd inkluze nutna k ovéfeni druhé
rovnosti Ker A = Ker (RA).

Zbyvé dokazat tfeti rovnost. Opét si uvédomime, ze v matici RA je kazdy fadek
linearnich kombinaci fadkt matice A podle tvrzeni 4.24. To znamend, Ze kazdy
Fadek matice RA lezi v linedrnim obalu Fadkid matice A, tj. v fadkovém prostoru
Im AT tj. Im (RA)T C Im AT Stejnou tivahou jako v piedchozim odstavci ziskdme
opacnou inkluzi Im (AT) = Im (R~*RA)T C Im (RA)T. O

Zformulujte si podobné tvrzeni pro sloupce, tj. pro nasobeni regularni matici
zprava. Mame napftiklad Im A = Im (AR), pokud R je regularni matice fadu n. Di-
kaz mtzeme provést bud uzitim sloupcovych tUprav misto fadkovych nebo pfecho-
dem k transponované matici — pouzitim tfeti rovnosti pfedchoziho tvrzeni na matici
AT misto A a RT misto R dostaneme Im (A7) = Im (RT AT)T, coz po tipravé za
pouziti rovnosti (AT)T = A a (RTAT)T = AR dokazuje rovnost Im A = Im (AR).

Dausledek 5.33. Elementdrni tddkové upravy matice A (obecnéji ndsobent regu-
ldrni matici zleva) neméni Ker A a Im AT . Elementdrni sloupcové dpravy neméni

Ker AT ¢ Im A.

Rovnéz se zamyslete, jak se sloupcovymi tpravami méni Ker A.
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5.3. LINEARN{ ZAVISLOST A NEZAVISLOST

Mnozina aritmetickych vektort (1,2,3)7, (4,5,6)7, (9,12,15)7 generuje ten samy
podprostor V < R3 jako mnozina (1,2,3)7, (4,5,6)7, jak jsme vidéli v piikladu 5.22.
Diivod je ten, Ze tteti vektor (9,12,15)7 lze napsat jako linedrni kombinaci zby-
vajicich dvou vektord. Mnozindm prvku libovolného vektorového prostoru, ve kte-
rych zaddny z prvkd neni linedrni kombinaci ostatnich, fikdme linedrné nezdvislé.
Z formula¢nich dtvodi definujeme linedrni (ne)zavislost pro posloupnosti prvki
vektorového prostoru, nikoliv pro mnoziny.

Definice 5.34. Nechf V je vektorovy prostor nad télesem T. Posloupnost prvki

(v1,Va,...,Vg) prostoru V se nazyva linedrné zavisld, pokud néktery z prvka v; je
lineadrni kombinaci zbyvajicich prvka vy, vo, ..., Vi_1, Vig1, - .-, Vi.
V opa¢ném piipadé fikdme, Ze posloupnost (vi,va, ..., Vi) je linedrné nezdvisld.

Pozdéji si ukdzeme, jak linearni (ne)zavislost definovat i pro nekoneéné soubory
vektort.
Uzitim pojmu linearniho obalu miZzeme definici preformulovat tak, Zze posloup-

nost (vq,va,...,vg) je linedrné zavisla, pokud existuje i € {1,2,...,k} tak, Ze
v; € LO{v1,va, .., Vic1, Vig1, .., Vi)
ekvivalentné
LO{vi,va,..., vk} =LO{vi, Vo, ..., Vi1, Vit1,..., Vi }

Geometricky to znamend, ze v; lezi v ,rovném ttvaru“ urceném zbylymi vektory.
Naopak, posloupnost je linearné nezavisla, kdyz zadné takové i neexistuje, jinymi
slovy, kdyz kazdy vektor v; ,néco pridd“ k linedrnimu obalu zbylych vektori.
Neékdy se pouziva nepresnd formulace typu ,,vektory ... jsou linearné nezavislé”,
apod. Uvédomte si, Ze linedrni (ne)zavislost neni vlastnost vektort ale jejich po-
sloupnosti. Takze takovou formulaci je potfeba vzdy prelozit jako ,posloupnost
vektoru ... je linedrné nezavisla“.

Pi¥iklad 5.35. Posloupnost ((1,2,3)7,(9,12,15)T,(4,5,6)T) ve vektorovém pro-
storu R? je linedrné zavisla, protoze druhy vektor lze napsat jako lineadrni kombinaci
zbylych dvou:

9 1 4
12 | =1 2 | +2{ 5
15 3 6

Geometricky to znamena, ze vektor (9,12, 15)7 lezi v roviné uréené zbylymi dvéma
vektory.

Posloupnost vektori (1,0,0,0)7, (0,1,0,0)T, (0,0,1,0)T, (0,0,0,1) v prostoru
Z3 je linearné nezévisl4, protoze, zadny z vektort neni linedrni kombinaci ostatnich:
linearn{ obal druhého az étvrtého vektoru je mnozina {(0,a,b,c)? : a,b,c € Zi}, do
niz vektor (1,0,0,0)7 nepatii. Podobné pro ostatni vektory.

Posloupnost prvki (u, v,u+ v) v libovolném vektorovém prostoru je vzdy line-
arné zavisla.

Posloupnost vektord (coszsinz + 5,1,sin(2x) + 3) v prostoru realnych funkei
redlné proménné (nad R) je linedrné zavisld, protoze sin(2z) + 3 lze napsat jako
2 (coszsinx +5) + (=7) - 1. A

Nékolik snadnych obecnych pozorovani:
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e Kdykoliv posloupnost obsahuje nulovy prvek, tak je linearné zavisla, pro-
toze nulovy prvek je linedrni kombinaci ostatnich prvkid posloupnosti. To
plati i v ptipadé, ze posloupnost obsahuje jediny prvek o diky tomu, ze
nulovy prvek je linedrni kombinaci prvka prazdné mnoziny.

e Jednoclennd posloupnost (v) je linedrné nezavisld pravé tehdy, kdyz v # o.

e Kdykoliv posloupnost obsahuje dva stejné prvky, je linearné zavisla. Obec-
néji, pokud je néktery z prvkt nasobkem jiného, je posloupnost linedrné
zévisld. Neplati to ale naopak. V posloupnosti ((1,2,3)7, (9,12,15)7,
(4,5,6)T) z predchoziho pifkladu neni zadny z aritmetickych vektort na-
sobkem jiného, presto je posloupnost linearné zavisla.

e Linearni zavislost nebo nezavislost posloupnosti nezévisi na potradi prvki.

e Podposloupnost linearné nezavislé posloupnosti je linearné nezavisla. Jinak
feceno, pokud je podposloupnost prvkid linedrné zavisla, tak je linedrné
zéavisld i pivodni posloupnost.

Pokud bychom ovéfovali, Ze néjakd posloupnost (vi,va,...,vy) je linedrné ne-
zéavisla z definice, museli bychom pro kazdy z prvkua vy, ..., vi ukazat, Ze jej nelze

vyjadfit jako linedrni kombinaci ostatnich. Snazsi je pouzit bod (2) nebo (3) z né-
sledujiciho pozorovani, které dava elegantnéjsi charakterizaci linearni nezavislosti.

Tvrzeni 5.36. Necht (vq,...,vy) je posloupnost prvki vektorového prostoru V
nad telesem T. Ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentni.
(1) Posloupnost (v1,...,Vy) je linedrné nezdvisld.
(2) Zddny z proki v; (1 <i < k) nelze vyjddrit jako linedrni kombinaci pred-
chozich proki vyi,...,v;_1.
(3) Nulovy prvek o lze vyjddFit jako linedrni kombinaci prokd vi,va,..., Vi
pouze trivialnim zpusobem o = 0vy 4+ 0vg + - - - + 0vy.
Jingmi slovy, pro libovolné ay,as,...,ar € T plati, Ze z rovnosti

a1vi +agve +-- -+ apvp =0

plyne ay = as = --- =ag =0.
(4) Kazdy prvek b € V Ize vyjddrit jako linedrni kombinaci prokd vi, va, ...,
Vi nejvyse jednim zpusobem.
Diikaz. (1) = (2) je zfejmé.
(2) = (3). Pokud plati

a1vy +asve + -+ arvp = 0

a jedno z Cisel ay, as, . .., ay je nenulové, zvolime nejvétsi takové i, pro které a; # 0.
Pak mtzeme upravit
a;V; = —a1Vy — ... —Q;-1V;—1
a
-1 -1
V= —a, aijvi —...—a; a;—1V; ,

z ¢ehoZ vidime, Ze podminka (2) neni splnéna.
(3) = (4). Pokud mame dvé vyjadieni prvku u

u=a;vy+ava+---+agvp =bivi +bava+ - +bpvy
jejich odectenim ziskdme rovnost

o= (a1 —b1)vi+ (ag —ba)va+ - + (ar — bi) Vs,
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takze z (3) dostavame, Ze a; —b; = 0 pro kazdé ¢, neboli a; = b; a tedy obé vyjadieni
vektoru u jsou stejna.
(4) = (3) je trivialni.
(3) = (1). Pokud je posloupnost prvki (vi,...,vy) linedrné zavisla, pak pro
néjaké i je prvek v; linedrni kombinaci ostatnich, tedy
vi=bivi+bava+ -+ bi_1vic1 +biyavigr + o+ b .
Posledni rovnost prepiseme do tvaru

0="0b1vi+bovo+ -+ bi1vi1 + (=1)vi +bip1Vigr + - F v,

takze dostavame netrivialni linedrni kombinaci prvka vi,va,..., vy s koeficienty
a; = —1 a aj = b;j pro j # i, kterd se rovna nulovému prvku. (I

Bod (3) lze formulovat také tak, Zze posloupnost prvki vektorového prostoru
je linedrné zavisla pravé tehdy, kdyz existuje jeji netrividini linedrni kombinace,
ktera se rovna nulovému vektoru. Netrividlni znamena, ze alespon jeden koeficient
je nenulovy (skalar).

Pripomenme, Ze vektory vi, ..., v generuji vektorovy prostor V, pokud se kazdy
vektor d& napsat jako linedrni kombinace téchto vektori alespon jednim zptisobem.
Srovnejte tuto skutecnost s bodem (4).

Priklad 5.37. Zjistime, zda je posloupnost aritmetickych vektort
(1,1,1,1)7,(1,2,1, 1), (0,1,0,1)T)

linedrné nezavisla v prostoru Z3. Pokusime se vyjadfit nulovy vektor jako linearni
kombinaci vektort dané posloupnosti

1 1 0 0
1 2 1 0
X1 1 + 29 1 + 3 0 = 0
1 1 1 0
To je vlastné homogenni soustava rovnic!
1 1 0 0
121 Y o
110 2 1= 10
111 s 0

Soustavu prevedeme do odstuptiovaného tvaru. Pravé strany psat nebudeme, pro-
toze je soustava homogenni.

110 110 1 10
1 21 01 1 01 1
11 0|7 fooo]7]loo01
11 1 00 1 00 0

Neméame zadnou volnou proménnou, takZe soustava mé pouze trividlni feSeni x =
(0,0,0)7. Jedin linearni kombinace danych aritmetickych vektorti, kterd se rovna
nulovému vektoru mé vSeschny koeficienty nulové, tj. je trividlni. Podle bodu (3) z
predchoziho tvrzeni je danéd posloupnost aritmetickych vektord linearné nezavisla.

A

Tento ptiklad ndm déva navod jak zjistit, je-li dana posloupnost aritmetickych
vektori linedrné (ne)zavisla. Formulujeme uc¢inéné pozorovani jako tvrzeni.
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Tvrzeni 5.38. Posloupnost sloupcovych vektord matice A = (aj|as|---|a,) typu
m X n nad télesem T tvori linedrné nezdvislou posloupnost v T™ prdvé tehdy, kdyz
Ker A = {o}, ). prdavé kdyz md soustava Ax = o pouze trividlni 7eseni x = o.

Dikaz. Je-li x = (z1,29,...,2,), pak podle definice 4.17 souéinu matice s aritme-
tickym vektorem plati Ax = x1a; +x0as + - -+ z,a,. Z definice 4.94 jadra matice
plyne, ze Ker A = {0} pravé kdyZ je nulovy vektor o € T™ jedinym FeSeni soustavy
Ax = o. To plati pravé kdyz z rovnosti

r1a; +xgags + -+ xna, =0

plyne 1 = x5 = -+ = z,, = 0, coZ je podminka (3) z tvrzeni 5.36 ekvivalentni
linearni nezévislosti posloupnosti sloupcovych vektori matice A. O

Priklad 5.39. Posloupnost (3i +5,2,3), (5,2 +1,1), (4,2,12), (7,e",4) v prostoru
C3 je linedrné zavisla.

K dukazu miazeme vyuzit predchozi tvrzeni. Dané aritmetické vektory si na-
piSeme do sloupci matice A typu 3 x 4. Pfi feSeni soustavy Ax = o mame diky
typu matice A asponi jednu volnou proménnou, protoze proménné jsou 4 a pivoti
muZe byt nejvyse tolik, kolik je fadkt v matici A. Z toho plyne, Ze soustava ma
netrivialni feseni. Staci za jednu volnou proménnou dosadit naptiklad 1, za ostatni
volné proménné, pokud jsou, skalar 0, a dopocitat volné proménné zpétnou substi-
tuci. A

Na tomto misté si znovu uvédomme, ze aritmetické vektorové prostory tvoii jen
jeden z mnoha moZnjch typt vektorovych prostorii. (I kdyZ jsme v ivodu tvrdili, Zze
jsou ,,v podstaté jediné“. Uvozovky jsou zde podstatné, na pfesny vyznam si musime
jesté chvili pockat.) Cast4 chybnd odpovéd studentii na otazku, jak uréit, zda jsou
dané vektory linearné zavislé, je typu ,Napiseme si je do sloupci, vyeliminujeme
a zjistime, zda existuji volné proménné“. Odpovéd je spravné jen v aritmetickych
vektorovych prostorech, obecné nedava zadny smysl: Jak napsat do sloupci prvky
cos(2r),sinx + e, 3 vektorového prostoru spojitych realnych funkci jedné redlné
proménné?

Pi¥iklad 5.40. Posloupnost (1,v/2) je linedrné nezavisla ve vektorovém prostoru
R nad télesem Q, protoze v/2 je iracionalni ¢islo. Stejna posloupnost je linearné
zévisla ve vektorovém prostoru R nad télesem R, protoze napf. v/2 je v/2-nasobkem
vektoru 1. Protoze je druhy vektorovy prostor nad télesem realnych c¢isel, mizeme
pouzit ¢slo v/2 € R jako koeficient linedrni kombinace. A

5.3.1. Odstupniovany tvar a elementarni apravy. Jinou mozZnosti jak zjistit,
zda jsou dané aritmetické vektory linedrné (ne)zavislé je napsat je do fadkd matice
a elementarnimi fadkovymi upravami prevadét matici do odstupnovaného tvaru.
Tyto upravy totiz neméni linedrni (ne)zavislost fadka a z odstupniovaného tvaru
matice pozndme (ne)zévislost fadkt snadno. Vyhodou také je, ze fadkové tpravy
neméni ani linedrni obal fadkd, coz se nam bude hodit o néco pozdéji pii hledani
baze fadkového prostoru.

Rovnou si také vSimneme, ze Ffadkové Gpravy neméni ani linedrni (ne)zédvislost
sloupcii. Tvrzeni nejprve formulujeme pro sloupce. Radkovou verzi dostaneme trans-
ponovanim.

Tvrzeni 5.41. Necht A = (aj]az|- - |a,) je matice typu m x n nad télesem T, R
je reguldrni matice Tadu m nad T a Q je requldrni matice vadu n nad T. Pak plati
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(1) posloupnost (aj,as,...,a,) sloupcovych vektori matice A je linedrné nezd-
visld prdaveé tehdy, kdyz je linedrné nezdvisld posloupnost sloupcovych vektori
matice AQ,

(2) posloupnost (a1, as,...,a,) sloupcovych vektori matice A je linedrné nezd-
visld prdvé tehdy, kdyz je linedrné nezdvisld posloupnost sloupcovich vektori
matice RA.

Diikaz. Pouzijeme pozorovani formulované jako tvrzeni 5.38, které ¥ika, ze posloup-
nost sloupcovych vektort matice B je linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz soustava
Bx = 0 ma pouze trivialni feseni.

Pfedpokléddejme, Ze posloupnost (aj,as,...,a,) sloupcovych vektort matice A
je linedrné nezavisla a Ze x je feSenim soustavy AQx = o. Potom @Qx je feSenim
soustavy A(Qx) = o a protoze posloupnost (aj,as,...,a,) je linedrné nezavisla,

plati @x = o. Odtud plyne, Ze x = o (pouzijeme napiiklad bod (4) charakterizace
regularnich matic z véty 4.81, nebo bod (7) a vynasobime rovnost @x = o zleva
matici @71). Ukazali jsme, 7ze soustava AQx = o mé pouze trivialni feSeni, takze
posloupnost sloupcovych vektori matice AQ je linedrné nezavisla.

Opacna implikace se d4 dokazat uzitim pravé dokazané implikace, nahradime-li
matici A matici AQ a matici Q matici Q~!.

Druhou ekvivalenci jsme jiz vlastné dokézali v tvrzeni 5.32. Plati rovnost Ker (RA) =
Ker A, takze soustava Ax = o ma netriviadlni feSeni prévé tehdy, kdyZ mé soustava
RAx = o netrivialni feSeni. O

Z rovnosti Ker (RA) = Ker A plyne dokonce vice nez druhé ekvivalence v pfed-
chozim tvrzeni. Pro posloupnost sloupcovych vektortt matice A = (aj|ag|---|a,)
plati

ria] +r0a0 + -+ 02, =0
pravé kdyz x € Ker A = Ker (RA), coz plati pravé kdyz
r1Ra; + x9Ras +---+z,Ra, =0 ,

nebot RA = (Ra;j|Ras| - - - |Ra,) podle definice sou¢inu matic. Neformalné muzeme
Fict, Ze mezi sloupcovymi vektory matice A plati stejné linedrni zavislosti jako
mezi sloupcovymi vektory matice RA. Naptiklad pokud 2a; + 3a; — 4a3 = o, pak
pro matici RA = (bq|ba|bs) plati 2b; 4+ 3bs — 4bs = o, a naopak. Slovy, sou-
¢et 2-ndsobku prvniho sloupce, 3-nasobku druhého sloupce a (—4)-nésobku tfetiho
sloupce v matici A je nulovy vektor pravé tehdy, kdyz soucet 2-nasobku prvniho
sloupce, 3-nasobku druhého sloupce a (—4)-nésobku tfetiho sloupce v matici RA
je nulovy vektor.

Dausledek 5.42. Elementdrni tddkové dpravy neméni linedrni (ne)zdvislost po-
sloupnosti sloupcovych vektord ani posloupnosti Fadkovych vektoru matice.

Elementdrni sloupcové dpravy neménd linedrni (ne)zdvislost posloupnosti sloup-
covych vektoriu ani posloupnosti radkovych vektorid matice.

Dikaz. Zvolime-li v pfedchozim tvrzeni za regularni matice R nebo () elementarni
matice stejného fadu, dostaneme obé tvrzeni pro pripad posloupnosti sloupcovych
vektort matice. Protoze posloupnost fadkovych vektortt matice A se rovné posloup-
nosti sloupcovych vektort transponované matice AT, plynou fadkové verze z pravé
dokazanych sloupcovych verzi. [
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Zbyva nahlédnout, kdy je linearné nezavisla posloupnost fadkovych vektort ma-
tice v fadkoveé odstupriovaném tvaru. Z predchoziho tvrzeni a tvrzeni 5.38 vidime,
kdy je posloupnost sloupcovych vektort matice v odstupniovaném tvaru linedrné
nezavisla. Je to pravé tehdy, kdyz prislusnd homogenni soustava nema zadné volné
proménné.

Je ziejmé, ze je-li v matici nulovy radek, pak je posloupnost jejich fadkovych
vektori linearné zavisla.

Tvrzeni 5.43. Posloupnost fidkovijch vektori matice v odstupriovaném tvaru je
linedrné nezdvisld prdvé tehdy, kdyz matice neobsahuje nulovy Tddek.

Diikaz. Implikace zleva doprava je zfejma.

Predpokladejme, Ze matice A typu m x n bez nulového fadku je v odstupiio-
vaném tvaru a vezmeme parametry r, ki, ..., k. z definice odstuptiovaného tvaru.
Protoze A nema nulovy fadek, je r = m. K dikazu linedrni nezavislosti posloup-
nosti fadkovych vektort matice A staci dokazat linearni nezavislost posloupnosti
sloupcovych vektorti matice AT, tj. dokazat, ze homogenni soustava ATx = o ma
pouze trividlni feseni (viz opét tvrzeni 5.38). Ze soustavy A7 x = o vybereme pouze
rovnice s poradovymi Cisly ki, ko, ..., k.. Tato vybrana soustava mé dolni troja-
helnikovou matici s nenulovymi prvky na hlavni diagondle a ta mé pouze trivialni
nulové feseni.

OBRAZEK 5.3. Matice A a matice AT

O

Myslenku dtikazu mtzeme zobecnit na uziteéné pozorovani. Mame-li posloup-
nost n-slozkovych aritmetickych vektort (ai,as,...,a,) nad télesem T, zapiSeme
je do sloupci matice A = (aj]ag|---|a,) nad T. Ta je matici homogenni soustavy
linedrnich rovnic Ax = o. Pokud z této soustavy vybereme néjakych m < n rov-
nic takovych, Ze uz tyto rovnice maji pouze trividlni nulové feseni, pak také cela
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soustava Ax = o ma pouze trividlni nulové Feseni. To znamen4, Ze i pivodni po-
sloupnost (ai,as,...,a,) je linedrné nezavisla.

Piiklad 5.44. Chceme zjistit, je-li posloupnost aritmetickych vektort
((1,37,3,45,1)7, (0, —e, 1,7%,4)T, (0, -12,0, 33,2)T)

v prostoru R® linedrné zavisla nebo nezavisld. Z homogenni soustavy s matici

1 0 0
37 —e —12
3 1 0
45 7w¢ 33
1 4 2

vybereme prvni, tfeti a patou rovnici a dostaneme homogenni soustavu s matici

1
3
1

=~ = O
N O O

ktera ma zjevné pouze trividlni nulové feseni. Proto je ptuvodni posloupnost vektort
linedrné nezavisla.

Vsimnéme si, ze k rozhodnuti o linedrni nezéavislosti ptivodni posloupnosti ndm
stacilo vybrat pouze prvni, tfeti a patou slozku téchto vektort. A

Priklad 5.45. Podivame se znovu na piiklad 5.37, tam jsme zjistovali, zda je
posloupnost

((1,1,1,1)7,(1,2,1,1)7,(0,1,0,1)T)

v prostoru Z3 linearné nezévisla. Tentokrét si vektory napiseme do fadkt a preve-
deme radkovymi tpravami do odstupnovaného tvaru.

1 1 11 1 1 11 1111
1211 )]~10100]~|01T00]=B
01 01 01 01 00 01

Puvodni posloupnost je podle disledku 5.42 linearné nezavisla pravé tehdy, kdyz
jsou fadky vzniklé matice B linearné nezavislé. Matice B je v odstupnovaném tvaru
bez nulového fadku, takze podle predchoziho tvrzeni jsou fadky B linearné neza-
vislé. Pivodni posloupnost je tedy linedrné nezavisla. A

Piiklad 5.46. Zjistime, zda je posloupnost vektoru
((1,1,1,0)7,(0,1,0, )7, (1,0,1,1)7)

v prostoru Zj linedrné nezavisld. NapiSeme si vektory do fddkil a upravujeme fad-
kovymi tpravami.

—_ o

1
1
0

_ o
—= = O

11
~ 0 1
0 1

O O =
—= = O

V Upravach uz nemusime pokracovat, protoze vidime, ze posloupnost radkovych
vektortt vzniklé matice, a tedy i ptivodni matice, je lineadrné zavisla. A
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Shrneme poznatky o dfisledcich fadkovych uprav. Radkové tpravy neméni li-
nearni nezavislost posloupnosti fadkovych vektord ani posloupnosti sloupcovych
vektortl. Dale neméni sloupcovy prostor Im AT transponované matice, tj. linedrni
obal fadka matice A, a jadro Ker A matice A. Obecné méni linedrni obal Im A
sloupctt matice A a jadro Ker A7 transponované matice A.

5.4. BAZE

Dostali jsme se ke stézejnimu pojmu bdze vektorového prostoru. Jako u linearni
nezavislosti mnozin se budeme zabyvat predevsim koneénymi bazemi a obecnou
definici odlozime na pozdéji.

Definice 5.47. Posloupnost (vy,vs,...,v,) prvki vektorového prostoru V nad T
se nazyva bdze, pokud je linedrné nezéavisla a LO {vy,va,...,v,,} = V.
Druhou podminku miZzeme také vyjadrit tak, ze mnozina {vq,va,..., v, } gene-

ruje prostor V.

Intuitivné, baze je usporddana konecnd mnozina prvka V, které je ,,dost velka“
na to, aby Sel kazdy prvek prostoru V vyjadrit jako linearni kombinace jejich prvki,
a soucasné ,dost mala“, aby takové vyjadfeni bylo nejvyse jedno.

Formélné, dana posloupnost prvka (vi,va,...,v,) generuje prostor V pravé
tehdy, kdyz lze kazdy prvek zapsat jako jejich linedrni kombinaci alespon jednim
zpusobem. Podle tvrzeni 5.36 je posloupnost linearné nezavisla pravé tehdy, kdyz
lze kazdy prvek vyjadrit jako linedrni kombinaci vy, vo, ..., v, nejvySe jednim
zpusobem. Dohromady dostéavame nasledujici dtlezité pozorovani.

Pozorovani 5.48. Posloupnost proki (vi,va,...,Vvy,) tvoft bdzi vektorového pro-
storu 'V pravé tehdy, kdyz lze kaZdy prvek b € V wvyjddrit pravé jednim zpusobem
jako linedrni kombinaci prvki vy, Vo, ..., V.

Piiklad 5.49. Posloupnost sloupcovych vektoru jednotkové matice I,, nad télesem
T, tj. n-tice aritmetickych vektort ((1,0,0,...,0)",(0,1,0,...,0)7,...,(0,0,...,0,1)T),
je bazi aritmetického vektorového prostoru T".

Tato posloupnost je totiz linedrné nezévisla, napfiklad podle tvrzeni 5.43, a ge-

neruje T, protoze kazdy vektor (x1,...,2,)T jde vyjadiit jako linedrni kombinaci
I 1 0 0
) 0 1 0
3l =ay | O | 4a| O |+ 42, :
: : : 0
T, 0 0 1
Obé podminky (linedrni nezévislost i generovani) lze nahlédnout najednou z
toho, Ze kazdy vektor (w1, a,...,2,)T € T™ lze jednoznacéné vyjadiit jako prave
uvedenou linearni kombinaci A

Béze z posledniho prikladu jsou vyznacné baze aritmetickych prostord, proto
maji svoje pojmenovani a znaceni.
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Definice 5.50. Kanonickd baze (téZ standardni bdze) v aritmetickém prostoru T"
je posloupnost

1 0 0
0 1 0
(elae%"';en): 0 ’ 0 PR
: : 0
0 0 1

P¥iklad 5.51. Posloupnost ((1,1)7,(3,2)T) je bazi prostoru R%. Miizeme to odii-
vodnit napriklad tim, Ze matice
1 3
a=(13)

je regularni podle charakteriza¢ni véty 4.81 (napf. podminka 5). Zobrazeni f4 :
R? — R? je proto vzijemné jednozna¢né, coz znamend, ze soustava Ax = b ma
praveé jedno feseni pro kazdy vektor pravych stran b. To znamena, ze kazdy vektor
b € R? Ize vyjadiit jako linearni kombinaci sloupcii matice A pravé jednim zptiso-
bem, coz nastane podle pozorovani 5.48 praveé tehdy, kdyz posloupnost sloupcovych
vektorii matice A je baze R2. A

Obecnéji 1ze z véty 4.81 charakterizujici regularni matice nahlédnout, ze sloupce
(nebo fadky) étvercové matice fadu n tvofi bazi T™ pravé tehdy, kdyz A je regu-
larni (viz cviceni). Tedy napfiklad posloupnost sloupci (Fadki) horni trojahelnikové
matice s nenulovymi prvky na diagonéale tvoti bazi.

Priklad 5.52.

e Jednoclennd posloupnost ((3,3,3)7) je baze prostoru LO {(1, 1, 1)T} < R3.

e Posloupnost (1,x,2?%) je baze prostoru redlnych polynomt stupné nejvyse
2, protoze kazdy polynom lze napsat pravé jednim zpusobem ve tvaru a -
1+b-z+c-a?

e Prazdnd posloupnost je bazi trividlniho prostoru {o}.

e Posloupnost ((1,2,3)7,(9,12,15)7, (4,5,6)7) neni bézi prostoru

V =L0{(1,2,3)",(9,12,15)", (4,5,6)" } <R? ,

protoze je linearné zavisla podle pifkladu 5.35. Posloupnost ((1,2,3)7) je
sice linedrné nezavisla, ale neni bazi V, protoze dany prostor negeneruje
(napiiklad vidime, Ze (4,5,6)7 neni v linedrnim obalu vektoru (1,2,3)%).
Posloupnost ((1,2,3)7, (2,1,1)7) neni béazi V, protoze vektor (2,1,1)7
neni ani prvkem V, jak jsme se presvéddcili v prikladu 5.31. Posloupnost
((1,2,3)T, (4,5,6)T) je bazi V, protoze generuje V (viz opét 5.35) a je
linearné nezavisla, jak se snadno presvédéime.

A

Piiklad 5.53. Najdeme néjakou bazi prostoru

2 1 6 1 3
B 1 4 3 4 5 4
v=wos| o | s (i ls o] o <7 .
0 0 1 6 3
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Vyuzijeme toho, ze fddkové tipravy matice neméni linedrni obal fadki (viz dusle-
dek 5.33). Vektory tedy napiSeme do fadki a prevedeme fadkovymi tpravami na
odstupniovany tvar. Nenulové fadky generuji stejny prostor a navic jsou podle tvr-
zeni 5.43 linedrné nezavislé, tedy tvori bazi.

21 3 0 21 3 0 21 3 0 21 3 0

1 4 5 0 0 0 0 O 0 0 0 O 00 6 1

6 31 1(~]100©61]~]10086T1].]~|O0O0TO04

1 4 6 6 0 01 6 0 0 0O 0 0 00

3 5 2 3 00 1 3 0 0 0 4 0 0 0 O
Bézi V je tedy napiiklad posloupnost ((2,1,3,0)7,(0,0,6,1)7,(0,0,0,4)7). A
Priklad 5.54. Uvazujme prostor V nekoneénych posloupnosti a = (ag, a1, ag, .. .)

spliiujicich rovnost a,t2 = a, + a,+1 pro kazdé n > 2, s béznymi operacemi s¢itani
a nasobeni skaldrem. Prostor V je podprostorem R mezi jehoz prvky patii také
Fibonacciho posloupnost, viz priklad 5.27.

Ted nés osviti zablesk geniality a zkusime najit v prostoru V néjakou nenulovou
geometrickou posloupnost q = (¢°,q',¢?,¢>,...) pro vhodné ¢ € R. Geometricka
posloupnost lezi v prostoru V pravé kdyz plati ¢"12 = ¢™ + ¢! pro kazdé n > 2,
coz plati pravé kdyz

P—-q—1=0.
Tato kvadraticka rovnice ma kofeny

1+v6 145
2 2
Nasli jsme tedy dvé geometrické posloupnosti v prostoru V a to
P1 = (17@7<)027SD37"‘)7 P2 = (17(1 —QD),(]. _@)27(1 _@)37) )

kde ¢ = (1 + +v/5)/2 je hodnota zlatého fezu.
Ukazeme, Ze usporddand dvojice posloupnosti (p1,p2) je baze ve V. PouZijeme
podminku 3. z tvrzeni 5.36. Plati-li pro néjaka dvé ¢isla s,t € R rovnost

sp1 +tp2 = (0,0,0,...) ,

=1—¢ .

porovname prvni dva prvky v posloupnostech na obou stranach. Musi platit rov-
nosti

s1+t1=0
sp+t(l—p)=0.

Cisla s,t jsou tedy feSenim homogenni soustavy linedrnich rovnic s matici

(o2 )~ )~ (o s)

Matice soustavy je regularni a jedinym feSenim soustavy jsou proto ¢isla s =t = 0.
Podle tvrzeni 5.36 je posloupnost (p1, p2) linedrné nezavisla ve V.
Dokéazeme, ze také LO {p1,p2} = V. Je-lia = (ag, a1, az,...) € V, pak soustava

sl+tl=ag
sp+t(l—yp)=a
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mé reguldrni matici a tudiz pravé jedno feseni (s,t)”. Protoze je posloupnost a
urcend stejné jako kazdy jiny prvek prostoru V prvnimi dvéma prvky, musi platit
rovnost sp; + tp2 = a.

Pro vyjadfeni Fibonacciho posloupnosti a = (0,1,1,2,...) € V jako linedrni
kombinaci posloupnosti p; a ps staci najit koeficienty s, t jako feseni soustavy

s1+t1=0
spF+t(l—p)=1.
Ta mé feseni t = 1/(1 — 2¢) = —1/v/5 a s = 1//5. Pro n-ty ¢len Fibonacciho
posloupnosti tak dostavame vyjadieni
et (=9
V5 Vs
které jsme bez dikazu uvedli uz v piikladu 4.41.

Jak tento vzorec nalézt bez zablesku geniality je vysvétleno v kapitole o vlastnich
Cislech. A

an

5.4.1. Steinitzova véta o vyméné a dusledky, dimenze. Z vizuilni predstavy
prostort R? je patrné, ze vSechny baze R? maji dva prvky. Méné vektort prostor
R? nemtiZe generovat a mnozina tfech a vice vektortt nemtize byt linedrné nezavisla.
Podobné, v R? maji viechny baze pravé tii prvky. Obecné plati, Ze kazdy vektorovy
prostor mé bazi a vSechny baze maji stejny pocet prvki. Tomuto poctu Fikdme
dimenze. Tyto zasadni skutecnosti v této casti dokazeme pro konecné generované
prostory.

Definice 5.55. Vektorovy prostor se nazyva konecné generovany, pokud ma néja-
kou konecnou mnozinu generatoru.

Jedna moznost, jak se mtizeme pokusit hledat bazi vektorového prostoru, je vzit
néjakou posloupnost generatori a vynechavat prvky z posloupnosti tak dlouho,
dokud vzniklé posloupnosti stale generuji dany prostor. Pokud jiz nemtzeme po-
kracovat, médme minimalni posloupnost generatorti. Miniméalni zde znamena, Ze
vynechanim libovolného prvku vznikne posloupnost, kterda uz prostor negeneruje.
Nasledujici tvrzeni Fika, ze v tomto pripadé jiz mame bazi.

Tvrzeni 5.56. Minimalni posloupnost generatori (vy,va, ..., v,) vektorového pro-
storu 'V je bdze V.

Diikaz. Podle poznamek za definici 5.34 je posloupnost linearné zavisla pravé tehdy,
kdyz

LO {Vl,Vg, ce ,Vn} =LO {Vl,VQ, ey Vi1, Vg1, e ,Vn}
pro néjaké i € {1,2,...,n}. To se ale nestane, protoze predpokladdme, Ze mame
miniméalni posloupnost generatori. Posloupnost je tedy linearné nezavisla, takze je
to baze. ]

Dusledek 5.57. Z kazdé koneéné mnoZiny generdtoru vektorového prostoru lze
vybrat bdzi.

Diikaz. Postupné vynechavame prvky dokud nevznikne minimélni mnozina gene-
ratori. Mnozinu sefadime do posloupnosti a ta je podle tvrzeni bazi. [
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Obecné z kazdé (ne nutné kone¢éné) mnoziny generatorti koneéné generovaného
prostoru jde vybrat bazi. Myslenka je, ze nejprve vybereme koneénou mnozinu
generatorti a pak pouZzijeme predchozi vysledek. Detaily si rozmyslete jako cviceni.

Specialné dostavame dilezity dusledek:

Dusledek 5.58. Kazdy konecné generovany vektorovy prostor md bazi.

Piiklad 5.59. Podivame se znovu na piiklad prostoru V=LO X <R3, kde X =
{(1,2,3)7,(9,12,15)T, (4,5,6)T}. Mnozina generatort X neni minimalni, protoze
napf. vektor (9,12,15)7 lze vynechat (viz piiklad 5.35). Mnozina Y = {(1,2,3)7,
(4,5,6)T} je minimalni mnozina generdtort, protoze, jak je vidét, vynechanim kte-
réhokoliv ze dvou vektori vznikne podprostor, ktery neobsahuje druhy z vektoru.
Takze posloupnost ((1,2,3)7,(4,5,6)7) musi byt baze podle tvrzeni 5.56, coz sku-
tecné je. A

K dikazu dalSich zasadnich skutecnosti se nam bude hodit tzv. Steinitzova véta
o vyméné. Ta rika, Ze pro libovolnou linearné nezavislou posloupnost N délky k lze
v libovolné posloupnosti generujici V vyménit nékterych k£ ¢lent za ¢leny N tak,
ze vznikla posloupnost stile generuje V.

Véta 5.60 (Steinitzova véta o vyméné). Necht N = (vq,va,...,Vy) je linedrné ne-
zdvisla posloupnost prokad vektorového prostoru V nad T a necht G = (w1, wWa, ..., W;)
generuje V. Pak k < | a pFi vhodném usporiddini G' = (wi, w5, ..., w;]) posloup-
nosti G plati, Ze (Vi,Va, ..., Vi, Wi 1, Wi o,...,W]) generuje V.

Diikaz. Dokazeme indukci podle k. Pro k = 0 je tvrzeni ziejmé, takze predpokla-
déme, ze k > 0 a Ze tvrzeni plati pro |N| < k.
Podle indukéniho predpokladu plati £ — 1 < [ a mzeme najit preusporadani
G = (wi{,wi,...,w]) takové, Ze
1 1! 1
P=(vi,Vo, .., Vi1, Wy, Wy g5, W)
generuje V. Zbyva do P umistit prvek v; vymeénou za néktery z prvka wi, wil ;, ..., w}.
Protoze P generuje V, prvek v jde napsat jako linedrni kombinace prvka z P:

Vi =a1vi+ aava + - 4 Qp_1Vi_1 + GpW, + Qg Wi+ aw)
Posloupnost N je linearné nezavisla, proto v neni linearni kombinaci prvkt vy, ..., vi_1.
To znamen4, ze plati k£ < [ a navic alespon jeden z prvki ag, agy1, - .., a; télesa T je
nenulovy. Pfedpokladejme, Ze aj # 0, jinak miiZzeme posloupnost G” preusporadat
do posloupnosti G’ (a patfiéné zménit P), aby toto platilo.

Ukazeme, ze
1 " "
Z = (V1,Va, o, Vi, Wi 1, Whio, oo, W))
generuje V. Prvek w}/ jde napsat jako linedrni kombinace prvki vq, ..., v, wy 1
..., Wy, coz lze nahlédnout z rovnosti vyse (z rovnosti vyjadiime aywj} a vynéso-
bime a; !'). TakZe linedrni obal Z obsahuje prvek w/ a tim padem

LO{Z} DLO{vi,va, ..., Vi1, W, Wi q,..., W/} =LO{P} =V .
U

vvvvv

prvkd. To umoznuje dat pfesny vyznam slovu dimenze.

Dusledek 5.61. KaZdé dvé baze konecné generovaného vektorového prostoru maji
stejny pocet prvki.
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Dikaz. Predpoklddejme, ze B = (vy1,...,vg) a C = (wq,...,w;) jsou dvé baze
vektorového prostoru V. ProtozZe posloupnost B je linearné nezavisla a posloupnost
C generuje V, plati podle Steinitzovy véty k < I. Z téze véty plyne také | < k,
protoze C je linearné nezavisld a B generuje V. Dohromady dostavame k =1. 0O

Definice 5.62. Dimenzi konecné generovaného vektorového prostoru V nad T
rozumime pocet prvki jeho libovolné baze. Dimenzi prostoru V zna¢ime dim(V).

Piiklad 5.63. V souladu s intuici je dimenze aritmetického vektorového prostoru
T™ rovna n, protoze kanonickd baze ma n prvki.

Trividlni prostor {o} mé dimenzi 0 protoZe prazdné posloupnost je jeho béze.

Prostor LO {(1,1,1)7} < R® m4 dimenzi 1, protoze ((1,1,1)T) je jeho bazi. To
odpovida geometrické predstaveé, ze dany prostor je primkou.

Dimengze prostoru

2 1 6 1 3

- 1 1 3 4 5 .

VROl s [ s |l e 2 | (52
0 0 1 1 3

je 3, protoze v prikladu 5.53 jsme nalezli tfiprvkovou bazi.

Zdtvodnéni nasledujicich tvrzeni pfenechame do cviceni.

e Dimenze prostoru vSech matic nad T typu m X n je mn.
e Dimenze prostoru redlnych polynomi stupné nejvyse n je n + 1.
e Dimenze prostoru C jako vektorového prostoru nad R je 2.
A

V disledku 5.57 jsme vidéli, ze z kazdé kone¢né mnoziny generatort lze vybrat
bazi. Pii hledani baze mtzeme postupovat i opacné — k linedrné nezavislé mnoziné
doplnit dalsi prvky tak, aby vznikla baze. Néasledujici disledek fika, ze to jde, navic
muzeme dopliiovat pouze prvky z libovolné zvolené mnoziny generatort. Dusledek
formulujeme pro koneé¢né mnoziny, obecnéji nechdme dikaz do cviceni.

Dusledek 5.64. Necht G je koneénd mnoZina generdtori vektorového prostoru V.
Potom kazdou linedrné nezavislou posloupnost ve V jde doplnit prvky G na bdzi V.

Dikaz. Oznatme N = (v1,Vva,..., V). Nejprve pomoci disledku 5.57 vybereme z
G bazi B = (w1,...,w;). Ze Steinitzovy véty dostaneme, Ze pfi vhodném pieu-
spofadani baze B, posloupnost Z = (v1,va,..., Vg, Wit1,..., W;) generuje V. Ze
Z jde podle diisledku 5.57 vybrat bazi. My ale vime, Ze dimenze V je [ (protoze B
je baze), takze jiz Z musi byt béze. O

Formulujeme dva trivialni disledky.

Dusledek 5.65. Maximdlni linedrné nezdvisld posloupnost v koneéné generovaném
prostoru je bazi.
Obecnéji, mazimdlni linedrné nezavisld posloupnost prvkid konecné mnoZiny ge-
neratoru je bdzi.
Piiklad 5.66. V piikladu 5.53 jsme hledali néjakou bézi prostoru
2 1 6

Ju—y

V =LO {Vl,VQ,V3,V47V5} =LO

W N Ot W

1 4 3
3|71 5 |71 |’
0 0 1

DO
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Ted z vektorti vi, va, ..., v5 bazi V vybereme. Z dusledku 5.57 plyne, Ze to jde.
Predchozi disledek 5.64 ndAm dava navod, jak to jde udélat. Staci totiz vzit libovol-
nou maximalni linedrné nezavislou podmnozinu {vy,...,vs} a usporadat libovolné
do posloupnosti. Miizeme postupovat napiiklad tak, Zze za¢neme s linedrné neza-
vislou posloupnosti (v1). Pokusime se pfidat vo — otestujeme fadkovymi Gpravami,
zda (vy,Vva) je linedrné nezavisla.

2 1 3 0 21 3 0
1 4 50 0 0 0O
Dvojice (v1, v2) je linedrné zavisla, vektor v, tedy pfidavat nebudeme. Zkusime vs.
2 1 3 0 21 3 0
6 3 1 1 0 0 6 1

Méme linedrné nezévislou posloupnost (vi,vs). Pokusime se k ni pfidat v4. Pfi
testovani linearni zavislosti mizeme vyuzit jiz provedenych tprav.

2 1 3 0 21 3 0 21 3 0
0061 |~100®©6T1]~00T®61
1 4 6 6 0 01 6 0 00O
Vektor v, pridavat nebudeme. Nakonec zkusime vs.
2 1 3 0 2 1 3 0 2 1 3 0
0061 |~100©61]|]~[0061
3 5 2 3 0 01 3 0 0 0 4

~

ProtoZe (vq,vs, vs) je linedrné nezavisla posloupnost a navic je maximalni linedrné
nezavisla posloupnost tvorend vektory v mnoziné {vy,vs,...,vs} (nebot pfidanim
vy nebo vy jiz vznikne linedrné zavisld mnozina), tvoii tato posloupnost bazi V. A

Dokézana tvrzeni umoznuji dokazovat a zobectiovat i dalsi fakta, ktera jsou ge-
ometricky zfejma pro R? nebo R3:

Pozorovani 5.67. V kazdém vektorovém prostoru V dimenze n plati:
(1) Kazdd mnoZina generdtori V obsahuje alespori n proki.
(2) Kazdd n-prvkovd posloupnost generdtori je bdzi V.
(3) KaZdd linedrné nezdvisld posloupnost ve V obsahuje nejvyse n proki.
(4) Kazdd n-prvkovd linedrné nezdvisld posloupnost ve V je bdzi V.

Dikaz. Z kazdé mnoziny generatoru lze vybrat bazi a vSechny baze obsahuji n
prvki. Z toho plynou prvni dva body.

Kazdou linedrné nezavislou mnozinu lze doplnit na n-prvkovou béazi. Z toho
plynou zbylé dva body. O

Ptiklad 5.68. V piikladu 5.39 jsme zdfivodnili, Ze posloupnost (3i+5,2,3)7, (5,2+
i, )T, (4,2,12)T, (m,e™,4)T v prostoru C? je linearné zavisla. Ted méame kratsi
zdtivodnéni — podle tretiho bodu v pozorovani nemiize zadna linedrné nezavisla

posloupnost v C? obsahovat vice nez 3 vektory.
Podobné miizeme bez jakéhokoliv po¢itani rozhodnout, Ze mnozina {(1,3,7 +
e™, —10)T, (4,2i,3 + 2i, —311)T, (2, m, 7, —4)T} negeneruje C* podle prvniho bodu.
A

Nakonec ukazeme, ze podprostor ma nejvyse takovou dimenzi jako pavodni pro-
stor.
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Tvrzeni 5.69. Je-li W podprostor konecné generovaného prostoru V, pak W je
koneéné generovany a plati dim(W) < dim(V), pricemZ rovnost nastane prdvé
tehdy, kdyz W =V.

Diikaz. Nejprve dokézeme, ze W je kone¢né generovany. (Pozor, zde se ¢asto déld
chyba. Toto ,intuitivné zfejmé“ tvrzeni je tfeba dokazat.) Pfedpokladejme pro spor,
ze W nema kone¢nou mnozinu generatorti. Vezmeme libovolny nenulovy prvek wy €
W. Protoze {w} negeneruje W, existuje prvek wy € W takovy, ze wo & LO {w1},
atd.: Indukci najdeme pro libovolné i prvek w; € W, ktery nelezi v linedrnim obalu
pfedchozich prvkd wy,...,w;_;. Podle tvrzeni 5.36 je pro kazdé i posloupnost
(W1, Wa,...,w;) linedrné nezavisla ve W, tedy i ve V), coZ je spor s bodem (3)
predchoziho pozorovani.

Jiz vime, ze W je konecné generovany, takze ma bazi B podle disledku 5.58. Baze
B prostoru W je linedrné nezavislda mnozina ve V| takze dim(W) = | B| < dim(V),
opét podle bodu (3). Pokud se dimenze rovnaji, pak B je bazi V podle (4), z ¢ehoz
vyplyva, ze V = W. (Naopak z V = W trividlné plyne dim(V) = dim(W).) O

P¥iklad 5.70. Podle tvrzeni maji podprostory R3 dimenzi 0 (trivialni podprostor
{o}), 1 (podprostory tvaru LO {u}, kde u je nenulovy vektor, tedy pfimky procha-
zejici podatkem), 2 (podprostory tvaru LO {u, v}, kde (u,v) je linedrné nezavisla,
tedy roviny prochazejici poc¢atkem) nebo 3 (trivialni podprostor R?). Nyni tedy
méme precizni dikaz, Ze diskuze o podprostorech R? v &4sti 5.2.1 byla spravna.
Obecnéji z tvrzeni vyplyva, ze kazdy netrivialni podprostor T lze zapsat jako
linedrni obal 1 az n — 1 (linedrné nezavislych) vektort. A

5.4.2. Baze jako soufadnicovy systém. Vratme se ted k pozorovéni 5.48, které
fik4, e mame-li bazi B = (v1,va,...,V,) prostoru V, pak kazdy vektor v € V
Ize jednoznaénym zpusobem vyjadrit jako linedrni kombinaci vektort vi,...,vy,.
Koeficienttim této linearni kombinace fikame soufadnice v vzhledem k B.

Definice 5.71. Necht B = (v1,va,...,v,) je bdze vektorového prostoru V nad
télesem T a w € V. Soutadnicemi (téz vyjddienim) prvku w vzhledem k B ro-
zumime (jednoznacéné uréeny) aritmeticky vektor (ai,as,...,a,)T € T" takovy,
ze

W =a1Vy +asvg + -+ apvy .

Souradnice w vzhledem k B znaéime [w]p, tj.

aj
a2
wlp =

a n

Piiklad 5.72. Linedrni kombinace prvka u,v prostoru V nad R s koeficienty 2,
3, tj. prvek 2u + 3v, je vlastné ,prvek o soufadnicich (2,3) vzhledem k soustavé
souradnic u, v“.

A

Souradnice zavisi na poradi prvka v bazi. Z tohoto divodu jsme bazi definovali
jako posloupnost prvkt vektorového prostoru, nikoliv mnozinu.

Zvolime-li v prostoru V nad télesem T dimenze n bazi B, pak predchozi definice
jednoznaéné pritazuje kazdému prvku v € V aritmeticky vektor [v]p € T™. Naopak,
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3y 2x + 3y

2x

OBRAZEK 5.4. Linedrni kombinace 2x + 3y (k piikladu 5.72)

kazdy aritmeticky vektor v T™ je roven [v]p pro n&jaky (jednoznaéné urceny) prvek
v € V. Zobrazeni pfifazujici [v]p prvku v je tedy bijekci mezi V a T".

Priklad 5.73. V piikladu 5.49 jsme si vSimli, Ze pro kanonickou bézi K = (eq, eo,
..., €,) prostoru T" a libovolny vektor v € T™ plati
[Vlk =v .

Jednou z bézi prostoru V = LO {(17 2,3)T, (4,5, 6)T} <R3 je posloupnost B =
((1,2,3)T,(4,5,6)T) (viz priklad 5.52. Vektor (9, 12,15)7 lezi v prostoru V, protoze
(9,12,15)7 = (1,2,3)T + 2 (4,5,6))T. Jeho vyjddieni v bazi B je podle tohoto
vztahu

((9,12,15)]5 = (1,2)" .

Posloupnost B = (x,22,1) je béazi prostoru redlnych polynomt stupné nejvyse

dva. Soufadnicemi polynomu a+ bz +cx? vzhledem k této bézi je aritmeticky vektor

[a+ bz + cx®]p = (b,c,a)”

Piiklad 5.74. Uvazujme posloupnost

1 1 2
B:(V17V27V3): 2 ) 3 ) 1
3 4 1

v prostoru Z3. Ovéfime, Ze B je bazi a najdeme soufadnice vektoru w = (4,0, 1)7
vzhledem k B.

Oboji udélame najednou, pokusime se w vyjadrit jako linearni kombinaci vektoru
v B. Z mnohokrat pouzitého pohledu na nasobeni jako na linedrni kombinovani
nahlédneme, Ze soufadnice [w]p jsou feSenim soustavy rovnic Ax = w, kde A =
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(v1|va|vs) (tj. vektory z baze napiSeme do sloupct). Soustavu vyfesime.

11 24 1 1 2|4 1 1 2|4
23 1|0 ~1012|2]~101 2|2
3 4 1|1 01 04 0 0 3|2

Vidime, Ze A je regularni (odstupiiovany tvar je horni trojihelnikova matice s ne-
nulovymi prvky na diagonéle), takze B je baze podle poznamky za ptikladem 5.51.
Resenim soustavy je

2
x=[wlp=1[ 4
4
Pro kontrolu mizeme ovérit, ze skuteéné plati w = 2vy + 4vy + 4vs. A

Korespondence mezi prvky vektorového prostoru a jejich soufadnicemi ve zvolené
bazi je jesté tésnéjsi, zachovava totiz operace vektorového prostoru. Konkrétneé,
soutadnice souétu prvki ve V (vzhledem k B) jsou rovny souctu jejich soutadnic
(vzhledem k B) v prostoru T"™. Podobné pro ndsobeni skaldrem.

Tvrzeni 5.75. Necht B = (v1,Va,...,V,) je baze vektorového prostoru V nad
télesem T, nechf u,w € V at € T. Pak plati

(1) [u+wlp =[ulzp+[w]s a

(2) [tu]p = t[ulp

Na levych stranich vystupuji operace v prostoru V, na pravych stranach jsou
operace v T".

Diikaz. Je-li [u]g = (a1, a9,...,a,)T a [w]p = (b1,b2,...,b,)T, pak podle definice
soufadnic plati
u=a1vy+asve+ -+ apvny, W=0vi+byvo+---+b,v, .
Sec¢tenim a tupravou ziskame
u+w= (a1 +b1)vi+ (a2 +ba)va+ -+ (an + by) vy

coz podle definice znamena [u+w|p = (a1 +b1,a2+ba, ..., a,+b,)T = [ulp+[v]s
Druha ¢ast tvrzeni je rovnéz snadné cviceni. O

Priklad 5.76. V prostoru V = LO{(1,2,3),(4,5,6)} < R?® uvazujme bézi B =
((1 ,3)T,(4,5,6)T) a vektory u,w se soufadnicemi (1,2)T, (3,—1)7 vzhledem k

D:J

= % fe=( 3 ). w= ;1 o= (%)

Souétem u a w je vektor (8,13,18)7, jeho soufadnice vzhledem k B jsou (1,2)7
(3,—1)T = (4,1)T. Skutec¢ne, 4 - (1,2,3)T +1-(4,5,6)T = (8,13,18)7. A

Ted jiz vidime pfesny vyznam hesla ,vSechny kone¢né generované vektorové pro-
story jsou v podstaté T™“. Zvolime-li v prostoru bazi B, muzeme misto pavodnich
prvkd pocitat s jejich soufadnicemi vzhledem k B a tim se vSe prevadi do T".
Otézku, jak se soufadnice méni pfi pfechodu od baze B k jiné bazi, vyresSime za
okamzik.

Do T™ muzeme prevadét celé podmnoziny, tj. pro X C V definujeme

Xlg=A{[vlp:ve X} CT" .
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Tento prechod také zachovava dilezité vlastnosti, jako linearni nezavislost, genero-
vani, baze, apod. Diikaz tohoto pozorovani prenechame jako cviceni.

Pozorovani 5.77. Necht B je bdze vektorového prostoru V nad télesem T dimenze
n. Pak plati
(1) posloupnost (vi,va,...,vg) je linedrné nezdvisld ve V prdvé tehdy, kdyz je
posloupnost ([vi]g, [ValB, - .-, [Vk|B) linedrné nezdvisld v T™;
(2) mnoZina X generuje V prdvé tehdy, kdyz [X|p generuje T";
(3) posloupnost (vi,va,...,vy) je baze V prdvé tehdy, kdyZ je posloupnost
([VﬂB, [VQ]B, ceey [Vk]B) bdaze T™.

5.4.3. Pf¥echod mezi bazemi. Casto je potfeba umét rychle piechdzet mezi ba-
zemi, tj. pocitat soufadnice néjakého prvku vzhledem k jedné bézi, zndme-li jeho
soutadnice vzhledem k jiné bazi.

Tento prechod je mozné popsat matici. Rozmyslime si nejprve jednoduchy pripad
aritmetického vektorového prostoru T3 s bazi B = (vi, va,v3). Najdeme vzorecek
jak najit vektor x = (w1, 2,23)7, zname-li jeho vyjadieni x|z = (y1,%2,93)7
vzhledem k bazi B. Podle definice je

X =Y1V1 + Y2Va2 +Yy3Vs3 ,
coZ muzeme maticové zapsat
x = (vi|va|v3)[x]B -

Vektor x je roven svému vyjadieni vzhledem ke kanonické bazi K = (e1,eq,e3).

Matice (v1|va|vs) se nazyva matice prechodu od B ke K a znaéi se [id]Z. Umoziiuje

nam “prechazet” od baze B k bazi K pomoci vzorce
x| = [id]F [x]5 -

Podobnou formulku miZeme nalézt pro pfechod mezi libovolnymi dvéma bazemi
libovolného konecné generovaného vektorového prostoru.

Definice 5.78. Necht B = (v1,...,v,) a C jsou baze vektorového prostoru V nad
télesem T. Matici prechodu od bdze B k bdzi C rozumime matici

()& = (vilellvalel .- |valc) -

Slovy, matice pfechodu od B k C' ma ve sloupcich vyjadieni prvka baze B
vzhledem k bézi C.

Tvrzeni 5.79. Necht V je vektorovy prostor V nad télesem T dimenze n a B,C
jsou bdze V. Pak pro libovolny prvek x € V plati

Xle = id]Z[x]5 -
Nawic je matice [id|8 timto vztahem uréena jednoznacné.

Dikaz. Ozna¢me B = (vi,...,V,).
Vezmeme libovolny prvek x € V a oznacme [x]p = (a1, ..., a,), tj. podle definice
X =ai1vy + -+ apv,. Podle tvrzeni 5.75 plati

Xlc =[avi+ -+ apviple = [avi]e + -+ + [anVi]o
= a3 [Vl]C + -+ an[vn]C = ([VI}C| ce. |[V7L}C)(a17 ce. aan)T
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K dikazu jednoznac¢nosti uvazujme matici A, ktera spliiuje pro libovolny prvek
x € V vztah
Xlc = Alx]s -
Dosazenim x = v; dostaneme
[Vi]C = A[Vz‘]B = Ae; ,

takze i-ty sloupec matice A je roven [v;]c a tim padem A = [id]Z. O

Ptiklad 5.80. Matice piechodu od baze B = ((1,2)7,(5,6)T) ke kanonické bazi

K prostoru R? je
.5 _ (1 5
[ld]K - ( 2 6 )
Pro libovolny prvek x € R? plati

x=bie=(} o )a

Pokud chceme naopak vyjadfovat vzhledem k bazi B, zndme-li vyjadreni vzhledem
ke kanonické bazi, upravime tento vztah na

o= (5 3) x=1 (3 )%

(Vyuzili jsme toho, ze [id]Z je reguldrni matice. Obecné, kazd4 matice prechodu je
regulérni a plati [id]§ = ([id]Z)~!. Dokazte!) A

Piiklad 5.81. Najdeme matici pfechodu od baze B k bazi C prostoru V < R3,
kde

1 0 2 1 1 1
V =LO 0], 1 , B = 4 |, -1 ,C = o], 1
0 1 4 —1 0 1

(Ovéite, ze B a C jsou skutené baze prostoru V!) Potfebujeme najit vyjadieni
vektoriu baze B vzhledem k bazi C. To vede na dvé soustavy rovnic se stejnou
matici, které vyfreSime soucasné.

1 1]2 1 1 1]2 1
0114 -1 |~10 14 -1
0 114 -1 0 010 O

Vychézi [(2,4,4)T)c = (=2,4)T a [(1,-1,-1)T]¢c = (2,—-1)T, takze matice pie-

chodu od B k C je
. -2 2
iag=( 7 %)

5.5. HODNOST MATICE

K matici A nad télesem T typu m X n mame piifazeny rfadkovy a sloupcovy
prostor Im A” < T™ a Im A < T™. Ukazeme, Ze maji stejnou dimenzi. Dale ddme
do souvislosti dimenzi prostoru Ker A < T" a Im A, a podivame se jesté jednou
na feSeni soustav linedrnich rovnic v terminologii zavedené v této kapitole. V této
¢asti budou vystupovat pouze aritmetické vektorové prostory a jejich podprostory.
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5.5.1. Bazové sloupce matice. Po pfevodu soustavy linearnich rovnic elemen-
tarnimi fadkovymi tpravami do odstupnovaného tvaru jsme rozdélili proménné na
bazové a volné (parametry). Nyni ukdzeme, Ze toto rozdéleni nezavisi na konkrétnich
provedenych tpravach, ale pouze na pivodni soustavé (viz tvrzeni 5.86). Vysledek
samoziejmé formulujeme v jazyku matic.

Definice 5.82. Necht A = (aj|ay| - - |a,) je matice nad T. Rikame, Ze i-ty sloupec
matice A je bdzovy, pokud neni linedrni kombinaci predchozich sloupct, tj. pokud
plati

a; ¢ LO{a;,az,...,a;,_1} .

Pojmenovani ospravedliiuje skutecnost, ze bazové sloupce tvori bazi sloupcového
prostoru matice. To si rozmyslete jako cviceni.

Pozorovani 5.83. Pro libovolnou matici A tvori bdzové sloupce bazi sloupcového
prostoru. Specidlné, dimenze Im A je rovna poctu bazovych sloupcii.

Priklad 5.84. V matici

0 1 2 3 4
0 3 6 3 6
0 -2 -4 4 2

je bazovy druhy a ¢tvrty sloupec. Prvni, tfeti ani paty sloupec neni bazovy. Je to
vidét u prvniho a tfetiho sloupce, paty je souctem druhého a ¢tvrtého, takze také
neni bazovy. A

Za okamzik ukazeme, ze fadkové upravy neovliviiuji skutecnost, zda je sloupec
bazovy nebo ne. Nejdfive ale ukadzeme, ze bazové sloupce matice v odstupnovaném
tvaru jsou praveé sloupce obsahujici pivoty.

Tvrzeni 5.85. Bazové sloupce matice A nad T typu m X n v odstupriovaném tvaru
jsou prdave sloupce ki, ko, ..., k., kde v, k1,..., k. jsou parametry z definice 2.1}
odstupriovaného tvaru.

1 k1 ko k.- n
1 1
T T
m m
OBRAZEK 5.5. Matice v odstuprniovaném tvaru
Diikaz. Ozna¢me A = (ai|...|a,). Pro j = 1,2,...,n ozna¢me W, linearni obal

prvnich j sloupct, tj. W; = LO{aj,as,...,a;} . Déle necht V; je nasledujici
podprostor T™:

V}' :LO{el,...,ej}:{((El,fﬂg,...,ZL’j,0,0,...,O)le,l'g,‘..,l'j GT} .
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Pro libovolné i je Wy,_; podprostorem prostoru V,;_j. Sloupec ai, do tohoto
prostoru nepatii, takze je bazovy.

Zbyva ukazat, ze ostatni sloupce bazové nejsou. Za tim tcelem si vSimneme, Ze
Wy, = V; pro libovolné i. Je to proto, Ze za prvé (ag,, ak,,...,ax,) je linedrné nezs-
visla posloupnost (74dny z vektorti v posloupnosti neni linedrni kombinaci pfedcho-
zich, takze posloupnost je linedrné nezavisla podle tvrzeni 5.36), ¢ili dim(Wy,) > i, a
za druhé dim(V;) = i. Prostor Wy, dimenze alespoii ¢ je podprostorem V,; dimenze
1, takze skutecné plati Wy, = V; podle tvrzeni 5.69.

Nyni jiz dikaz dokon¢ime snadno. Sloupce ay, ..., ax,—1 jsou celé nulové, takze
nejsou bazové. Sloupce ak, 41,2k, +2,- - -, ak,—1 Nejsou bazové, protoze patii do Vi,
tedy i do Wy, , atd. O

Tvrzeni 5.86. Necht A je matice nad télesem T typu m X n a R je requldrni
matice Tddu m. Pak pro libovolné i € {1,2,...,n} plati, Ze i-ty sloupec matice A je
bazovy praveé tehdy, kdyz je bazovy i-ty sloupec matice RA.

Diikaz. Tvrzeni je dusledkem definice a pozorovéni, Ze matice A méa stejné linearni
zavislosti mezi sloupci jako matice RA (toho jsme si vS§imli v pozndmce za tvrzenim
5.69). Obsirnéji, i-ty sloupec matice A = (a;]...|a,) neni bazovy pravé tehdy, kdyz
je linedrni kombinaci pfedchozich sloupct, tj. a; = t1a; +-- - +t;_1a;,_1 pro néjaké

prvky t1,...,t;—1 € T. Upraveny vztah —tja; —...—%;_1a;,_1 +a; = o lze maticové
zapsat A(—tq,...,—t;_1,1,0,...,0)7 = 0. Vynasobenim matici R zleva dostédvime
RA(—ty, ..., —t;_1,1,0,0,...,0)T = o, z éehoz plyne, Ze i-ty sloupec matice RA

je linearni kombinaci predchozich.
Druhé implikace se dokéze podobné, naptiklad vynasobenim posledni rovnosti
zleva matici R71.) O

Priklad 5.87. Jako ilustraci provedeme v pfedchozim piikladu Gaussovu eliminaci
a presvédcime se, ze bazové sloupce jsou pravé sloupce obsahujici pivoty.

0 1 2 3 4 01 2 3 4 01 2 3 4
0 3 6 3 6 ] ~100O0 -6 -6 ]~00011
0 -2 -4 4 2 0 0 0 10 10 0 00 0O

A

5.5.2. Hodnost. Z dokazaného tvrzeni je jiz jen krok k dikazu, Ze sloupcovy a
radkovy prostor matice maji stejnou dimenzi. Této dimenzi fikdime hodnost matice.

Véta 5.88. Pro libovolnou matici A plati dim(Im A) = dim(Im AT).

Dikaz. Myslenka je takova, ze pro matice v odstupniovaném tvaru tvrzeni plati a
ani jedna dimenze se fadkovymi ipravami neméni, takze tvrzeni plati pro jakoukoliv
matici.

Detailnéji. Kazdou matici A lze elementarnimi fadkovymi tpravami prevést do
odstupniovaného tvaru. Jinymi slovy, existuje regularni matice R takova, ze RA je
v odstupniovaném tvaru. Dimenze sloupcového prostoru matice A i RA je pocet
bazovych sloupcti (viz pozorovani 5.83), tyto dimenze jsou stejné (viz tvrzeni 5.86)
a rovnaji se po¢tu nenulovych fadkt matice RA (viz tvrzeni 5.85).

Dimenze fadkového prostoru matice RA je také rovna poctu nenulovych radk,
protoze nenulové fadky tvoii linedrné nezdvislou posloupnost (viz tvrzeni 5.43),
ktera ziejmé generuje fadkovy prostor. Ale nasobeni regularni matici zleva neméni
linedrni obal Ffadkd (viz tvrzeni 5.32), specialné, dimenze fadkového prostoru matice
RA je stejna jako dimenze fadkového prostoru matice A. O
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Definice 5.89. Hodnosti matice A rozumime dimenzi fddkového (sloupcového)
prostoru matice A. Znacime rank(A).

Shrneme nékteré dulezité trivialni dasledky do pozorovani.

Pozorovani 5.90. Pro libovolnou matici A typu mxn plati rank(A) = rank(AT) <
m,n. Hodnost se nemeéni elementdrnimi radkovymi ani sloupcovyms upravami. Hod-
nost matice v radkové odstupmnovaném tvaru je rovna poctu nenulovych rdadki.

Posledni véta pozorovani také vysvétluje volbu pismena r pro pocet nenulovych
radkid v odstupniovaném tvaru.

Priiklad 5.91. V zavislosti na a,b € Z3 ur¢ime dimenzi prostoru

a 1 1
V.p =LO 1 I (T I ) <73,
2 2 1

pri¢emz nas nebude zajimat konkrétni baze.
Vektory si napiseme do fadkid nebo sloupctt a uréime hodnost matice. Pritom
miizeme vyuzivat jak fadkové, tak sloupcové tpravy. Zvolime tieba radky.

a 1 2 1 2 1 1 2 1
1 b 2 ~ a 1 2 ~ 2 1 a ~
1 2 1 1 b 2 2 b 1
1 2 1 1 2 1
~1 0 0 a+1 ~1 0 b+2 2
0 b+2 2 0 0 a+1

V prvni Gpravé jsme preusporadali fadky a v druhé jsme prohodili sloupce. Byva
totiz vyhodnéjsi mit parametry co nejvice vpravo dole, aby se do uprav dostaly
co nejpozdéji. Nasledné jsme vyeliminovali prvni sloupec a nakonec jesté prohodili
radky.

Pokud b # 1 a a # 2, pak je matice v odstupnovaném tvaru se tfemi nenulovymi
fadky a dim(V, ) = 3. Pokud b # 1 a a = 2, pak je matice rovnéz v odstupiiovaném
tvaru tentokrat s dvéma nenulovymi fadky a dim(V,;) = 2. Pokud b = 1, pak
miZeme jesté upravit (pozor, v tomto pfipadé je matice v odstupiiovaném tvaru
pouze kdyz a = 2!)

1 2
0 0
0 0

o O =
S O N
[enl O

1
2 ~
a+1

a dimenze je 2.
Shrnuti: Pokud b # 1 a a # 2 je dim(V,,) = 3, ve v8ech ostatnich pfipadech je
dim(VaJ,) =2 A

Hodnost matice A je rovna dimenzi oboru hodnot pfislusného zobrazeni f4.
Mame-li jesté matici B, aby byl definovan soucin AB, pak hodnost AB je rovna
dimenzi oboru hodnot zobrazeni f4p. Ale obor hodnot zobrazeni fap = fa o f5 je
podprostorem oboru hodnot zobrazeni f4, takze hodnost AB je mensi nebo rovna
hodnosti A. Tuto nerovnost a obdobnou nerovnost pro nasobeni zleva dokéZeme
algebraicky.
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Tvrzeni 5.92. Necht A je matice nad T typu m X n a B matice nad T typu n X p.
Pak plati

rank(AB) <rank(A), rank(AB) <rank(B) .

Dikaz. Podle sloupcové definice soucinu je kazdy sloupec matice AB linearni kom-
binaci sloupci matice A. Z toho plyne Im (AB) < Im(A), takze rank(AB) <
rank(A) podle tvrzeni 5.69 o dimenzi podprostoru. Podobné Im (AB)T < Im BT,
takze rank(AB)T < rank(BT), z toho plyne rank(AB) < rank(B). O

Dusledek 5.93. Necht A je matice nad T typu m X n a R je reguldrni matice
nad T Fadu m. Pak rank(RA) = rank(A). Podobné pro ndsobeni reguldrni matici
zprava.

Diikaz. Podle predchoziho tvrzeni plati rank(RA) < rank(A), ale také rank(A) =
rank(R™!(RA)) < rank(RA). O

Pomoci hodnosti mtzeme také doplnit charakterizaci regularnich matic dokaza-
nou ve vété 4.81. Uvazujme ¢tvercovou matici A nad T fadu n. Bod (2) ve vété
tiké, ze fa je zobrazeni na, neboli Ax = b m4 feSeni pro kazdou pravou stranu, ne-
boli Im A = T™ (sloupce generuji T™), coz nastane podle tvrzeni 5.69 pravé tehdy,
kdyZ dim(Im A) = rank(A) = n. Bod (4) fiké, ze Ax = o mé jediné FeSeni, neboli
sloupce A jsou linearné nezévislé. Protoze rank(A) = rank(AT) mfizeme podobné
charakterizace formulovat i pro fadky. Dostavame nasledujici pozorovani.

Pozorovani 5.94. Necht A je ¢tvercovd matice nad T 7ddu n. Ndsledujici tvrzent
jsou ekvivalentni.

(1) A je reguldrni.

(2) rank(A4) = n.

(3) Posloupnost sloupct (Tddki) matice A je linedrné nezdvisld.

(4) Sloupce (tddky) matice A generugi T™.

(5) Sloupce (tadky) matice A tvoi bazi T™.

Vsimnéte si, ze ekvivalence sloupcovych (a fadkovych) verzi také plyne z pozo-

rovani 5.67.

Piiklad 5.95. UkéZeme FeSeni jedné kombinatorické tlohy pomoci hodnosti ma-
tice. Piiklad byl pievzat ze sbirky Sestndct miniatur Jitiho Matougka, kde jsou
popsany nékteré zajimavé aplikace linearni algebry v jinych oborech. Lze ji najit
na domovské strance autora.

Ve mésté zije n obcand, ktefi jsou sdruzeni v m klubech. Podle vyhlasky méstské
rady ma kazdy klub lichy pocet ¢lenti, zatimco pro kazdé dva rtzné kluby musi byt
pocet spoleénych ¢lent sudy. Dokézeme, Ze v této situaci je m < n, tedy klubi neni
vice nez obcant.

Obcany oznacime ¢isly 1,2,...,n a kluby ¢isly 1,2,...,m. Utvofime matici A =
(ai;) typu m x n nad télesem Z, tak, ze a;; = 1, pokud obéan j je v klubu 4, a
a;; = 0, jinak. Kazdy raddek tedy popisuje ¢leny jednoho klubu, méa na j-té pozici
jednicku praveé tehdy, kdyz obcan j je jeho ¢lenem. Naptiklad

111 00
A= 0 1 1 1 0
0 00 01
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popisuje situaci, kdy ve mésté je 5 ob¢anti a 3 kluby. Cleny klubu 1 jsou ob¢ané
1,2,3, ¢leny klubu 2 jsou obcéané 2,3,4 a jedinym c¢lenem klubu 3 je obcan 5.
Vsimnéte si, ze tato situace je v souladu s vyhlaskou méstské rady.

Spo¢itdme souéin matic AAT = (by;). Prvek na misté kl je souctem n séitanci
ax1ai1 + agoapz + -+ + arpar,. SCitanec agm,apy, je roven jedné pravé tehdy, kdyz
obcan m je v obou klubech k, [, jinak je roven nule. Pocitame v Z,, takze cely soucet
je roven jedné, pokud je pocet spoleénych ¢leni klubd k a [ lichy, jinak je roven
nule. Vyhlasku nyni miZeme pieformulovat tak, Ze agr = 1 a ag; = 0 pro libovolna
k # 1. Jingmi slovy AAT = I,,,.

Hodnost matice A je nejvys n, protoZe hodnost nemuze byt vySsi nez pocet
sloupcii. Z tvrzeni 5.92 o hodnosti sou¢inu dostaneme

rank(A) > rank(AAT) = rank(I,,) = m .
Celkové n > rank(A) > m a jsme hotovi. A

5.5.3. Skeletni rozklad, Gaussova-Jordanova eliminace. Uvazujme matici A
typu m x n hodnosti » > 1 nad télesem T. NapiSeme néjakou bézi Im A do sloupcii
matice B. Kazdy sloupec a; matice A je linedrni kombinaci sloupctt matice B, takze
plati a; = Bc; pro néjaky vektor ¢; € T". Oznaéime-li tedy C' = (c4]...|c,), méme
rozklad A = BC, kde B je typu m xr a C je typu r X n. Takovému rozkladu tikdme
skeletni rozklad.

Rozklad se hodi pro ukladédni matic nizkych hodnosti a pocitani s nimi. Je-li
napiiklad A ¢tvercovd matice fadu 1000 hodnosti 100, pak na uloZeni matice A
potfebujeme 106 skalarfi, kdezto na uloZeni matic B, C pouze 2 - 10° skalarti. Na
vypocet soudinu Ax pro né&jaky vektor x € T'0°0 pfimodarym zpfisobem potiebu-
jeme 10 nasobeni, na vypodéet postupem B(C(x)) opét pouze 2 - 10° nasobeni.

Za sloupce matice B muzeme vzit bazové sloupce matice A. Ve tvrzeni 5.97
ukazeme, Ze v tomto pfipadé tvori matici C' nenulové fadky tzv. redukovaného
odstupriovaného tvaru matice A.

Definice 5.96. Matice je v redukovaném (Ffadkové) odstupriovaném tvaru, pokud
je v fadkové odstupniovaném tvaru a kazdy bazovy sloupec mé jedinou nenulovou
slozku rovnou 1.

KaZdou matici A lze pfevést do redukovaného odstupniovaného tvaru takto:

(1) Matici Gaussovou eliminaci pfevedeme do odstupiiovaného tvaru.

(2) Vynésobime nenulové fadky tak, aby byl kazdy pivot roven 1.

(3) Postupné (nejlépe od konce) vynulujeme zbylé prvky v kazdém béazovém

sloupci.
Tomuto procesu se fikd Gaussova-Jordanova eliminace. Vzniklé matici fikdme re-
dukovany odstupriovany tvar matice A.
Prejdeme ke slibenému tvrzeni o skeletnim rozkladu pomoci redukovaného od-

stupniovaného tvaru.

Tvrzeni 5.97. Libovolnd matice A typu m X n nad T s hodnosti r > 1 je rovnd
soucinu A = BC, kde B je matice typu m X r tvorend bdzovymi sloupci matice A
(v pofadi v jakém se vyskytuji v A) a C je matice typu r X n tvotend nenulovgmi
7adky v redukovaném odstupriovaném tvaru D matice A.

Dikaz. Oznacme ky, ..., k, indexy bazovych sloupci matice A = (ay]...|a,). Ma-
tice D = (dy|...|d,) vznikla z A posloupnosti Ffadkovych elementarnich tprav,



LINEARNI ALGEBRA 187

takze D = RA pro né&jakou reguldrni matici R fadu m. Matice C je v odstupiio-
vaném tvaru, ¢isla ki, ..., k, se shoduji s definici 2.14, B = (ay,|...|ax,.) a navic
plati d, = e; pro kazdé 1 < i < r, tedy také cp, = e; (v tomto vyrazu ma e; jiny
pocet slozek nez v pfechozim).

Vztah A = BC plyne z toho, ze A a RA maji stejné linedrni zavislosti mezi
sloupci. Dukaz provedeme podrobnéji.

DokaZzeme, ze matice A a BC maji stejné sloupce s poradovym ¢islem j. Trividlné
to je splnéné pro j < k1 (na obou strandch jsou nulové sloupce). Jinak oznacme i
nejvétsi takové Cislo, ze j > k;. Sloupec j matice A je linedrni kombinaci bazovych
sloupct ay,, ..., ak,, tedy pro néjaké prvky ¢1,...,¢; € T plati

a; = tlakl —+ tgakQ —+ -4 tiaki .

Vynasobenim matici R zleva a tpravou uzitim D = RA ziskdme

dj = Raj = thakl—i—- . ~+tiRaki = tldk1—|—- . "‘l‘tidki =tie1+---+t;e; = (tl, et 0,0

tim padem také
c;=(t1,...,t:,0,...,0" |
kde vektor ma tentokrat r slozek. Sloupec j matice BC' je proto
Be; = Bty ... 4:,0,...,0)" = tiag, + -+ tiag, = a; .
O

Jako cviceni dokazte, ze redukovany odstuprniovany tvar je matici urcen jedno-
znacné, tj. pro kazdou matici A existuje pravé jedna matice J v redukovaném od-
stupniovaném tvaru takova, ze J lze ziskat z A elementarnimi fadkovymi Gpravami.
Opét Ize argumentovat linearnimi zavislostmi mezi sloupci.

5.5.4. Jesté jednou soustavy rovnic, dimenze jadra a obrazu. Nyni si zo-
pakujeme ruzné pohledy na FeSeni soustav linearnich rovnic a formujeme jiz znédmé
skutecnosti o existenci a tvaru FeSeni pomoci pojmi zavedenych v této kapitole.

Budeme predpokladat, ze A je matice nad télesem T typu m xn a b € T™. Na
FeSeni soustavy Ax = b se mzeme divat nékolika zpiisoby:

(1) Hledéani praniku m ,nadrovin® v prostoru T" (kazda rovnice, neboli fadek
matice (A|b), uréuje jednu ,nadrovinu“).

(2) Hledéni koeficienti linedrnich kombinaci sloupctt matice A, jejimz vysled-
kem je b.

(3) Uréovani uplného vzoru vektoru b pii zobrazeni f4.

Pomoci pojmu hodnost mtzeme formulovat kritérium fesitelnosti.

Véta 5.98 (Frobeniova véta). Soustava Ax = b md TeSeni prdvé tehdy, kdyz
rank(A) = rank(A | b).

Diikaz. Rovnost Ax = b je pro néjaké x € T™ splnéna pravé tehdy, kdyz b je
linedrni kombinaci sloupctt matice A, coz plati pravé tehdy, kdyz Im A = Im (A | b).
Uvéazime-li, ze Im A < Im (A | b), vidime, Ze podprostory jsou rovny pravé tehdy,
kdyZ se rovnaji jejich dimenze (viz tvrzeni 5.69). d

Prakticky, hodnosti vidime z odstupnovaného tvaru matice soustavy, protoze
hodnost je rovna poc¢tu nenulovych radka v odstupnovaném tvaru, takze kritérium
ve Frobeniové vété se shoduje s pfedchozim kritériem na Fesitelnost (neexistence
fadku tvaru (0,0,...,0,a), a # 0 v odstupfiovaném tvaru).
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Tvar feseni je urCeny resenim prislusné homogenni soustavy: je-li u libovolné
feseni, pak mnozina vsech feSeni dané soustavy je podle véty 4.96 rovna

u-+ KerA .

Resenim je tedy vzdy posunuti podprostoru Ker A o néjaky vektor.
Jadro matice A jsme nejprve popisovali ve tvaru

thvp i t, €T prokazdé pe P
peEP

a nyni piSeme strucnéji

LO{v,:pe P} ,
kde P jsou indexy nebazovych sloupci — volnych proménnych. Ze zpuasobu nalezeni
vektort v, (pfipomenutého v dikazu nésledujici véty) se snadno ukaze, ze tyto vek-
tory tvori bazi prostoru Ker A. ProtoZe pocet volnych proménnych je n — rank(A),
dostavame:

Véta 5.99 (Véta o dimenzi jadra a obrazu). Pro libovolnou matici A nad T typu
m X n plati

dim(Ker A) + dim(Im A) =n (= dim(Ker A) 4+ rank(A4) ) .

Diikaz. Necht r = rank(A) a oznaéme P = {j1,...,jn-r} J1 < J2 < -+ < Jn—r
nebéazové sloupce matice A (piislusné proménné nazyvame volné). P¥ipomerime, ze
kazdy prvek x = (x1,...,7,)T € Ker A (neboli kazdé feseni homogenni soustavy
Ax = o) je jednozna¢né urcen vektorem (zj,,%j,,...,z;, )7 € T" " a naopak,
libovolny vektor v T™~" uréuje jedno feSeni. Toto jsme nahlédli v pozorovani 2.19
pouZitim odstuprniovaného tvaru, muzeme to ale dokézat pfimo z definice bazovych
sloupcti (viz cviéeni).

Zvolime libovolnou béazi U = (uj,,...,u;, ) prostoru T"~" a najdeme (jedno-
zna¢né uréené) vektory v, € Ker A tak, ze prokazdé pe Pa ke {1,...,n—r} je
Jr-té slozka vektoru v, rovna k-té slozce vektoru u,. Podle pfipomenuti z piedcho-
ziho odstavce je (v;,,...,V;, ) baze prostoru Ker A: je linedrné nezavisla (protoze
U je linedrné nezavisld) a generuje Ker A (protoze U generuje T"~"). Pozname-
nejme, ze v diskuzi v oddilu 4.5.1 jsme pii vypoctu v, volili vZdy jednu volnou
proménnou rovnou 1 a zbylé rovné 0. Za U jsme tedy volili kanonickou bézi pro-
storu T"~".

V prostoru Ker A jsme nalezli (n — r)—prvkovou bézi, mame tedy

dim(Ker A) + dim(ImA)=(n—r)+r=n .
O

Dikaz véty zaroven odpovida na posledni otazku, kterd v oddilu 4.5.1 zustala
oteviend: je nutné pii vypoctu vektort v, volit za volné proménné prvky kanonické
baze T™" "7 Odpovéd je ne, mlizeme zvolit prvky libovolné baze T™".

Piiklad 5.100. Vratime se k soustavé z oddilu 2.3.4 a prikladu 4.93.

00 1 0 2|3
2 4 -1 6 2|1
1 2 -1 3 0] 2
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Prevodem do odstuptiovaného tvaru jsme ziskali

1 2 -1 3 0] 2
00 1 0 2|-3
00 0 00O

Vidime, Ze dim(Im A) = rank(A) = rank(A | b) = 2, takZe soustava je feSitelna.
Dimenze Ker A je 5 — 2 = 3. Partikuldrni feSeni ziskdme dopocitdnim z libovolné
volby volnych proménnych. V 4.93 jsme zvolili nulovy vektor a dostali jsme vek-
tor (—1,0,—-3,0,0)7. Béazi Ker A ziskAime dopo¢itanim z né&jaké baze U prostoru
R3. V 4.93 jsme volili kanonickou bazi R? a ziskali jsme nasledujici bazi Ker A:
((=2,1,0,0,0)7, (=3,0,0,1,0)7, (=2,0,-2,0,1)T). Celkové miizeme Feseni psat ve

-1 -2 -3 —2
0 1 0 0
-3 | +LoO o |, o [|,] -2
0 0 1 0
0 0 0 1

Jiné partikularni feSeni je napiiklad (—8,1,—5,1,1)T) ziskdné volbou jednicek za
parametry. Jinou bazi Ker A mtzeme dostat napiiklad volbou néasledujici baze pro-
storu R3.

U=((1,1,1)%0,1,1)7,(0,0,2)")
Dopoctenim prvki v posloupnosti
((2,1,2,1, D)7, (2,0,2,1, )7, (2,0,2,0,2)T)
ziskdme nésledujici bazi prostoru Ker A.
(=7,1,-2,1,1)7,(=5,0,-2,1, )7, (-4,0,-4,0,2)") .

Mnozina vSech feseni dané soustavy je tedy také rovna

-8 -7 -5 —4
1 1 0 0
-5 | +LO 2 |, =2 |.| -4
1 1 1 0
1 1 1 2

A

Véta o dimenzi jadra a obrazu a vé€ta 5.88 o rovnosti dimenzi sloupcového a
rfadkového prostoru ukazuji, ze dimenze ¢tyr zakladnich prostord uréenych matici
(prostorti Im A, Im AT Ker A, Ker AT) jsou dohromady tésné svizany. Kazd4 z
téchto dimenzi urcuje zbyvajici tii.

Podivejme se jesté na geometrickou interpretaci véty o dimenzi jadra a obrazu.
Matice A urcuje zobrazeni fu : T™ — T™. Dimenze jadra uréuje dimenzi prostoru
vektoru, které se zobrazi na nulovy vektor. To si miuZzeme predstavovat jako pocet
dimenzi, které zobrazeni f, ,zkolabuje“ do bodu. Vétu lze nyni interpretovat tak,
7e dimenze obrazu je rovna dimenzi prostoru, ktery zobrazujeme (n) minus pocet
zkolabovanych dimenzi. Napiiklad pokud f4 : R® — R3 je projekce na néjakou
rovinu, pak dim(Ker A) = 1 a rank(A) = dim(Im A) = 2. Pro zobrazeni f4 : R? —
R3 (viz obrazek 4.14), které ,vérn&“ zobrazuje rovinu do néjaké roviny v R3, je
dim(Ker A) = 0 a rank(A) = 2.
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5.6. PRONIK A SOUCET PODPROSTORU

Prinik dvou i vice podprostorti néjakého vektorového prostoru je vzdy podpro-
stor.

Tvrzeni 5.101. Jsou-li V;,i € I podprostory vektorového prostoru V., pak (\,c; Vi
je podprostorem V.

Diikaz. Stacéi oveérfit, ze prunik je neprazdny a je uzavieny na s¢itdni a nasobeni
skalarem (viz tvrzeni 5.12). Prinik je neprazdny, protoZe obsahuje nulovy vektor.
Jsou-li u, w dva vektory z priniku, pak pro kazdé ¢ € I plati u,w € V,. Protoze V;
jsou podprostory, plati u+w € V; pro kazdé i € I. To ale znamena, Zze u+w lezi v
pruniku podprostortu V;. Uzavienost na nasobeni skalarem se dokaze podobné. [

Sjednoceni dvou podprostort je zfidkakdy podprostorem. Napiiklad sjednoceni
dvou rtznych piimek v R? zfejmé neni podprostorem, protoze neni uzaviené na
s¢itani. Nejmensi podprostor obsahujici dané podprostory nazyvame jejich souctem.

Definice 5.102. Necht V;,i € I jsou podprostory vektorového prostoru V. Soucé-
tem (téZ spojenim) podprostort V;,i € I rozumime linedrni obal jejich sjednoceni,

znacime jej > .. Vi, tj.
Svi-toJv..
el iel
Soucet podprostoru Vi, Va,..., V také znacime Vi + Vo + - -+ + V.

icl

Jako cviceni dokazte, ze soucet je asociativni.
P1i tvorbé linearniho obalu stac¢i sjednoceni V; U Vo U - - - UV}, uzaviit na soucty
vektord z riznych podprostort, tj. plati

V1+Vv2+"'+vk:{Ul+v2+"'+1}kZ’Ulevhl)ge‘/g,...,vkevk} .

Dtikaz prenechame jako cviceni. Rovnéz si vSimnéme, ze sjednocenim mnoziny gene-
ratord prostoru U a mnoziny generatort prostoru V je mnozina generatord prostoru
U+V.

Pro dimenze dvou podprostoru a jejich souc¢tu a pruniku plati podobny vztah
jako pro pocty prvkia ve dvou mnozinach a jejich sjednoceni a praniku.

Véta 5.103 (Véta o dimenzi souétu a praniku). Pro libovolné dva koneéné gene-
rované podprostory U,V vektorového prostoru W plati

dim(U) + dim(V) = dim(UNV) +dim(U + V) .

Diikaz. Prostor UNV je podprostorem konecné generovaného prostoru U, proto je
kone¢né generovany (viz tvrzeni 5.69). Vezmeme libovolnou bdzi B = (wq, wa, ...,
w},) priniku UNV (baze existuje v libovolném kone¢né generovaném prostoru podle
dasledku 5.58). Mnozina B je linedrné nezavisla v prostoru U, takze ji muZeme

doplnit na bazi C' = (w1, wa, ..., Wk, U, Ua,...,u;) prostoru U (viz disledek 5.64).
Podobné doplnime B na bazi D = (w1, Wa, ..., Wk, V1, Va,...,V,,) prostoru V.
Ukézeme, ze E = (W1,Wa,..., Wk, U1,...,U;,V],Va,...,V,,) je bdze U + V.

Posloupnost E generuje U + V podle poznamky nad vétou (cviceni ?7?). Zbyva
ukézat, ze F je linedrné nezavisla. Predpokladejme, Ze

k l m
E a;wW; + E b;u; + E CiV; =0 .
=1 i=1 i=1
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Chceme dokéazat, ze vSechny koeficienty jsou nutné nulové. Vztah drobné upravime.

l m k
E biui = — E CiV; — E a; W;
i=1 i=1 i=1

Vektor u = Zi:l b;u; lezi v prostoru U a také lezi, podle odvozeného vztahu,
v linedarnim obalu vektort vi,...,Vv,,, Wi,...,Wg, Cili v prostoru V. Vektor u
tedy lezi v priniku U NV a proto jej 1ze vyjadfit jako linedrni kombinaci vektort
W1, ..., Wi baze B.

k
u = E diWi
i=1

7Z toho ziskame nasledujici vyjadieni o jako linedrni kombinaci prvka C":

k !
o= E diw; — E biu; ,
im1 i=1

takze by = by =---=b=dy =dy =--- = di = 0, protoze C je linearné nezavisla. .
Podobné bychom dokazali, ze koeficienty c1, c2, ..., ¢ jsou rovnéz vsechny
nulové. Nyni ale a1 = a3 = --- = ax = 0, protoze B je linearné nezavisla. O

Véta se geometricky dobfe predstavi, kdyz si ze vztahu vyjadiime dimenzi sou¢tu
podprostori jako soucet dimenzi jednotlivych prostori minus dimenze spolec¢né
Casti (priniku). Véta se mtize hodit tfeba pfi uréovani dimenze priniku, protoZe
dimenze prostorti a jejich sou¢tu nebyva problém spocitat.

Piiklad 5.104. Uréime dimenzi priiniku podprostori U,V < Z3.

2 3 3 2 4
1 4 4 3 4
U=LOsl o |l 2] 3] V=04l ]|o
3 1 3 1 1

Dimenze U a V zjistime tim, Ze si vektory napiSseme do fadki a fadkovymi tpravami
pfevedeme do odstupiiovaného tvaru (vime, Ze hodnost se neméni ani sloupcovymi
apravami, my ale pozdéji vyuzijeme toho, ze fadkové tipravy neméni linearni obal

Fadkil).

21 0 3 21 0 3 21 0 3
3421 )]~10024|~[0024]=A
3 4 3 3 0 0 3 1 0 0 0O

2 3 4 1 23 4 1) _,

4 4 0 1 0 3 2 4 )
Vidime, ze dim(U) = 2 a dim(V) = 2. Nenulové fadky matice A generuji U a fadky
matice B generuji V (protoze elementarni fadkové tipravy neméni linedrni obal),

takze dohromady mame mnozinu generatori U + V, ktera uz je ¢asteéné upravena.
Dokonéime Gaussovu eliminaci.

2 10 3 2 1 0 3 2 1 0 3
00 2 4 00 2 4 02 4 3
234117 loz243[7]00o024]|"”
0 3 2 4 03 2 4 03 2 4
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2 1 0 3 2 1 0 3
0 2 4 3 0 2 4 3
“l1oo0o 247100 2 4
0 0 1 2 0 00O
Vidime, ze dim(U + V) = 3. Z véty o dimenzi souétu a priniku dostdvame

dim(U N V) = dim(U

~—

+dim(V) —dim(U+V)=2+2-3=1.
A

Piiklad 5.105. Dokézeme, Ze prinikem dvou rtiznych podprostori U, V dimenze
2 (rovin) v prostoru W dimenze 3 (napt. R?) je podprostor dimenze 1 (pfimka).

Protoze podprostory U a 'V jsou rizné, U je vlastnim podprostorem U+V. Podle
tvrzeni 5.69 o dimenzi podprostortt mame 2 = dim U < dim(U+V) < dim(W) = 3,
takze dimenze souctu je 3 (soucet je podle stejného tvrzeni cely prostor W). Z véty
o dimenzi souctu a priniku ted mizeme spocitat

dim(UNV)=dim(U) +dim(V) —dim(U+V)=2+2-3=1 .
A

Na rozdil od sjednoceni a priniku, pro soucet a prunik neplati distributivni
zakony. Z toho divodu také neplati ,,pfimocaré zobecnéni“ véty o dimenzi sou¢tu
a pruniku na pfipad t¥i podprostort, viz cviceni.

Jak jsme si jiz vSimli, kazdy vektor v souctu V. = V; + Vy + ... + V. lze
psat jakou soucet vy + vo + - - - 4+ v. Pokud je tento zapis jednoznaény hovoiime o
direktnim souc¢tu. Tento pojem je obdobou pojmu baze pro podprostory.

Definice 5.106. Rikame, Zze V je direktnim souctem podprostorti Vi, Vo, ..., Vy,
pokud jsou splnény dvé podminky.
(1) V=Vi+Vyt - +V,
(2) VN (V1 +Vot+-- - +V, 14+V, 11 +Vipo+---+ Vk) = {0} pro libovolné
ief{1,2,...,k}.
Skutecnost, ze V je direktnim souc¢tem V1, Vo, ... V} zapisujeme
V=Vi6Vy®---®dVy .

Pro dva podprostory Vi, Vs se podminky zjednodusi na Vi + Vo =V aVin

V; = {o}
Tvrzeni 5.107. Necht V1,Va,..., Vi jsou podprostory vektorového prostoru V.
Pak nasledugici tvrzent jsou ekvivalentni.

(1) V=VieVyP: - -d V.

(2) Kazdy vektor v € V lze zapsat pravé jednim zpusobem ve tvaru v .= vy +

Vo + -+ Vg, kde v; € V; pro kazdé i € {1,2,...,k}.
Diikaz. Predpokladejme, ze V = V1+Vo+-- -4+ V. Pak V je souc¢tem podprostori
Vi, Vo, ..., Vi, takze kazdy vektor v € V lze zapsat ve tvaru v = vi +vo+- - -+ v,
kde v; € V; pro kazdé i € {1,2,...,k}. K dikazu jednoznacénosti uvazujme dvé
takova vyjadreni
V=vi+vVot -+ V=V + Vit + V.

Pro kazdé i € {1,2,...,k} lezi vektor v; — v, v prostoru V;, ale také v souctu
zbylych podprostori, jak je vidét z vyjadreni

Vi Vi = (Vi) (Ve b ve) e (Vi b ) (Vi Vi ) (Ve ve)
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Podle podminky (2) z definice direktniho souctu plati v; — v = o, ¢ili v; = v/.

Pfedpoklddejme naopak, Ze plati podminka (2). Pak V.=V, + Vo + -+ + V.
Pro spor predpokladejme, Ze pro néjaké i existuje nenulovy vektor u v priniku V;
a Zj# V. Pak existuji a1, ag,--- € T takova, ze

u=a1vy+ave+---+a;—1vi—1 +0v; + aip1vipr + -+ apvg
ZOV1 +OV2—|—"'—|—OVZ'_1 —|—11—|—0V,'+1+"'—|—0Vk .

Dostali jsme dvé rizna vyjadfeni vektoru u jako soucet vektord z Vi, Va,..., Vi,
Spor. U

Direktni soucet 1ze chépat jako rozklad podprostoru na vzajemné nezavislé ¢asti.
Vsimnéte si, ze V je direktnim souctem jednodimenzionalnich podprostori V =
LO{vi} ® LO{va} @ - ® LO {vy} pravé tehdy, kdyz (vi,va,...,vk) je baze.

5.7. PROSTORY NEKONECNE DIMENZE

Pro zjednoduseni jsme pojmy linearni nezavislosti a baze definovali pro konecné
posloupnosti vektorl, a tim padem jsme mohli dokazovat néktera tvrzeni jen pro
kone¢né generované prostory. V této ¢asti stru¢né probereme obecny pripad. Pfi-
klady prostori, které nejsou konecné generované, zahrnuji prostor realnych funkci
redlné proménné, nebo realnd ¢isla chapand jako vektorovy prostor nad Q.

Linearni (ne)zavislost a bazi definujeme jako indexovany soubor vektort:

Definice (Zobecnéni definic 5.34 a 5.47). Soubor (v; : ¢ € I) vektori ve V nazy-

vame linedrné zdvisly, pokud néktery z vektorti v; je linedrni kombinaci ostatnich

vektorti v;,j # i. V opacném piipadé fikdme, Ze je soubor linedrné nezdvisly.
Bdzi rozumime linearné nezavisly soubor generatorti.

Tato definice skuteéné rozsiruje stavajici definici, protoze posloupnost n vektori
miZzeme chépat jako soubor indexovany mnozinou I = {1,2,...,n}.

Pripomenme, Ze v linearni kombinaci muze mit nenulovy koeficient pouze ko-
necné mnoho vektortl, soucet nekonecné mnoha vektori nemame definovan. Tedy
napiiklad v prostoru R* vsech nekonec¢nych posloupnosti readlnjch ¢isel soubor
(e; : i € N), kde e; = (0,0,...,1,0,0,...) s jedni¢kou na i-tém misté, negene-
ruje R¥. Tento soubor generuje podprostor R(“) vsech posloupnosti s koneénym
poctem nenulovych ¢lent a je jeho bazi.

Mnoho dokazanych tvrzeni lze zobecnit, konkrétné plati obdoby nésledujicich
tvrzeni. Dtukazy délat nebudeme.

e Tvrzeni 5.36 charakterizujici linedrni nezavislost.

e Pozorovani 5.48, které tika, ze kazdy vektor lze vyjadrit jako linedrni kom-
binaci prvki baze. To umoznuje zavést souradnice vektoru vzhledem k bézi.
Roli aritmetickych vektorovych prostorii hraji prostory T(/): Vektory jsou
,skoro vSude nulové* I-tice prvka télesa I, formalnéji, soubory (a; : i € I),
takové, ze vSechna a; € T az na koneény pocet jsou nulové. Operace jsou
definovany po slozkach. Obdoba tvrzeni 5.75 o soufadnicich a operacich i
obdoba pozorovani 5.77 o zachovavani dilezitych vlastnosti jako linearni
nezavislost plati.

e Minimalni soubor generatort je vzdy baze (obdoba tvrzeni 5.56). Obdoba
disledku 5.57, tj. ze z kazdé mnoziny generatori lze vybrat bazi plati, ale
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neni to zfejmé, protoze neni apriori jasné, ze minimélni generujici podm-
nozina existuje. Specialné, kazdy konec¢né generovany vektorovy prostor ma
béazi (obdoba dusledku 5.58).

e Vsechny béze maji stejnou mohutnost (obdoba diisledku 5.61), takze ma
smysl zavést dimenzi jako mohutnost libovolné baze. Rovnéz plati obdoba
dusledku 5.64, Ze libovolny linearné nezavisly soubor lze doplnit do baze
vektory z libovolné mnoziny generatort. Z toho plyne obdoba disledku 5.65,
ze maximalni linedrné nezavisly soubor je baze.

e Obdoba tvrzeni 5.69 plati jen ¢astecné. Je pravda, ze podprostor ma vzdy
dimenzi mensi nebo rovnou dimenzi ptivodniho prostoru. Neni ale pravda,
7e rovnost nastane pouze tehdy, kdyz se prostory rovnaji. Naprtiklad di-
menze prostoru R(“) skoro vsude nulovych posloupnosti je stejna jako di-
menze jeho vlastniho podprostoru tvofeného posloupnostmi, které zacinaji
nulou.

5.8. SAMOOPRAVNE KODY

Predstavime zdkladni pojmy teorie samoopravnych kéda a ukazeme si, jak se v
ni uplatniuje linedrni algebra.

5.8.1. Kédy neformalné. V roce 1947 byl v Bellovych laboratofich v provozu
jeden z prvnich reléovych poéitaci. Relé byla usporadana do pétic. Jednotlivé cifry
0,1,...,9 byly reprezentovany tak, ze vzdy dvojice z péti relé byla sepnuta a zbyla
tFi nikoliv. Protoze existuje deset moznych vybéru dvojice prvku z péti, kazdé z
dvojic reprezentovala pravé jednu cifru.

Pokud béhem vypoctu doslo k néjaké chybé, projevila se tak, ze v néjaké pétici
relé byl pocet sepnutych relé rizny od dvou. Pocita¢ to zaregistroval a zastavil se.
V té chvili nastoupila obsluha, néjakym zptisobem zjistila, jaka dvojice relé ma byt
spravné sepnuta, ru¢né to zafidila, a spustila pokracovani vypoctu.

V rezimu bez obsluhy (mimo pracovni dobu) poéita¢ vypocet ukonéil a ze zasob-
niku programu vzal ten nasledujici. Toto ukoncovani vypoc¢tu bez ndhrady motivo-
valo Richarda W. Hamminga (1915-1998) k navrhu prvnich samoopravngch kddi.

Belltiv poc¢itac¢ pracoval s desetiprvkovou abecedou 0,1,...,9. Kazdou z téchto
cifer reprezentoval pomoci posloupnosti péti nul a jednotek: 00110,01010, atd. Bi-
ndrni vyjadreni prvkia néjaké abecedy jako posloupnosti nul a jednotek je v soucas-
nosti tak bézné, Ze je povazujeme za samoziejmé. Tak naptiklad odpovédi v testu
s vybérem ze Ctyl moznosti a, b, ¢, d mizeme prelozit do binadrniho vyjadfeni tfeba
nasledovné:

a=00, b=01, ¢c=10, d=11.

Vyplnény test s 90 otadzkami a nabidkou ¢tyf moznych odpovédi je pak totéz, co
posloupnost 180 nul a jednotek. Analogicky muzeme zapsat cely geneticky kéd
clovéka, pouzijeme-li preklad

G =00, C=01, T=10, H=11.

Zapis bude jenom o néco delsi.

Morseova abeceda je priklad jiného kédovani. Pouziva sice také jenom dva sym-
boly - tecka, ¢arka - ale mezi symboly do abecedy je tfeba také zaradit mezeru. To
je cena, kterou je nutné zaplatit za to, ze posloupnosti tecek a ¢arek reprezentujici
riznd pismena abecedy mohou mit rtznou délku a Morseova volba byla takova,
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ze vyjadfeni jednoho pismene mize byt pocatecnim tsekem jiného pismene. Napf.
e=- a=-—.

My se budeme v dalsim zabyvat pouze kédovanim, které kazdému symbolu pti-
vodni abecedy pfitfazuje posloupnost n nul a jednicek pro néjaké pevné n.

Definice 5.108. Bindrni blokovy kod délky n je libovolnd podmnozina C' aritme-
tického vektorového prostoru Z5. Prvkim C' fikdme slova nebo také bloky kédu C.
Zprdvou v kédu C' potom rozumime posloupnost slov kédu C.

Tak napiiklad, je-li C'= {000,001, 010,001,110,111} kéd délky 3, pak posloup-
nost

000 111 110 010 001

je zprava v tomto kédu. Mezery mezi jednotlivymi slovy kédu délame pro pohodli.
Také vynechavame zavorky pri zapisu vektortu a ¢arky mezi jejich slozkami, jak je v
teroii kédovani bézné. Stejna délka jednotlivych blokt v bindrnim kédu umoziuje
jednoznacné interpretovat tutéz zpravu zapsanou bez mezer

000111110010001.

Zpravu zapsanou v jakékoliv abecedé s kone¢nym poctem symbolti mizeme jed-
noznacéné zakédovat pomoci bloki bindrniho kédu vhodné délky n. Staci pouze,
aby bylo ¢islo 2™ aspon tak velké jako pocet znaki v ptivodni abecedé.

V této "digitalizované” podobé muzeme zpravu prenést néjakym komunikacnim
kandlem. Pokud je kanal bez jakéhokoliv Sumu, neni zadné nebezpedi, ze prijimajici
strana prijme zpravu v jiné podobé, nez v jaké byla vyslana. Takové kanaly ale v
redlném svété neexistuji, vzdy je nenulova pravdépodobnost, ze nékterd z cifer 0
nebo 1 se béhem prenosu zmeéni na opacnou. Pro kandly se Sumem nejsou blokové
kédy typu C' = Z vhodné. Skutecnost, ze kazdy blok z n cifer 0 nebo 1 je kédovym
slovem, znamena Ze pfijimajici strana nema moznost poznat, ze béhem prenosu
zpravy byl néjaky blok pozménén. Kazdy prijaty blok mohl byt také vyslan.

Resenim je nepouzivat jako kédova slova viechny bloky dané délky n, ale pouze
nékteré. Pokud jsou kédova slova dobfe vybrana, miize pfijimajici strana poznat,
7e b&hem prenosu bloku zpravy doslo k né€jaké chybé diky tomu, ze pfijme posloup-
nost délky n, ktera neni kédovym slovem. Takovy blok vysilajici strana nemohla
vyslat. Dani, kterou je nutné za to zaplatit, je snizeni rychlosti prenosu informace,
mnozstvi informace, kterou kandlem preneseme za jednotku ¢asu. Do kédu vnasime
nadbytecnost, cizim slovem redundanci - pro prenaSeni informace pouzivame vice
symboltl, nez kolik je potfeba. nadbytecnost ale umoziuje odhalovat a opravovat
chyby pii pfenosu dat.

Nejjednodussi zptsob jak bojovat se Sumem, je vyslat kazdy blok dvakrat po
sobé. Piikladem takového opakovaciho kddu je nésledujici kéd délky 4:

C = {0000, 0101, 1010, 1111}.

Kazdé slovo méa dvé ¢asti. Prvni dva symboly jsou informacni symboly, zbylé dva
jsou kontrolni symboly. Kontrolni symboly nenesou zZadnou informaci, pouze opakuji
predchozi dva symboly. Z kazdych ¢tyf symbolt vyslaného slova pouze prvni dva
nesou informaci. Rychlost pfenosu informace pomoci takového kédu je poloviéni
oproti rychlosti pfenosu informace kédem D = {00, 01,10, 11}.

Narozdil od kédu D ale kéd C' umoznuje prijimajici strané poznat, pokud béhem
prenosu slova doslo k jedné chybé. Prvni a druhd polovina pfijatého ¢tyrprvkového
bloku se v takovém piipadé lisi. Rikdme, Ze kéd C' odhali jednu chybu.
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V opakovacim kédu muzeme pocatecni informacni ¢ast opakovat vicekrat. Kéd
{000,111} C Z3

obsahuje pouze dva bloky, v kazdém z nich se prvni symbol opakuje tfikrat. Je to
priklad 3-opakovaciho kddu. Jingm pfikladem 3-opakovaciho kédu je

{000000, 010101, 101010, 111111} C 7Z$,

ve kterém opakujeme ttfikrat vzdy prvni dva informacéni symboly. Rychlost pfenosu
informace kterymkoliv z té&chto dvou kédu je 1/3. V kazdém bloku je pouze jedna
tfetina symboll informacnich, zbylé dvé tietiny jsou kontrolni.

Kazdy 3-opakovaci kéd odhali jednu chybu — zménime-li v libovolném bloku
jeden symbol, dostaneme slovo, které do kédu nepatfi. Oproti prostému opakova-
cimu kédu ale dokdze navic lokalizovat (opravit) jednu chybu. Ukdzeme si to na
prikladu, kdy vyslany blok 010101 pfijme pfijimajici strana jako 010001. Graficky
to znazornime takto:

010101 — 010001.

Rozdélime-li libovolné slovo 3-opakovaciho kédu na t¥i stejné dlouhé useky, jsou tyto
useky stejné. Tak jsou kédova slova definovana. Pokud tomu tak u prijatého slova
neni, doslo béhem prenosu informace k néjaké chybé. Pokud doslo k jedné chybé,
dva z téchto tsekl zistanou stejné, tieti (ten, ve kterém se chyba vyskytla) se od
nich 1isi. Pfedpokladame, ze vyslano bylo to kédové slovo, ve kterém se vSechny tti
useky rovnaji tém dvéma stejnym prijatym. Je to jedind moznost, jak z pfijatého
slova dostat kédové slovo zménou jediného symbolu. V nasem pfipadé zménime
¢tvrty prijaty symbol z 0 na 1 a dostaneme kédové slovo. Jakékoliv jiné kodové
slovo dostaneme z pfijatého pomoci zmény aspon dvou symbolt. Napiiklad tak, ze
obé€ pfijaté 1 zménime na 0.

Pokud ptredpokladame, Ze pravdépodobnost zmény symbolu vlivem Sumu je p <
1/2, a tedy pravdépodobnost, ze symbol byl pfijaty spravné (tj. tak jak byl vyslan)
je 1 —p>1/2 > p, pak v pfipadé pfijeti nekédového slova je nejpravdépodobnéjsi,
ze bylo vyslano to slovo, které se od pfijatého lisi v co nejméné symbolech.

5.8.2. Hammingova vzdalenost. Pro teorii samoopravnych kédu je nasledujici
definice klicova.

Definice 5.109. Jsou-li a = ajas---a, a b = b1bs---b, libovolné dva prvky Z3,
pak jejich Hammingova vzddlenost h(a,b) se rovnéa poctu indext i € {1,2,...,n},
pro které plati a; # b;. Hammingova vdha slova a € Z% je definovana jako Ham-
mingova vzdalenost h(a, o) slova a od nulového slova o.

Hammingova vzdalenost je tak definovana pro posloupnosti téze délky a rovna
se poltu mist (indexil), na kterych se obé posloupnosti 1isi. Hammingova véha
slova a se pak rovna poctu cifer 1 ve slové a. Pro Hammingovu vzdélenost ziejmé
plati h(a,a) = 0 a h(a,b) = h(b,a) pro libovolna dvé slova a,b € Z. Plati také
trojuhelnikovad nerovnost

h(a,c) < h(a,b) + h(b,c)
pro libovolna t¥i slova a,b,c € Z%. Snadno si to ovérite sami. Pokud totiz pro
néjaky index i € {1,2,...,n} plati a; # ¢;, plati také a; # b; nebo b; # ¢;. Jestlize

index i prispiva ke vzdalenosti h(a,c), pfispiva také k aspoi jedné ze vzdalenosti
h(a,b) nebo h(b,c).



LINEARNI ALGEBRA 197

Hammingovu vzdélenost si mizeme také predstavit pomoci délky (poctu hran)
cest v néjakém neorientovaném grafu. Jeho vrcholy jsou prvky Z35 a dva vrcholy
a, b jsou spojené hranou pokud se lisi v pravé jednom symbolu, tj. pokud je jejich
Hammingova vzdalenost rovna 1. Pro n = 2 se tento graf rovna ¢tverci, pro n = 3
je jim tfidimenzionalni krychle. Hammingova vzdalenost libovolnych dvou vrchola
a,b € Z% se pak rovna délce (tj. po¢tu hran) v nejkratsi cesté z a do b. Proto se
také nékdy tomuto grafu fikd Hammingova krychle i v pripadé libovolného n.

Pro schopnost kédu odhalovat a lokalizovat chyby je dtlezity pojem minimalni
vzdalenost kédu.

Definice 5.110. Je-li C' C Z binarni blokovy kéd délky n, pak definujeme mini-
malni vzddlenost kédu C jako ¢islo

h(C) = min{h(a,b);a,b € C,a # b}.
Piiklad 5.111.

e Minimalni vzdalenost 3-opakovaciho kédu {000,111} se rovna 3.

e Minimélni vzdélenost opakovaciho kédu {0000,0101,1010,1111} se rovna
2.

e Minimalni vzdéalenost kédu pouzivaného v roce 1947 v reléovém pocitaci v
Bellovych laboratotich se rovna 2.

e Minimalni vzdalenost kédu C' = Z3 se rovna 1.

A

Nyni mtzeme pfesné formulovat, co myslime tim, ze néjaky kéd C C Z3 odhali
jednu chybu. Pokud pfi pfenosu slova a € C dojde k jedné chybé, pfijimajici strana
to pozna, prijme-li v takovém pripadé slovo, které neni prvkem C'. Znameni to, Ze
zadné slovo b € C, jehoz Hammingova vzdéalenost od a se rovna 1, neni blokem
kédu C'. Jinak feceno, Hammingova vzdalenost libovolnych dvou riznych kédovych
slov a,b € C je asponi 2, a to znamend, ze minimalni vzdalenost kédu C' je aspon
2.

Kazdy kéd C, jehoz minimalni vzdalenost je d > 1, odhali az d — 1 chyb. Pokud
pri prenosu slova a € C dojde k nejvyse d — 1 chybam, prijimajici strana pfijme
slovo ¢, jehoz Hammingova vzdalenost od vyslaného slova a je nejvyse d — 1. Slovo
c tak nepatii do kédu C, a pfijimajici strana proto odhali, Ze pfi pfenosu doslo k
néjakym chybam. Pocet chyb ale jednoznacné nezjisti stejné jako kde k nim doslo.

Predpokladejme nyni, ze minimalni vzdalenost néjakého kédu C' C Z3 se rovna
3. Pokud pri prenosu slova a dojde k jedné chybé, pfijimajici strana pfijme slovo
¢, které mé od slova a Hammingovu vzdélenost h(c,a) = 1. Vzdélenost piijatého
slova ¢ od jakéhokoliv jiného slova b € C je v dusledku trojuhelnikové nerovnosti

h(C,b) > h(a7 b) - h(av C) >3-1= 27

pouzili jsme navic skutecnost, Ze minimélni vzdalenost kédu C je 3, a tedy h(a,b) >
3 pro jakékoliv dva rizné bloky a,b € C.

Vyslané slovo a je tedy ze vSech moznych vyslanych slov b € C nejblize (vzhle-
dem k Hammingové vzdélenosti) k pfijatému slovu c. Pfedpokladdme, ze pravdépo-
dobnost posgkozeni pfendseného symbolu Sumem v kandlu je p < 1/2 a tedy mensi
nez pravdépodobnost 1 — p zZe k poskozeni symbolu nedoslo. V pripadé ptijeti slova
¢ je nejpravdépodobnéjsi, ze bylo vyslano slovo a € C, které je ze vsech slov kédu
C nejblize k pfijatému slovu c. V tomto smyslu tedy kéd s minimalni vzdalenosti
3 dokaze opravit (lokalizovat) jednu chybu.
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Zcela analogicky lze odtvodnit, ze kéd s minimalni vzdalenosti 2d + 1 dokaze
opravit d chyb. Schopnost kédu odhalovat a opravovat dany pocet chyb je tak dana
jeho minimalni vzdalenosti.

5.8.3. Paritni kdd, linearni kédy. Nejjednodussi priklad kédu, ktery je schopen
odhalit jednu chybu, je paritni kod.

Definice 5.112. Paritni kod délky n je podmnozina S C Z7 tvorend vsemi slovy,
které obsahuji sudy pocet jednotek.

Miniméalni vzdalenost paritniho kédu S je 2, paritni kéd tedy dokaze odhalit
jednu chybu. Znédme-li ajas---a,_1, existuje pravé jedno a, € {0,1} takové, zZe
slovo a = ajas - -an_1a, € S. Prvnich n — 1 symbola ve slové a tak muzeme
povazovat za informac¢ni symboly, zatimco posledni symbol a, je kontrolni. Ne-
nese zadnou dodateénou informaci, 1ze jej doplnit na zakladé znalosti aias - - - an_1.
Proto se kontrolnimu bitu fika také paritni bit nebo paritni kontrola. Samoziejmé
muzeme za kontrolni bit povazovat kterykoliv symbol ve slové a a zbylé symboly za
informacni. Obvyklé ale byva sefadit symboly v kédovém slové tak, ze informacni
symboly jsou na zacatku a kontrolni symboly néasleduji po nich. Rychlost pfenosu
informace paritnim kédem je tak n — 1/n.

Kédy, které dokazou nejen odhalit, ale i opravit chyby se konstruuji kombinaci
vice paritnich kontrol.

Paritni kéd S délky n ma jednu dilezitou vlastnost. Tvoii nejenom podmnozinu

%, ale dokonce podprostor. Obsahuje totiz nulové slovo o, je proto uzavieny na
nasobeni skalary ze Z, a zfejmé také na s¢itani. Takové kddy jsou dulezité a zaslouzi
si zvlastni pojmenovani.

Definice 5.113. Binarni blokovy kéd C C Z3 délky n se nazyva linedrni kod, je-1i
C podprostor Z7. Je-li dimenze C rovna r, fikame také, ze jde o linedrni (n,r)-kéd.

Minimalni vzdalenost linedrnich kéda lze zjistit snaze nez u obecnych kéda.
Tvrzeni 5.114. Minimdlni vzddlenost linedrniho kodu C se rovnd
min{h(a,0);a € C,a # o},
tj. rovnd se minimdlni Hammingové vdze nenulovych prvki C.

Diikaz. Pripomenme si, Ze minimalni vzdalenost kédu C' oznacujeme h(C). Je-li C
linedrni kéd, plati o € C' a h(a,0) > h(C) pro libovolné nenulové slovo a € C. Déle
plati pro libovolna dvé slova a,b € C, Ze

h(a,b) = h(a+b,0).

Je-li tedy h(C) = h(a,b), plati, ze h(C) se rovnd Hammingové vaze vektoru a +
b. O

Je-li C linearni (n,r)-kéd, mé prostor C' dimenzi r. Zvolime-li v ném né&jakou
bézi ay, .. .,a,, je kazdy prvek b kédu (podprostoru) C jenoznaéné uréen r-tici jeho
soutadnic vzhledem ke zvolené bazi. K jeho jednozna¢nému urceni ndm tedy staci
posloupnost koeficientt linearni kombinace, ktera vyjadiuje b pomoci prvki zvolené
baze. Naopak, kazda posloupnost r nul a jednotek urcuje jednoznac¢né néjaky prvek
kédu C'. To jenom jinak vyjadiujeme skutecnost, ze C je izomorfni aritmetickému
prostoru Z5. K predani informace o bloku b nadm tedy staci pfedat r koeficientti
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vyjadiujicich b jako linearni kombinaci baze ay, . .., a,. Kéd C ale predava cely vek-
tor b délky n. Intuitivné tak muzeme fict, Ze rychlost prenosu informace linearnim
(n,r)-kédem je r/n.

5.8.4. Hammingovy kédy. Hamming predlozil tfi konstrukce kédi, které opra-
vuji jednu chybu. VSechny t¥i jsou zaloZzené na kombinaci nékolika paritnich testt.
VsSechny tii navrhy jsou linedrni kdédy. Jejich konstrukci si ukazeme na prikladu,
ktery ma ctyii informac¢ni symboly. Protoze kédy maji opravovat jednu chybu,
musi byt jejich minimalni vzdalenost 3.

Piiklad 5.115. V prvni konstrukei si ¢tyfi informaéni symboly a, b, ¢, d napiSeme
do prvnich dvou fadkd a prvnich dvou sloupct ¢tvercové matice fadu 3.

Misto otaznikti doplnime dalsi prvky tak, aby v kazdém fadku a kazdém sloupci
byl sudy pocet jednotek. Doplnéna matice je

kde
rm=a+b, ro=c+d, ss=a+c, sa=b+d, t=51+s2=a+b+c+d=1r1+7r2.

Celé kédové slovo je potom abricdrasysat. Informacéni symboly jsou na prvnim,
druhém, ¢tvrtém a patém misté, zbylé symboly jsou kontrolni.
Kéd C je tvofen viemi slovy a = ajas - - - ag € Z3, pro kterd plati
a3z = ay + az
a6 = G4 + as,
a7 = a1 + aq,
ag = az + as,
a9 = a1 +ag + a4 + as.

Prvky ai, as, ayq, a5 mizeme zvolit libovolné a pravé uvedené rovnosti ukazuji, ze
matice

ary as | ag

splnuje vSechny pozadované paritni testy, tj. kazdy radek a kazdy sloupec obsahuje
sudy pocet jednotek.

Z kostrukce kédu také snadno nahlédneme, ze kéd C opravuje jednu chybu.
Pokud totiz pii prenosu slova a = aqas - - - ag € C' dojde k jedné chybé, pfijaté slovo
nebude spliiovat dva paritni testy, jeden pro fadek a druhy pro sloupec, ve kterych
lezi chybné pfijaty symbol. Tyto dva neplatné paritni testy tak presné urcuji polohu
poskozeného symbolu.
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Kéd C je linearni, protoze jeho prvky jsou pravé vsechna feSeni xixs - - - 29 ho-
mogenni soustavy linearnich rovnic s matici

1110 0 0 0 O0 O
000111000
A=]11 0 0 1 0 0 1 0 O
010010010
1101 10001

Tteti sloupec spolu s poslednimi ¢tyfmi sloupci jsou linearné nezavislé, hodnost
matice A je tedy aspon 5, fadky matice A jsou tedy linedrné nezavislé, rank(A) = 5,
dimenze Ker (A) je tudiz podle véty o dimenzi jadra a obrazu rovna 9 —5 =4 a
pocet prvka kédu C je 16.

Prijimajici strana tak snadno ovéri, patii-li pfijaté slovo ¢ = cyco -+ - cg do kédu
C. Staéi ovérit rovnost Ac” = o7, A

Posledni pozorovani vede k nésledujici dulezité definici.

Definice 5.116. Je-li C linearni (n,r)-kéd a pro matici A typu (n —r) x n plati,
ze C = Ker A, pak matici A nazyvame kontrolni matice kédu C.

7 definice kontrolni matice a z véty o dimenzi jadra a obrazu matice plyne, Ze
rank(A) = dim(Im (A)) = n — r, tj. Ze posloupnost fadki matice A je linedrné
nezévisla. Pozdéji si ukdzeme obecné tvrzeni, ze kterého plyne existence kontrolni
matice pro jakykoliv linearni kéd. Ve skutecnosti jsou linearni kédy zadavany tak,
Ze napiseme jejich kontrolni matici.

Pomoci kontrolni matice mizeme snadno zjistit, jakd je miniméalni vzdalenost
linearniho kédu.

Tvrzeni 5.117. Necht C je (n,r)-linedrni kéd a A jeho kontrolni matice. Mini-
mdlnd vzddlenost kddu C se rovnd d pravé kdyz libovolnd (d—1)-prvkovd podposloup-
nost sloupct matice A je linedrné nezdvislda a existuje d-prvkovd podposloupnost
sloupct A, kterd je linearné zdavisla.

Diikaz. Kontrolni matice A = (a1]...|a,) kédu C je typu (n —r) x n. Necht x =

129 - - - Tp je nenulovy prvek kédu C. Pak plati Ax” = o”', neboli
T
ria] + r0a9 + - xpa, =0 .
Je-li | Hammingova véha prvku x a j,,%j,,...,%; jsou vSechny nenulové slozky
vektoru x, pak plati rovnéz
€T a; _’_x a; _’_xa :()T
J11 722 D1 ’
I-prvkovéa podposloupnost sloupcovych vektorti a;,, ..., a; je tedy linedrné zavisla.
Jestlize naopak existuje linearné zavisla podposloupnost a;,,a;,,...,a;,  sloup-

covych vektor matice A, existuji prvky x;, € Za, ne vSechny nulové, takové, ze

Ti 4, + T4, + -+ 24,8, = o”.

Doplnime tuto linearni kombinaci zbyvajicimi sloupcovymi vektory matice A s koe-

ficienty x; = 0. Vektor x = z7 - - - ,, pak spliiuje Ax” = o7, je tedy blokem kédu
C a jeho Hammingova vaha je nejvyse m.

Je-li tedy minimalni vzdalenost kédu C rovna d, je podle Tvrzeni 5.114 minimalni

Hammingova vdha nenulovych vektort v C rovna d. Kazda podposloupnost d — 1
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sloupcovych vektorti matice A je tedy linedrné nezavisla a existuje podposloupnost
d sloupcovych vektorti matice A, ktera je linedrné zavisla.

Jestlize naopak je kazda podposloupnost d — 1 sloupcovych vektorti matice A
linearné nezavisla, neobsahuje C' nenulovy vektor, ktery by mél Hammingovu vahu
mensi nebo rovnou d — 1. Pokud je navic néjaka d-prvkova podposloupnost sloup-
covych vektori A linedrné zévisla, existuje v C' = Ker A nenulovy vektor, jehoz
Hammingova vaha je nejvyse d. Minimélni Hammingova vaha nenulovych vektori
v C' je tedy rovna d. |

Piiklad 5.118. Kontrolni matice A kédu C z Ptikladu 5.115 neobsahuje nulovy
sloupcovy vektor, kazda jednoprvkova podposloupnost sloupcovych vektort matice
A je tedy linearné nezévisla. Libovolné dva sloupcové vektory matice A jsou rizné,
linedrné nezavisla je proto rovnéz kazda dvouprvkova podposloupnost sloupcovych
vektori v A. Plati dokonce, Ze zadny ze sloupcovych vektorti se nerovnéd souctu
jingch dvou sloupcovych vektori, a tak kazda tiiprvkova podposloupnost sloupci
matice A je linearné nezavisla. Naproti tomu prvni sloupcovy vektor se rovna souc¢tu
jinych tii sloupcovych vektort, existuje tedy ctyfprvkova linearné zavisla podpo-
sloupnost sloupcovych vektort matice A. Minimalni vzdalenost kédu C je tedy
4.

Kéd C tak opravi jednu chybu a odhali az tii chyby. Rychlost pfenosu informace
timto kédem je 4/9, coz je zlepSeni oproti 3-opakovacimu kédu, ktery také dokaze
opravit jednu chybu. A

Priklad 5.119. Druhy kéd, ktery Hamming navrhnul, se od toho prvniho lisi v
tom, Ze nepouziva paritni kontrolu tretiho radku a tfetiho sloupce, tj. nepotiebuje
prvek t. Matici

a b|?
c d|?
?7 77
doplni na matici
a b |r
c d|re |,
s1 82

kde
rn=a+b ro=c+d, s1=a+c, so=b+d.
Jde opét o linedrni kéd, oznac¢me jej D. Kontrolni matici tohoto kédu dostaneme

tak, Ze z kontrolni matice pavodniho kédu vynechame posledni fadek a posledni
sloupec. Dostaneme tak matici

1110 0 0 0 O
B 00011100
1001 0 010
01001001

Libovolné dvouprvkova podposloupnost sloupcii matice B je linedrné nezavisla
ze stejného diivodu, jako v pripadé prvniho Hammingova navrhu. Existuji linedrné
zéavislé triprvkové podposloupnosti sloupcti v B. Minimalni vzdalenost kédu D je
tak rovna 3, kéd dokaze opravit jednu chybu a odhalit az dvé chyby. Rychlost
prenosu informace kédem D je 1/2, coz je dalsi vylepSeni. A
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Miuze kéd se ¢tyfmi informacnimi symboly opravovat jednu chybu a soucasné
prendset informaci rychlosti vétsi nez 1/2? UkéZeme si tvrzeni, které ukazuje, Ze by
to mohlo jit jesté o néco rychleji.

Tvrzeni 5.120. Predpokladejme, Ze kod délky n ma r informacnich symboli a n—r
kontrolnich symbolu. Pokud opravuje jednu chybu, must platit
27l
n+17

r

Diikaz. Kéd C délky n, ktery mé r informacnich symbold, musi obsahovat aspon 2"
ruznych slov. Kazda volba informac¢nich symboli musi vést k néjakému kédovému
slovu, rdzné volby k rtznym slovtim. Jinak by dekédovani nebylo jednoznacné.

Vyuzijeme geometrické predstavy kédu jako podmnoziny vrcholt Hammingovy
krychle. Pro kazdy vektor a € Z3 nazveme 1-okoli slova a mnozinu

Vi(a) = {x € Zy; h(a,x) < 1}.

Snadno nahlédneme, ze 1-okoli kazdého vektoru a obsahuje presné n + 1 prvku.

Ma-li kéd C opravovat jednu chybu, musi byt jeho miniméalni vzdalenost aspon
3. To znamen4, Ze pro libovolné dvé rtzna kddova slova a, b € C musi byt jejich 1-
okoli disjunktni. V opa¢ném pfipadé by totiz v disledku trojihelnikové nerovnosti
pro Hammingovu vzdalenost platilo h(a,b) < 2, coz je spor s tim, Ze minimalni
vzdélenost kédu je asponi 3.

Sjednotime-li vSechna 1-okoli vSech slov a € C, bude mit toto sjednoceni aspon
2"(n+1) prvka. Tento pocet musi byt mensi nebo rovny pocétu viech prvki (vrcholit
Hammingovy krychle) Z%, tj. 2”. Odtud po snadné upravé vyplyva dokazovani
nerovnost. (]

Analogickou nerovnost muzeme dokazat pro kédy, které opravuji d chyb, po-
drobnosti ve cvicenich.

Pror =4 an =6 plati 24 -7 > 2% kéd délky 6 se étyimi informaénimi symboly,
ktery by opravoval jednu chybu proto neexistuje.

V pifpadé n = 7 plati rovnost 2 - 8 = 27, existence kédu délky 7 se Gtyimi
informac¢nimi symboly, ktery opravuje jednu chybu, tak vyloucena neni. VSimnéme
si, ze pokud by takovy kéd C' C Z7 existoval, platila by rovnost

zj = Vi(a).

acC

To znamen4, Ze pro takovy kéd by kazdy vrchol Hammingovy krychle Z? mél vzda-
lenost 1 od né&jakého (jednoznacéné uréeného) kédového slova a. Vsechny vrcholy Ha-
mmingovy krychle Z3 by tak byly pokryté 1-okolimi kédovych slov. Takovy kéd by
byl optimalni v tom smyslu, Ze mnoZina ZJ by neobsahovala z4dna ” zbyte¢na”slova,
kazdé ze slov délky 7 by se vyskytovalo ve vzdalenosti nejvyse 1 od néjakého kédo-
vého slova.

Definice 5.121. Kéd délky n, ktery ma r informacnich symbolt a opravuje jednu
chybu, se nazyva perfektni kdd, pokud plati rovnost

2" (n+1) = 2.

Jako posledni ptiklad kédu si ukdZzeme perfektni linedrni (7,4)-kéd, ktery opra-
vuje jednu chybu.
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Piiklad 5.122. Kéd Hj definujeme pomoci kontrolni matice

10 01 1 01
A=101 01 0 1 1
0 01 01 11

Prvky C jsou prvky jadra Ker (A) matice A. Tato matice je v fddkové odstupriova-
ném tvaru, jeji hodnost se tedy rovnd 3, a dimenze kédu Hs = Ker (A) je tedy rovna
4. Plati-li AxT = o” prox = 125 - - - 27, jsou nezndmé x4, s, T, 7 volné, miizeme
je zvolit libovolné a povazujeme je za informacni symboly. Neznamé x1, xo, x3 jsou
volbou x4, x5, xg, x7 uréené jednoznacneé:

Tl =24+ x5+ X7, T2 = x4 + T+ 7, T3 =I5+ Tg + T7.

Nezndmé x1, x2, 3 jsou tedy kontrolni (paritni) bity. I tento kéd Hjs je zaloZen na
kombinaci t#i paritnich kontrol.

Sloupce matice A tvoif véechny nenulové vektory z prostoru Z3. Kazda dvou-
prvkova podposloupnost sloupcii matice A je tedy linearné nezavisla a minimalni
vzdalenost kédu C je tak aspon 3, (ve skutecnosti je pravé 3), a kéd Hj tak opravuje
jednu chybu.

Jak najdeme kédové slovo z1 25 - - - 27, jsou-li dany informadéni symboly 24, x5, z¢, 7,
jsme si uz fekli. Pokud prijimajici strana pfijme slovo y = 4192 - - - y7, spocita soucin
AyT. Plati-li Ay” = o7, je y kédové slovo a bylo tedy pfeneseno bez chyby.

Je-li Ay”T +# o, doslo béhem pienosu k chybé a zbyva uréit, kter§ symbol v
piijatém slové y = y19s - - - y7 je ten poskozeny. Oznacme Ay” = (s1s953)7.

Protoze matice A obsahuje vSechny nenulové vektory Z3 jako sloupce, existuje
jednoznac¢né urceny sloupec a; = (s15283)T. Plati a; = AeJT pro j-ty vektor e;
standardni baze v ZI. Slovo y + e; se od y lisi pouze v j-tém symbolu. Plati navic

Ayt + e;‘-F) = AyT + Ae]T = (s15283)T +a; = (s515253)7 + (s515283)7 = o”.

Slovo y + e; tak patii do kédu H3 a m& Hammingovu vzdalenost 1 od pfijatého

slova y. Je to tedy to slovo, které bylo vyslano a pfi pfenosu byl poskozen j-ty
symbol. A

Piiklad 5.123. Piipouziti Hammingova kédu H3 bylo p¥ijato slovo 1010101. Doslo
béhem prenosu k chybé a pokud ano, jaké slovo bylo vyslano?
Vynésobime kontrolni matici A vektorem (1010101)7". Dostaneme

1

0
1 00 1 1 01 1 0
01 01011 0 =11
0 01 01 11 1 1

0

1

Vektor (0,1,1)7 je Sesty sloupcovy vektor matice A3, poskozen byl tedy Sesty sym-
bol ve slové 1010101, vyslano bylo slovo 1010111. A

Definice 5.124. Hamminguv kod H, je bindrni blokovy kéd délky n = 2" — 1
urceny kontrolni matici typu r x n, jejiz sloupce tvori vSechny nenulové aritmetické
vektory dimenze r nad Zs.

Detaily dikazu nasledujiciho tvrzeni prenechdme do cviceni.
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Tvrzeni 5.125. Hamminguv kdd H,. je perfektni linedrni kod délky 2" —1 a dimenze
2" —r — 1, jehoZ minimdlni vzddlenost je 3.

Cviceni
1. Vysvétlete, pro¢ mnozina vSech polynomt stupné pravé 173 s redlnymi koeficienty s béz-
nymi operacemi s¢itdni polynomu a nasobeni polynomu redlnym ¢islem neni vektorovym
prostorem.
2. Pro libovolné t&leso T a libovolnou mnozinu X definujeme vektorovy prostor TX) jako
mnozinu téch zobrazeni f z X do T, pro ktery je mnozina {z : f(z) # 0} je kone¢n4. S¢itani
a nasobeni definujeme po soufadnicich, tj. (f + g)(z) = f(z) + g(z) a (af)(z) = af(x).
Dokazte, ze T je vektorovy prostor.

Timto zptusobem bychom zobecnili definici 5.2 na ptipad nekone¢né dimenze — prostor
T miize byt nazgvan aritmetickym vektorovym prostorem nad T dimenze | X]|.
3. U vsech prikladi vektorovych prostortu za definici ovéite, ze se skutecné jedna o vekto-
rové prostory.
4. Mnozina vSech podmnozin mnoziny {1,2,3,...,n} (nebo jiné dané mnoziny X) spolu
s operaci symetrické diference, tj. A+ B = (A\ B) U (B \ A), je vektorovy prostor nad
Zs. (Nasobeni skaldrem je jednozna¢né dané axiomy. ) Dokazte a vysvétlete, pro¢ je tento
prostor ,,v podstaté“ Zz.
5. Dokazte tvrzeni 5.10 a formulujte a dokazte obdoby vlastnosti (8) a (9) z tvrzeni 3.3.
6. Dokazte, ze T jako vektorovy prostor nad T mé pouze trividlni podprostory.
7. Dokaite, 7e jedingmi netrividlnimi podprostory prostoru T? jsou mnoZinu tvaru {tx :
t €T}, kde o # x € T2,
8. Zjistéte linearni obal mnoziny X z pfikladu 5.27 a dokazte, ze mnozina Y tvori pod-
prostor.

9. Dokazte, ze posloupnost vektoru (vi,...,vy) ve vektorovém prostoru V nad T je
linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz zadny z vektort neni v linedrnim obalu pfedchozich
(tj. pro kazdé i plati v; € LO {v1,va,...,vi—1}).
10. Dokazte, ze sloupce matice v fadkové odstupriovaném tvaru jsou linedrné nezavislé
pravé tehdy, kdyz prislusnd homogenni soustava nema zadné volné proménné.
11. Dokoncete ptiklad 5.54 o Fibonacciho posloupnostech.
12. Dokazte, zZe sloupce (fadky) ¢tvercové matice A nad T Ffaddu n tvori bazi T™ pravé
tehdy, kdyz A je regulérni.
13. Dokazte:

e Dimenze prostoru vSech matic nad T typu m X n je mn.

e Dimenze prostoru realnych polynomu stupné nejvyse n je n.

e Dimenze prostoru C jako vektorového prostoru nad R je 2.

14. Najdéte bazi podprostoru R* tvoreného posloupnostmi (a1, az,...), pro které plati
an = 2an—1 — an—2 (pro kazdé n > 3). Pomoci nalezené béaze najdéte vzorec pro vypocet
an, kdyz a1 =3, a2 =T.

15. Dokazte, Ze z kazdé mnoziny generatorti konecné generovaného prostoru lze vybrat
bézi.

16. Dokazte, ze dusledek 5.64 plati bez predpokladu konec¢nosti G. Predpoklad tedy zmé-
nime na ,,G je mnozina generatord konecné generovaného prostoru V.

17. Spocitejte pocet vsech riznych bazi V vybranych z vektort vi, ..., vs z ptikladu 5.66.
18. Dokazte druhou ¢ast tvrzeni 5.75.

19. Dokazte, Ze bazové sloupce tvori bazi sloupcového prostoru matice.
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20. Piimo z definice bazovych sloupcii dokazte, ze feSeni x = (z1,%2,...,2n) € T"
soustavy Ax = b je jednoznacné uréeno vektorem (z;, , iy, . . . , Ti),) € T* kde i1, 12, ..., ix
je seznam nebdzovych sloupct matice A, a naopak, ze kazdy vektor (zi,,Ziy,...,%i,) V
T* vznikd z néjakého fedeni (21,22, ...,Tn).

21. Jednoznacnost redukovaneho tvaru

22. Dokazte, Ze pro libovolné t¥i podprostory Vi, V2, Vs prostoru V plati
Vi+V2)+Va=Vi+ (Va+V3) .
23. Dokazte, ze
Vi+Vo+--+Vi={vi+va+--Fuv:v1 € Vi,ua€Vo,..., 0 € Vii} .

24. Necht V;,i € I jsou podprostory vektorového prostoru W a G; je mnozina generatort
prostoru V; pro kazdé i € I. Dokaizte, Ze | J,.; G: generuje \/,.; V.

25. Najdéte podprostory U, V, W prostoru R* takové, ze UN(V+W) £ (UNV)+(UN
W), U+(VNW)#(U+V)Nn(U+W).

26. Jedna inkluze v obou (neplatnych) distributivnich zdkonech vzdy plati. Zjistéte které
a dokazte.

27. Dokazte, Ze rovnosti v distributivnich zakonech plati za predpokladu U < W nebo
W < U.

28. Rozhodnéte, zda pro podprostory U, V, W vektorového prostoru Z plati
dim(U) + dim(V) + dim(W) = dim(U + V + W) + dim(UN V) + dim(V N W)+
+dim(UNW) —dim(UNVNW)
29. Jakou dimenzi muze mit prinik podprostoru dimenze 3 a podprostoru dimenze 4 v
75,7 Pro kazdou z moznosti uvedte piiklad.
30. Pti komunikaci byl pouzit Hammingtiv kéd Hs. Prijimajici strana pfijala slova
0101011,0011111,1011100,1111110,011111,0001110,1100101.

Rozhodnéte, kterd z nich byla béhem pfenosu poskozena a u kazdého z poskozenych slov
rozhodnéte, ktery ze symbolu byl pfenesen nespravné a jaké slovo bylo vyslano.

31. Dokazte Tvrzeni 5.125.
32. Definujeme d-okoli slova a € Z5 jako mnozinu
Va(a) = {x € Z3; h(x,a) < d}.

Dokazte, Zze pocet prvki Vy(a) se rovna

()« () (0)-20)

33. Dokazte, ze je-li C' kéd dimenze n s r informa¢nimi symboly, ktery opravuje d chyb,

pak plati nerovnost
n n n
2" <2™

34. Hamming svij linedrni (7,4)-kéd D definoval pomoci kontrolni matice

01 0 1 01
0 1 1
1 1 1

1
B = 0 1 1 0
0 0 0 1
Pokud bylo piijaté slovo y a By” = (s15253)7 # oT, dokaite e s3s251 je binarni vyjadieni
indexu poskozeného symbolu.
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35. Dokazte, ze existuje permutace m na mnoziné {1,2,...,7} takova, ze plati a1az - - - a7 €
Hj préveé kdyz ar1)ar(2) - ax(r) € D, kde D je kéd z pfedchoziho cviceni. Jak souvisi
permutace 7 s permutaci sloupcii, pomoci které dostaneme z kontrolni matice A kédu Hs
kontrolni matici B kédu D.
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Shrnuti paté kapitoly

(1)

Je-1i T téleso, pak vektorovym prostorem V nad télesem T rozumime mnozinu
V spolu s bindrni operaci + na V' (tj. 4+ je zobrazeni z V x V do V') a ope-
raci - ndsobeni prvki mnoZiny V prvky télesa T (tj. - je zobrazeni z T x V
do V), které spliiuji nasledujici axiomy.

vS1) Pro libovolné u,v,w € V plati (u+v)+w=u+ (v+w).

(
(vS2) Existuje o € V takovy, Ze pro libovolné v € V plati v+ o0 = v.
(vS3) Pro kazdé v € V existuje —v € V takové, ze v+ (—v) = o.
(vS4) Pro libovolné u,v € V platiu+v =v + u.
(VN1) Pro libovolné veV aa,be T platia-(b-v)=(a-b)-v.
(vN2) Pro libovolné v € V plati 1 - v = v.
(vD1) Pro libovolné v eV aa,be T plati (a+b)-v=a-v+b-v.
(vD2) Pro libovolné u,veVaaecTplatia- (u+v)=a-u+a-v.
(2) Pro libovolné téleso T a pfirozené éislo n aritmeticky vektorovy prostor

dimenze n nad T je mnozina vSech n-slozkovych aritmetickych (sloupco-
vych) vektorit T spolu s pfirozenymi operacemi + a - (definovanymi jako
v definici 2.5), oznacujeme jej T".
Dalsi priklady vektorovych prostori: prostory polynomu s redlnymi koefi-
cienty, prostor T"*™ matic typu m x n nad télesem T, prostor R> vsech
posloupnosti realnych &sel, prostor R(>) posloupnosti realnych ¢isel s ko-
neéné mnoha nenulovymi prvky, prostor vsech konvergentnich posloupnosti
realnych ¢isel, prostor vSech posloupnosti redlnych ¢isel konvergujicich k 0,
prostory redlnych funkci redlné proménné, atd. VSechny s pfirozenymi ope-
racemi s¢itani a nasobeni skalarem.
V kazdém vektorovém prostoru V nad télesem T plati

(a) nulovy prvek o je uréeny jednoznac¢né,

(b) rovnice u+x = v mé pro pevnd u,v € V pravé jedno feseni, speciilng,

opacny prvek —v je vektorem v urcen jednoznacné,

(¢) Ov = o pro libovolny prvek v € V,

(d) ao = o pro libovolny skaldr a € T,

(e) je-li av = o, pak bud a = 0 nebo v = o,

(f) —v = (—1)v pro libovolny prvek v € V, specidlné —(—v) = v.
Je-1i V vektorovy prostor nad T, pak vektorovy prostor U nad télesem T je
podprostorem V, pokud U C V a operace + a - v U se shoduji s pfislusnymi
operacemi ve V. Skutecnost, Zze U je podprostorem V, zapisujeme U < V.
Je-li 'V vektorovy prostor nad télesem T, pak neprizdnid podmnozina U
mnoziny V je podprostorem V pravé tehdy, kdyz soucasné

e (,uzavienost na s¢itani“) pro libovolné u,v € U plati u +v € U,
e (,uzavienost na nasobeni skaldrem*) pro libovolné v € U aa € T
plati av € U.

Geometricky viznam podprostori R? a R3.
Pro libovolnou matici A typu m x n nad T plati, Ze Ker A je podprostor
T", neboli Ker A < T".
Jsou-li v, vy, ..., v prvky vektorového prostoru V nad T a ty,ts,...,t; €
T skaléry, tj. prvky télesa T, pak prvek

t1V1 -+ t2V2 + 4 tkvk
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se nazyva linedrni kombinace proki vy, vo, ..., vi € V. Skalary t1,to,... tx
nazyvame koeficienty linedrni kombinace.

Linedrni kombinaci prazdného systému vektoru definujeme jako nulovy
vektor.

(10) Necht V je vektorovy prostor nad T a X C V. Pak linedrnim obalem
mnoziny X rozumime mnozinu LO X v8ech linearnich kombinaci prvka X,
tj. mnozinu

LOX = {t1v1 +tovo+ -+ tgvg k€ Ng, vy, ..., v € X, t1,... 1k ET}

(11) Pro libovolny vektorovy prostor V nad T a libovolnou X C V je LOX
podprostorem V.

(12) Je-li V vektorovy prostor nad T a X C U <V, pak LO X C U. Linedrni
obal LO X je proto nejmensi podprostor V obsahujici mnozinu X.

(13) Jsou-li X,Y dvé podmnoziny vektorového prostoru V nad T, pak plati

LOX CLOY prave kdyz pro kazdé =z € X plati z € LOY .

(14) Je-li V vektorovy prostor nad T a X C V. Pokud LO X =V, pak fikdme,
ze X je mnoZina generdtoru prostoru V, nebo také ze X generuje V.
(15) Je-li (vy,...,v;) kone¢nd posloupnost prvki vektorového prostoru V nad
télesem T, pak
LO{vy,...,vit={tavi+---+t;vi i t1,... .t €T} .
(16) Je-li A matice typu m x n nad T, pak sloupcovym prostorem matice A ro-
zumime podprostor T generovany mnozinou sloupcovych vektorti matice
A a znacime jej Im A.
ImA=L0{a;,as,...,a,} <T™
Rddkovym prostorem matice A rozumime sloupcovy prostor matice A7, tj.
Im AT =LO{a;,3,,...,8,} <T"
(17) Necht A = (ay]...|a,) je matice typu m x n nad T a R je regularni matice
rfadu m. Pak
Im (RA) = LO{Ray,...,Ra,}, Ker A = Ker (RA), Tm A" = Tm (RA)*.

(18) Elementérni fadkové tipravy neméni Ker A a Im AT Elementérni sloupcové
apravy neméni Ker AT a Im A.

(19) Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Posloupnost prvka (v, va,. .., vg)
prostoru V se nazyva linedrné zdvisld, pokud néktery z prvkt v; je linearni

kombinaci zbyvajicich prvkd vq, va, ..., Vi—1, Vit1, ., Vi.
V opafném piipadé fikdme, Ze posloupnost (vi,va, ..., Vi) je linedrné
nezavisld.

(20) Necht (vi,...,Vvg) je posloupnost prvki vektorového prostoru V nad téle-
sem T. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(a) Posloupnost (vi,..., V) je linedrné nezdvisla.
(b) Zadny z prvki v; (1 < i < k) nelze vyjadiit jako linedrni kombinaci
predchozich prvkia vyq,...,v;_1.
(¢) Nulovy prvek o lze vyjadrit jako linedrni kombinaci prvkd vy, va, ..., vi
pouze trividlnim zptisobem o = 0vy 4+ 0vy + - - - + Ovy.
Jinymi slovy, pro libovolné a1, as,...,ar € T plati, Ze z rovnosti

a1vVy +asveg + -+ apvp = 0



(21)

(22)

(34)
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plyne a1 =ag =---=a; =0.

(d) Kazdy prvek b € V lze vyjadrit jako linedrni kombinaci prvki vy, va,
..., Vi nejvyse jednim zptisobem.

Posloupnost sloupcovych vektortt matice A = (aj|as|---|a,) typu m X n
nad télesem T tvori linedrné nezavislou posloupnost v T™ pravé tehdy,
kdyz Ker A = {o}, tj. pravé kdyz ma soustava Ax = o pouze trividlni
feseni x = o.

Necht A = (aj]as] - - - |a,) je matice typu mxn nad télesem T, R je regularni
matice fadu m a @Q je regularni matice fadu n. Pak plati

(a) posloupnost (aj,as,...,a,) sloupcovych vektorti matice A je linedrné
nezavisla pravé tehdy, kdyz je linedrné nezavisla posloupnost sloupco-
vych vektort matice AQ,

(b) posloupnost (aj,as,...,a,) sloupcovych vektortt matice A je linedrné
nezavisla praveé tehdy, kdyz je linedrné nezavisla posloupnost sloupco-
vych vektort matice RA.

Elementarni fadkové ipravy neméni linedrni (ne)zavislost posloupnosti sloup-
covych vektora ani posloupnosti fadkovych vektorti matice.

Elementarni sloupcové tpravy neméni linedrni (ne)zavislost posloupnosti
sloupcovych vektort ani posloupnosti fadkovych vektorti matice.
Posloupnost fadkovych vektortt matice v odstupiiovaném tvaru je linedrné
nezévisla pravé tehdy, kdyZ matice neobsahuje nulovy radek.

Posloupnost (vy,vs,...,v,) prvki vektorového prostoru V nad T se na-
zyvé bdze, pokud je linedrné nezavisla a LO {vy,vsy,...,v,} = V.
Posloupnost prvki (v, va,. .., v,) tvofi bazi vektorového prostoru V préavé
tehdy, kdyz lze kazdy prvek b € V vyjadrit pravé jednim zptisobem jako
linearni kombinaci prvkia vy, va, ..., V.

Kanonickd baze (téz standardni bdze) v aritmetickém prostoru T je po-
sloupnost

1 0 0
0 1 0
(e1,€2,...,€,) = 0 , 0 e, :
: : 0
0 0 1

Odvozeni formule pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti.

Vektorovy prostor se nazyva konecné generovany, pokud méa néjakou ko-
neénou mnozinu generatort.

Minimalni posloupnost generatort (vq, va, ..., vy,) vektorového prostoru V
je baze V.

7 kazdé konefné mnoziny generatoru vektorového prostoru lze vybrat bazi.
Kazdy konec¢né generovany vektorovy prostor ma bazi.

Steinitzova véta o vyméné. Necht N = (v, va,...,vg) je linedrné ne-
zévisla posloupnost prvki vektorového prostoru V nad T a necht G =
(W1, Wa,...,w;) generuje V. Pak k < [ a pfi vhodném uspoiadani G’ =
(W1, Wy, ..., w;) posloupnosti G plati, Ze (v1,Va, ..., Vi, Wi 1, Wi oy, W))
generuje V.

Kazdé dvé baze konecné generovaného vektorového prostoru maji stejny
pocet prvki.
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(35) Dimenzi konefné generovaného vektorového prostoru V nad T rozumime
pocet prvki jeho libovolné baze. Dimenzi prostoru V znaéime dim(V).

(36) Necht G je koneénad mnoZina generatori vektorového prostoru V. Potom
kazdou linearné nezavislou posloupnost ve V jde doplnit prvky G na bazi
V.

(37) Maximélni linedrné nezdvisla posloupnost v kone¢né generovaném prostoru
je bazi.

Obecnéji, maximaélni linedrné nezavisla posloupnost prvki koneéné mnoziny
generatori je bazi.

(38) V kazdém vektorovém prostoru V dimenze n plati:

(a) Kazd4 mnozina generdtortt V obsahuje alesponi n prvki.

(b) Kazda n-prvkova posloupnost generdtora je bazi V.

(¢) Kazda linedrné nezévisla posloupnost ve V obsahuje nejvyse n prvki.
(d) Kazda n-prvkové linedrné nezavisla posloupnost ve V je béazi V.

(39) Je-li W podprostor kone¢né generovaného prostoru V, pak W je kone¢né
generovany a plati dim(W) < dim(V), pfiCemz rovnost nastane pravé
tehdy, kdyz W = V.

(40) Necht B = (v1,va,...,Vvy,) je baze vektorového prostoru V nad télesem T
aw € V. Soutadnicemi (téZ vyjddienim) prvku w vzhledem k B rozumime
(jednoznaé¢né uréeny) aritmeticky vektor (a1, as,...,a,)T € T™ takovy, Ze

W =a1Vy +asvg + -+ a, vy .

Soufadnice w vzhledem k B znaéime [w]g, tj.

a1
a2
wlp =
Qp
(41) Necht B = (vi,va,...,v,) je baze linedrni prostoru V nad télesem T,

necht u,w € V a t € T. Pak plati
(a) [u+w]p =[u]p +[w]s a
(b) [tu]p =t[u]p
(42) Necht B je béaze vektorového prostoru V nad télesem T dimenze n. Pak

plati
(a) posloupnost (vq,vsa,...,vg) je linedrné nezivisld ve V pravé tehdy,
kdyZ je posloupnost ([vi]g,[V2]B,- .-, [Vk]B) linedrné nezavisla v T";

(b) mnozina X generuje V pravé tehdy, kdyz [X]p generuje T™;
(c) posloupnost (vi,va,..., V) je baze V pravé tehdy, kdyz je posloup-
nost ([v1]B,[va]B,--.,[Vk]B) baze T™.
(43) Necht B = (v1,...,Vy) a C jsou baze vektorového prostoru V nad télesem
T. Matici prechodu od bdaze B k bdzi C' rozumime matici

[idlg = (vile | [vale | -+ [ vale) -

(44) Necht V je vektorovy prostor V nad télesem T dimenze n a B, C' jsou baze
V. Pak pro libovolny prvek x € V plati

xle = [id)E[x]5 -

Navic je matice [id]Z timto vztahem uréena jednoznacné.
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Necht A = (aj|az|- - |a,) je matice nad T. Rikdme, Ze i-ty sloupec matice
A je bazovy, pokud neni linedrni kombinaci pfedchozich sloupci, tj. pokud
plati

a; # LO{aj,a,...,a; 1} .

Pro libovolnou matici A tvofi bazové sloupce bazi sloupcového prostoru.
Specialné, dimenze Im A je rovna pocétu bazovych sloupcu.

Béazové sloupce matice A nad T typu m X n v odstupniovaném tvaru jsou
prave sloupce ki, ko, ..., k., kde r, k1, ..., k, jsou parametry z definice 2.14
odstupniovaného tvaru.

Necht A je matice nad télesem T typu m X n a R je reguldrni matice fadu
m. Pak pro libovolné ¢ € {1,2,...,n} plati, Ze i-ty sloupec matice A je
bazovy pravé tehdy, kdyz je bazovy i-ty sloupec matice RA.

Pro libovolnou matici A plati dim(Im A) = dim(Im AT).

Hodnosti matice A rozumime dimenzi faddkového (sloupcového) prostoru
matice A. Zna¢ime rank(A).

Pro libovolnou matici A typu m x n plati rank(A) = rank(AT) < m,n.
Hodnost se neméni elementarnimi fadkovymi ani sloupcovymi tpravami.
Hodnost matice v fadkové odstuptiovaném tvaru je rovna poc¢tu nenulovych
radki.

Necht A je matice nad T typu m X n a B matice nad T typu n x p. Pak
plati

rank(AB) < rank(A), rank(AB) <rank(B) .

Necht A je matice nad T typu m xn a R je reguldrni matice nad T fadu m.
Pak rank(RA) = rank(A4). Podobné pro ndsobeni reguldrni matici zprava.
Necht A je ¢tvercova matice nad T fadu n. Nasledujici tvrzeni jsou ekvi-
valentni.
1. A je regularni.

11. rank(A4) = n.

12. Sloupce (fadky) matice A jsou linedrné nezavislé.

13. Sloupce (fadky) matice A generuji T™.

14. Sloupce (fadky) matice A tvori bazi T".
Matice je v redukovaném (tddkové) odstupriovaném tvaru, pokud je v fad-
kové odstupniovaném tvaru a kazdy bazovy sloupec méa jedinou nenulovou
slozku rovnou 1.
KaZzdou matici A lze pfevést do redukovaného odstupniovaného tvaru takto:
(a) Matici Gaussovou eliminaci pfevedeme do odstupiiovaného tvaru.

(b) Vynasobime nenulové fadky tak, aby byl kazdy pivot roven 1.

(¢) Postupné vynulujeme zbylé prvky v kazdém bézovém sloupci.
Tomuto procesu se fika Gaussova-Jordanova eliminace.
Libovolnd matice A typu m x n nad T s hodnosti r je rovna soudinu
A = BC, kde B je matice typu m X r tvofend bazovymi sloupci matice
A (v poradi v jakém se vyskytuji v A) a C je matice typu r X n tvofend
nenulovymi fadky v redukovaném odstupiiovaném tvaru D matice A.
Pouziti skeletniho rozkladu k bezztratové komprimaci dat uloZenych do
matice.
Frobeniova véta. Soustava Ax = b m4 FeSeni pravé tehdy, kdyz rank(A4) =
rank(A | b).
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Véta o dimenzi jadra a obrazu. Pro libovolnou matici A nad T typu
m X n plati

dim(Ker A) + dim(Im A) =n .
Jsou-li V;,i € I podprostory vektorového prostoru V, pak [
prostorem V.
Necht V;,i € I jsou podprostory vektorového prostoru V. Souctem (téz
spojenim) podprostort V;,i € I rozumime linedrni obal jejich sjednoceni,

i1 Vi Je pod-

znacime jej » o, Vi, tj.
> vi-10{Uv
icl iel

Soucet podprostoru Vi, Vs,..., Vi také znacime Vi + Vo + -+ + V.
Pro podprostory U, W vektorového prostoru V plati

U+W={u+w:uelUweW}

Véta o dimenzi souc¢tu a pruniku podprostori. Pro libovolné dva
kone¢né generované podprostory U, V vektorového prostoru W plati

dim(U) 4+ dim(V) = dim(UNV) +dim(U+ V) .

Kli¢ové znalosti ze étvrté kapitoly nezbytné pro prubézné sledovani
prednasek s pochopenim

Definice vektorového prostoru nad télesem T a jednoduché vlastnosti poci-
tani v ném, priklady vektorovych prostort.

Pojem podprostoru vektorového prostoru a ekvivalentni definnice pomoci
uzavienosti na operace.

Definice linearni kombinace prvki, linearniho obalu mnoziny prvki, mnoziny
generatort, a konecné generovaného vektorového prostoru.

Linearni obal LO X mnoziny X C V je nejmensi podprostor V obsahujici
X.

Linearni zavislost a nezavislost kone¢né posloupnosti prvkil vektorového
prostoru, rizné ekvivalentni definice.

Béze konecné generovaného vektorového prostoru a ekvivalentni formulace
pomoci jednoznacnosti vyjadfeni prvka prostoru jako linearni kombinace
prvki baze.

Steinitzova véta o vyméné, rovnost po¢tu prvka libovolnych dvou bazi a
definice dimenze kone¢né generovaného vektorového prostoru.

Rizné ekvivalentni definice béze (napf. maximalni linedrné nezavisla po-
sloupnost, atd.).

Sloupcovy a radkovy prostor matice, ¢tyri podprostory urcéené matici.
Vliv elementarnich fadkovych a sloupcovych tprav na ¢tyii zdkladni pro-
story matice.

Ekvivalentni definice linedrni nezavislosti posloupnosti sloupcovych vektora
matice pomoci jadra matice.

Vliv elementarnich fadkovych a sloupcovych tprav na linedrni (ne)zévislost
posloupnosti sloupcovych nebo fadkovych vektorti matice.
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Béazové sloupce matice, baze sloupcového a fadkového prostoru matice v
tfadkové odstupniovaném tvaru.

Rovnost dimenze fadkového a dimenze sloupcového prostoru matice, defi-
nice hodnosti matice.

Dalsi ekvivalentni podminky s regularitou matice.

Odhady hodnosti sou¢inu matic pomoci hodnosti ¢initelt.

Frobeniova véta a véta o dimenzi jadra a obrazu matice.

Soufadnice vektoru vzhledem k béazi, soufadnice souc¢tu dvou prvku a ska-
larniho nasobku prvku.

Matice prechodu mezi dvéma bazemi vektorového prostoru, vzorec pro pie-
pocet soufadnic vektoru vzhledem ke dvéma riznym bazim.

Prinik a soucet podprostort, ekvivalentni popis souc¢tu dvou podprostori.
Véta o dimenzi sou¢tu a priniku podprostori.
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6. Linearni zobrazeni

Cil. Dosud jsme zobecnili pocitani s redalnymi ¢isly na poéitdand
v télese a pocitani s aritmetickymi vektory na pocitani ve vekto-
rovém prostoru. V této kapitole zobecnime matice do pojmu line-
arniho zobrazeni. UkdZeme si zakladni vlastnosti linedrnich zobra-
zend.

6.1. DEFINICE A PRIKLADY

Pfipomenme, Ze kazda matice A nad télesem T typu m X n urcuje zobrazeni
fa:T™ — T™ predpisem f4(x) = Ax. Tento pohled motivoval fadu zavedenych
pojmi.

e Nasobeni matic: je-li B matice nad T typu p x m, pak sloZené zobrazeni
fBofa:T™ — TP je rovno zobrazeni fp,.

e Inverzni matice: je-lim = n a fa je bijekce, pak inverzni zobrazeni (f4) !
je rovno fa-1.

e Jadro matice: podprostor Ker A < T" se rovni mnoziné vSech vektori
x € T™, které f4 zobrazi na nulovy vektor.

KerA={z: fa(x) =0} <T" .

e Sloupcovy prostor matice a hodnost: podprostor Im A < T™ se rovné

oboru hodnot zobrazeni f4. Hodnost rank(A) matice A se rovnd dimenzi
Im A.

ImA={fa(x): xeT"} = fa(T") <T™, rank(A)=dim(ImA) .

Rovnéz nam tento pohled poskytl geometrickou interpretaci fady tvrzeni.

Ne kazdé zobrazeni f : T™ — T™ je tvaru f4 pro néjakou matici A. Zobra-
zeni tvaru f4 maji tu vlastnost, ze ,zachovavaji“ sc¢itdni a néasobeni. Takovym
zobrazenim fikdme linedrni a za okamzik nahlédneme, Ze linearita tato zobrazeni
charakterizuje. Linearni zobrazeni definujeme mezi obecnymi vektorovymi prostory
(nejen aritmetickymi vektorovymi).

Definice 6.1. Necht V, W jsou vektorové prostory nad stejnym télesem T. Zob-
razeni f : V — W nazyvame linedrni zobrazeni (nebo homomorfismus) z V. do W,
pokud

(1) flu+v)= f(u)+ f(v) pro libovolné u,v € V a

(2) f(tu) =tf(u) pro libovolné ueVateT.

Skutecnost, ze f je linearni zobrazeni z V do W zapisujeme f: V — W.

Vlevo v rovnostech vystupuji operace v prostoru V a vpravo operace v pro-
storu W. Zduraznéme, Ze prostory V a W musi byt nad stejnym télesem. Vsimnéte
si rovnéz, ze kazdé linearni zobrazeni zobrazuje nulovy prvek ve V na nulovy prvek

v W.
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Pro libovolnou matici A nad T typu m X n je zobrazeni fa : T — T™ linearni,
protoze
falu+v)=A(u+v)=Au+ Av = fa(u) + fa(v)

fa(tu) = A(tu) = t(Au) = tfa(u) .
To nam dava fadu ptikladt linedrnich zobrazeni mezi aritmetickymi vektorovymi
prostory (a jak jsme zminili a za chvili dokdZzeme, jind linedrni zobrazeni mezi
aritmetickymi vektorovymi prostory neexistuji).

Priklad 6.2.
e Piiklady linearnich zobrazeni z R? do R?:

— Otoceni (rotace) kolem pocétku o dany thel — obréazek 6.1.

A L2

OBRAZEK 6.1. Rotace v roviné kolem podatku soufadnic

Zkoseni — obrazek 4.12.

Projekce na pfimku prochazejici poc¢atkem — obrazek 6.2.

— Osova soumérnost podle pfimky prochéazejici pocatkem — obrazek 6.3.

Stejnolehlost se stfedem v poéatku (zvétseni) — obrazek 6.4

e Lineérni zobrazeni z R? do R? jsou napiiklad rotace, zrcadleni podle ro-
viny prochéazejici pocatkem, osovd soumérnost podle pfimky prochazejici
pocatkem, projekce na rovinu nebo pfimku prochéazejici pocatkem.

e Piikladem linearniho zobrazeni z R? do R? je zobrazeni f4 pro matici

1 2
A=11 0
1 3

e Line4rni zobrazeni z R? do R? pouzivame pfi kresleni trojrozmérnych ttvart
na tabuli (papir).
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A T2

A 4
o

OBRAZEK 6.2. Projekce na pfimku prochézejici pocatkem

OBRAZEK 6.3. Osovéa soumérnost podle piimky prochézejici pocatkem

e Piikladem linearniho zobrazeni z R? do R je zobrazeni d udavajici oriento-
vanou vzdalenost (polohového vektoru) bodu od zvolené piimky ! prochéze-
jici pocatkem. Orientovand vzdalenost je vzdalenost (polohového vektoru)
bodu od pfimky ! spolu se znaménkem +/— v zavislosti na tom, ve které
poloroviné urcené piimkou ! dany bod lezi. V jedné poloroviné je znaménko
+, v opacné poloroviné je znaménko —.
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/

A T2

/\?\

OBRAZEK 6.4. Stejnolehlost se stfedem v pocatku

AT

OBRAZEK 6.5. Linearni zobrazeni z R? do R: orientovana vzdéle-
nost od pfimky prochézejici pocatkem

e Podobné je piikladem linedrniho zobrazeni z R? do R zobrazeni d udévajici
orientovanou vzdalenost od zvolené roviny p prochézejici pocatkem.
A

Jesté nez popiseme, jak vypadaji linedrni zobrazeni obecné, podivame se na dalsi
priklady.
Piiklad 6.3.
e Identické zobrazeni idy na libovolném vektorovém prostoru V je linearni
zobrazeni V. — V.
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A T3

OBRAZEK 6.6. Linearni zobrazeni z R? do R: orientovana vzdale-
nost od roviny prochézejici pocatkem

o Tzv. nulové zobrazeni 0 z V do W pfifazujici vSem vektorim ve V nulovy
vektor ve W je linearni.

e Necht B = (vi1,va,...,v,) je baze vektorového prostoru V. Zobrazeni f
z V do T™ definované f(v) = [v]p je linedrni zobrazeni V. — T" podle
tvrzeni 5.75 o soutfadnicich a operacich.

e Zobrazeni prifazujici matici nad T typu n X n soucet prvkd na diagonale
(tzn. stopu) je linedrnim zobrazenim T"*™ — T.

e Derivace je linedrnim zobrazenim (napt.) z prostoru realnych diferencova-
telnych funkci do prostoru vsech realnych funkei.

e Zobrazeni prifazujici funkci jeji urcity integral od 1 do 10 je linedrnim zob-
razenim z prostoru vSech redlnych integrovatelnych funkei na [1,10] do R.

A

6.2. MATICE LINEARNIHO ZOBRAZENI

7 definice linedrniho zobrazeni snadno indukci dokaZeme, Ze obrazem linearni
kombinace je linedrni kombinace obraztl, tj. Ze pro libovolné linedrni zobrazeni
f:V = W, vektory vi,vo,...,v, € V, askalary t1,ts,...,tx € T plati

Jtivi +tovo + -+ tpvy) =t f(vi) Ftaf(ve) + -+ 1 f(Vi).

Toto jednoduché pozorovani ma dulezity dutsledek, Ze linedrni zobrazeni je jed-
noznacné urcené obrazy prvku libovolné baze. Tvrzeni formulujeme pro konecéné
generované prostory, zobecnéni nechdme do cviceni.

Tvrzeni 6.4. Jsou-li V a W wvektorové prostory nad télesem T, je-li B = (vq,
Va, ..., V) bdze v prostoru V, a jsou-li wi,ws,..., W, € W libovolné vektory,
pak existuje pravé jedno linedrni zobrazeni f : V. — W spliugici f(v;) = w; pro
kazdé i € {1,2,...,n}.

Dikaz. Predpoklddejme, Ze f je linedrni zobrazeni spliiujici f(v;) = w;. Kazdy
prvek x € V lze zapsat jedingm zpusobem jako linedrni kombinaci x = t;vy +
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tova + - - - + t, vy, (jinymi slovy, [x]g = (¢1,t9,...,t,)) a pak podle vyse uvedeného
vztahu plati
f(x) =tiwy +towy + - + 1, Wy,

To dokazuje jednoznac¢nost.

Na druhou stranu je potieba ovérit, ze zobrazeni f definované timto predpisem
je linedrni a spliiuje f(v;) = w;, a tim bude dokézana existence. Vztah f(v;) = w;
nechdme k ovéfeni ¢tenafi. K diikazu linearity uvazujme prvky x,y € V, jejichz
vyjadreni vzhledem k B jsou

x]p = (t1,t2, - ta)T [y]B = (51,52, 580)T

Pak [x +y]g = (t1 + s1,t2 + 82,...,tn + s,)T (viz tvrzeni 5.75 o soufadnicich a
operacich) a tedy

J(x4y) = (t1 +s1)w1 + (t2 + s2)wa + - + (tn + 5) Wy
=tiwi +tawa + -+ Wy +51W1 + S2Wo + -+ 5, Wy
=fx)+fy) -

Podobné se ukézZe zachovavani nasobeni skalarem. O

Tvrzeni nam dava geometrickou predstavu linearnich zobrazeni — podivame se
na obrazy prvkt néjaké baze, obrazy zbylych prvki jsou pak urcené linearitou.

Algebraickym dusledkem je, Ze kazdé linedrni zobrazeni je ,uréené“ matici. Nez
zformulujeme prislusné definice a tvrzeni obecnéji, ukdzeme, ze kazdé linearni zob-
razeni f z T™ do T™ je rovno f4 pro jistou (jednozna¢né uréenou) matici A nad T
typu m x n. Skuteéné, pro libovolny aritmeticky vektor x = (z1,z2,...,2,)7 € T
plati

f(x) = f(z1e1 + xoea + -+ wpe,) = 11 f(€1) + 22f(€2) + - + 20 flen) ,

coz lze maticové zapsat jako

f&) = (fle) [ flex) |-~ [ flen))x ,

takze staci polozit A = (f(e1)|f(e2)| - | f(en)) a méme f = fa. Matice A je
uréena jednoznacéné, protoze i-ty sloupec se musi rovnat f(e;), kde e; je i-ty vektor
kanonické baze v T".

Linearni zobrazeni f : V — W, kde V, W jsou konec¢né generované vektorové
prostory, mtizeme obdobné popsat maticové, poc¢itame-li v prostorech V a W vzhle-
dem ke zvolenym bazim B a C. Konkrétné, existuje (jednozna¢né uréend) matice
A typu dim(W) x dim(V) takova, ze

[f®)lc = Alx|s
pro libovolny prvek x € V. Této matici fikdime matice f vzhledem k B a C. Odvo-

zeni, jak tato matice vypadéa, se udéla podobné jako vyse.

Definice 6.5. Necht V, W jsou kone¢né generované vektorové prostory nad télesem
T, f: V> W, B=(vy,va,...,V,) je bdze ve V a C je baze ve W. Matic{
linedrniho zobrazeni f vzhledem k bdzim B a C rozumime matici

1112 = (Fv)le [ [f(v2)le| - [[f(va)le) -

V matici f vzhledem k B a C je tedy i-ty sloupec roven soufadnicim prvku
f(vy), tj. obrazu i-tého vektoru v; baze B, vzhledem k bazi C. Matice je typu
dim(W) x dim (V).
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Tvrzeni 6.6. Jsou-li V, W konecné generované vektorové prostory nad télesem T,
B = (v1,Va,...,Vy,) baze prostoru V, C baze prostoru W, a f: V — W linedrn{
zobrazent, pak pro libovolny prvek x € V plati

[f®)le = [f12 x5 -

Diikaz. Pro libovolny prvek x € V s vyjadienim x = x1vy + 2oV + -+ + T,V
vzhledem k bazi B plati

f(x)=flxivi+mave + -+ 2,vy) = 21 f(v1) + 22 f (Vo) + - + 20 f(Ve)

pro vyjadfeni vzhledem k bazi C' pak podle tvrzeni 5.75 o soufadnicich a operacich
plati

[f(®)le = zlf(vi)le +z2[f(v2)lo + -+ zalf(va)le
coz pomoci nasobeni matic zapiseme jako

[f®)e = ([f(vi)lellf(va)lel. . [[f(va)le) (21,22, ., 2n) = [fIE KB

Matice [f]Z tedy umoziiuje poécitat soutadnice [f(x)]c prvku f(x) vzhledem
k bazi C' prostoru W, zname-li soufadnice [x]p vektoru x vzhledem k béazi B
prostoru V.

Matice [ f]g je jedind matice spliiujici rovnost z pfedchoziho tvrzeni.

Tvrzeni 6.7. Jsou-li V, W konecné generované vektorové prostory nad télesem
T, B bdze V, C bize W a f : V — W a M matice nad telesem T splriujici
[f(x)]c = M [x]p pro kaZdy prvek x € V, pak M = [f]5.

Diikaz. Predné si uvédomime, ze M musi byt typu dim(W) x dim(V), aby mohl
vztah [f(x)]c = M [x]p viubec platit. Dosadime-li do tohoto vztahu i-ty vektor
v; baze B, dostaneme [f(v;)]c = M [v;]p = M e;. Prava strana je rovna i-tému
sloupci matice M, tedy M = ([f(vi)lc |[f(v2)lc |-+ |[f(va)le) = [f]E- O

Matice linearniho zobrazeni f4 : T™ — T™ vzhledem ke kanonickym bézim je
puvodni matice A, tj.
[fA]gn = Aa

m

kde K; znac¢i kanonickou bazi v aritmetickdm prostoru T*.

Priklad 6.8. Uvazujme zobrazeni f : Z3 — Z2 dané ptedpisem

f il _ 21’1 + 31’2 + x3
2= 41 + 223
Zs3
Vztah lze maticové zapsat
; il (2 31 zl
217 \4 0 2 2
T3 T3

7 toho vidime, Ze f = f4 pro matici

2 3 1
A:(4 0 2

takze f je linedrni zobrazeni a podle pfedchozi poznamky [f] Iigz = A.

w
N———
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Urcéime matici f vzhledem k bazim B a C, kde

1 2 3
B = 1 2

etz )e)) e e (G)(3))

b

K tomu dosazenim spocitame obrazy vektort v bazi B:
f,L2)T=02-1+3-1+1-2,4-1+2-2)7 =(2,3)7
f(2,2,0T =(2-243-24+1-0,4-2+2-0)7 =(0,3)7
f3,4,4)7=(2-3+3-4+1-4,4-3+2-4)7 =(2,0)7

a obrazy vyjadiime v bazi C' tim, Ze vyfeSime tfi soustavy rovnic se stejnou matici
Zaroven.

1 3{2 0 2 1 3 0 2

2 313 30 0 2 31
Zpétnou substituci dostavame [(2,3)7]c = (1,2)7, [( ,3)T]C =(3,4)7T,[(2,0)7]¢c =

(3,3)T (toto je dobré ovefit zkouskou, napt. (2, 3) 1-(1,2)T +2-(3,3)7T, takze
soufadnice vektoru (2,3)7 vzhledem k C jsou spocteny spravné). Matice f vzhledem

k BaC je
ng=(5 5 %)

Ovéiime vztah [f(x)]c = [f]Z [x]p pro vektor [x|p = (1,2,3)7, tj
x=1-(1,1,2)7 +2-(2,2,007 +3-(3,4,4)7 = (4,2,4)T

O»Jkl\')

Obraz tohoto vektoru je podle definice

Fx) = ( 2.441?4342;41.4 ) - ( Z)

Podle [f(x)]c = [f]&[x] s musi také platit

1
[f(x)]c:@ j § ;

coz odpovida, protoze 1 - (1,2)7 + = (3,4)7, takze skutecns [(3,4)7]¢c =
(1,4)7. A

Piiklad 6.9. S nabytymi znalostmi mtizeme nyni rychleji uréovat matice nékterych
linearnich zobrazeni. Budeme hledat matici A, aby pfislusné zobrazeni f, byla
rotace o . V novéjsi terminologii, hleddme matici rotace f v R? o thel a vzhledem
ke kanonickym bazim. K tomu staci urcit obrazy prvku kanonické baze a napsat je
do sloupcii. Mame

1 CoSs & 0 —sina
f(()):(sina)’ f<1>:( Cos & ) ’

A= [f]ﬁ; _ ( CQSa —sin« >

tedy

S &« CoOs &

Srovnejte tento vypocet s odvozenim v ¢asti 4.3.1. A
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Piiklad 6.10. Uvazujme zrcadleni f : R? — R? podle piimky p prochézejici
poc¢atkem a bodem (2,5)7. K nalezeni matice f vzhledem ke kanonickym bézim,
bychom potiebovali nalézt obrazy vektorti kanonické baze, coz vyzaduje netrivialni
vypocet. Je ale snadné urcit obrazy vektori vhodné zvolené baze, napiiklad B =
((2,5),(=5,2)T). Mame totiz f(2,5)T = (2,5)T, protoZe tento vektor (2,5)% lezi
na piimee p, a f(—5,2)7 = (5, —2)7, protoze vektor (—5,2)7 je kolmy na p. Matice
f vzhledem k B a K5 je tedy

=2 %)

Zanedlouho si ukazeme, jak z nalezené matice urcit matici f vzhledem k jakymkoliv
jinym bazim, napiiklad kanonickym. A

Piiklad 6.11. Urcéime matici derivace chapané jako linedrni zobrazeni f z pro-
storu polynomi stupné nejvyse 3 do stejného prostoru vzhledem k bazim B =
(1,2, 22, 23) a stejné bazi B. K tomu stadi vypocitat vyjadieni f-obrazt prvkt B
vzhledem k bazi B:

(1"l = [0]5 = (0,0,0,0)"
[2']p = [1]B = (1,0,0,0)"
[(*)]5 = [22]p = (0,2,0,0)"
[(z°)]B = [32%] 3 = (0,0,3,0)"

Hledana matice je

=

[selss}

I
cocoo
coc o~
cowno
o wo o

A

V definici 5.78 byl zaveden pojem matice pfechodu od baze B k bazi C' ko-
necné generovaného prostoru V. Pojem matice linedarniho zobrazeni nadm umoziuje
zdtivodnit zavedené znaceni [id]5.

Pozorovani 6.12. Jsou-li B,C dvé bdze konecné generovaného prostoru V, pak
matice identického zobrazeni zV do'V se rovnd matici prechodu od bdze B k bdzi C'.

Dikaz. Piimy dusledek definic. [l

Piesnéjsi oznafeni pro matici prechodu od baze B k bazi C' by bylo [idy]Z,
abychom zdiraznili, Ze se jedna o matici identického zobrazeni idy z V do V. Index
V' ale pro prehlednost vétsinou vynechavame, obvykle vime, v jakém prostoru V
pocitame.

Vztah [x]c = [id]8 [x]p z tvrzeni 5.79 je nyn{ disledkem tvrzeni 6.6.

P¥iklad 6.13. Matice piechodu od baze B = ((1,2,3)T,(6,7,8)T, (r,7,10)T) ke
kanonické bazi prostoru R? je

1 6 7
idig, =2 7 = ,
3 8 10

protoze vyjadieni i-tého vektoru baze B v kanonické bazi je ten samy vektor. A
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Piiklad 6.14. Matice pfechodu od B k B je vzdy jednotkovd matice, protoZze
vyjadfeni i-tého vektoru baze B vzhledem k bazi B je e;. A

6.3. SKLADANI LINEARNICH ZOBRAZEN{

Linearni zobrazeni a matice spolu tzce souvisi, proto neni prekvapivé, ze s line-
arnimi zobrazenimi mtzeme provadét podobné operace jako s maticemi: mizeme je
nésobit skaldrem, s¢itat, ndsobit (pro zobrazeni tim myslime sklddat) a invertovat,
samoziejmé jen za urcitych podminek. Pficemz operace s linedrnimi zobrazenimi
odpovidaji pfi maticovém popisu prislusnym operacim pro matice. Podivame se
nejprve na skladani a invertovani.

Tvrzeni 6.15. Jsou-li U, V, W wvektorové prostory nad télesem T a jsou-li f :
U — Vag:V — W linedrni zobrazeni, pak sloZené zobrazeni gf je linedrni
zobrazeni gf : U - W,

Jsou-li navic prostory U, V, W konecné generované a jsou-li B bdze v U, C' bdze
ve V a D bdaze ve W, pak plati

9f17 = 915 [£1E -

Diikaz. Pro libovolné dva vektory x,y € U dostavame vyuzitim predpokladu linea-
rity f a g, ze

gf(x+y)=9(f(x+y)) =9(f(x)+ f(¥) = 9f(x) +9f(y) -

Zobrazeni gf tedy zachovava scitani. Podobné, pro kazdy vektor x € U a kazdy
skalar t € T plati

gf(tx) = g(t f(x)) =t gf(x) .
Zobrazeni gf proto zachovava i nasobeni skalarem, takze je linearni.
K dikazu druhé ¢ésti ovéfime (dvojim uzitim tvrzeni 6.6 o matici linedrniho
zobrazeni), Ze pro libovolné x € U plati

9./ = [915 [f(®)le = [9]5 ([f1E [x]8) = (9] [f1E) x5 -
Z tvrzeni 6.7 o jednoznaénosti matice linedrniho zobrazeni nyni vyplyvé, ze [gf]3 =
915 [f1E- 0

Tvrzeni 6.16. Necht U,V jsou vektorové prostory nad télesem T a f : U —
V vzdjemné jednoznacné linedrni zobrazeni. Pak f~' : V. — U je také linedrni
zobrazent.

Jsou-li navic U,V konecné generované vektorové prostory dimenze n, B bdze
v U a C bdze ve V, pak plati

78 = (118)™

Diikaz. Zvolime libovolné dva libovolné prvky x,y € V. Protoze f je na V, existuji
u,v € U takové, ze f(u) = x a f(v) =y. Protoze f je linedrni, plati f(u+v) =
fw+fv)=x+yatedy f(x+y)=ut+v=F"x)+["(y)
Podobné, pro libovolny skalar ¢ € T plati f(tu) = tf(u) = tx a tedy f~1(tx) =
tu=tf"1(x).
K dtikazu druhé ¢asti vyuzijeme druhou ¢ast tvrzeni 6.15 o slozeném zobrazeni.
Protoze f~1f = idy, plati I,, = [idy]8 = [f~1f18 = [f1G [f1E. Matice [f]E je
-1 O

¢tvercova, proto [f1G = ([£18)
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V druhé ¢asti tvrzeni stac¢i predpokladat, ze prostor U je konecné generovany.
Podle bodu (2) nebo (3) tvrzeni 6.29 je pak prostor V také kone¢né generovany a
ma stejnou dimenzi.

Ukézeme si pouziti predchozich dvou tvrzeni na pocetnich piikladech.

Piiklad 6.17. Uréime matici prechodu od kanonické baze prostoru R? k bazi
B = ((2,5)T,(-5,2)T). Matici pfechodu od B ke kanonické béazi uréime p¥imo z

definice.
5 (2 =5
[ld]Kg - ( 5 2 >

Vyuzijeme id™! =id a tvrzeni 6.16:

g =i =g = (2 ) =g (3 03)

Nalezenou matici pfechodu mtizeme pouZit k vypoctu matice zrcadleni f : R? —
R? podle pifmky p prochazejici pocatkem se smérem (2,5)7 vzhledem ke kanonic-
kym bazim. V prikladu 6.10 jsme nahlédli, Zze matice f vzhledem k B a kanonické

bazi je
2 5
B _
[f]K2 - < 5 —2 )
Pomoci tvrzeni 6.15 a uzitim f = f id nyni mizeme spocitat matici f vzhledem ke
kanonickym bazim:

1 1 —
=gt = (2 % )5 (5 ) =%(w o)
A

Priklad 6.18. V prostoru ZZ jsou dany baze B = ((2,4)7,(3,3)T) a C = ((1,3)7,
(2,4)T). Vektor v € Z2 mé vzhledem k bézi B soufadnice [v]p = (z1,72)T. Na-
jdeme souradnice vektoru v vzhledem k bazi C.

K tomu uréime matici prechodu od B k C uzitim tvrzeni 6.15 a 6.16:

[id)Z = [id]&? [id]7, = ((d)F,) " [dZ, ( ) ( )
0
1

(G-

Souradnice v vzhledem k C jsou

mMe=tagma= (1§ 3 ) (5 )= (.7, )

Vysledek jesté mtizeme ovéfit napiiklad volbou (z1,22)7 = (1,0)T. Je [v]p =
(1,0)7, takze v = (2,4)”. Podle odvozeného vzorce by mélo platit [v]c = (0,1)T
a skutecné (2,4)T = 0-(1,3)T +1-(2,4)T. K nabyti tplné jistoty bychom mohli
jesté overit pro (w1, x9)T = (0,1)T. A

Priklad 6.19. V piikladu 6.8 jsme ur¢ili matici linedrniho zobrazeni f : Z3 — Z2
daného predpisem

f ) (2w +Bmtag N _ (2 3 1 .
- 4z, + 25 “\4 0 2 2
xs3 €3

no



LINEARNI ALGEBRA 225
vzhledem k bazim B a C, kde
1 2 3
B=([1].[2].[% o cz((;)(g))
2 0 4

Spocitame tuto matici jinym postupem. Ze zadani muzeme piimo urcit matice
[f]g;, id]%, a [id]%,. Pomoci téchto matic lze spocitat [f]5:

[£12 = )52 (1158 [ 2, = ([d)F,) " (15

—1 1
(25) (302)(1
(35 s )=t si)-(203)

Nasledujici dusledek tvrzeni 6.15 a 6.16 je obzvlasté dulezity, jak zjistime v ka-
pitole o vlastnich ¢islech. Proto jej formulujeme jako samostatné tvrzeni.

id)%,

ISR NG NIt

A

Tvrzeni 6.20. Je-li V konecné generovany vektorovy prostor nad télesem T, f :
V — V linedrni zobrazent, B, C dvé bdze prostoru V, a R matice prechodu od bdze
B k bdzi C, pak

NG =RIfIER .

Dikaz. Protoze f =idy f idy mame

15 = lidv]G [A1E dv)E = (fidv]8) " (G idv]E = R [AIER .

6.4. TYPY LINEARNICH ZOBRAZEN{
Nasledujici definice zavadi terminologii pro rizné typy linearnich zobrazeni.

Definice 6.21. Necht V, W jsou vektorové prostory nad télesem T a f: V — W
je linearni zobrazeni.

e Pokud je f prosté, fikame ze f je monomorfismus,

pokud je f na prostor W, fikame Ze f je epimorfismus,

pokud f je vzajemné jednoznacéné, fikame Ze [ je izomorfismus,

pokud V = W, iikdme ze f je endomorfismus prostoru V (nebo také

linedrni operdtor na prostoru V),

pokud W = T = T!, ¥ikdme Ze f je linedrni forma na V,

e pokud je f izomorfismus a endomorfismus, fikame, ze f je automorfismus
prostoru V.

Piiklad 6.22.
e Rotace a osové soumérnosti jsou automorfismy R? — R2.
e Zobrazeni pfifazujici vektoru z V soutadnice ve zvolené bazi B = (vi,...,Vvy,)
je izomorfismus z V do T™.
e Zobrazeni pfifazujici vektoru z R? jeho orientovanou vzdalenost od zvolené
roviny prochézejici po¢atkem je linedrni forma na R3, je to epimorfismus,
ktery neni monomorfismus.
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e Projekce na rovinu prochéazejici poc¢atkem (chédpand jako zobrazeni R® —
R?) je endomorfismus, ktery neni ani epimorfismus ani monomorfismus.
e Zobrazeni f : R?> — R3 definované vztahem f(xy,22)7 = (21,22,0)7
(vloZeni roviny do R?) je monomorfismus a nenf to epimorfismus.
A

6.4.1. Jadro a obraz. Jako defekt prostoty zavedeme jadro Ker f linedrniho zob-
razeni f, je tvofeno témi vektory, které f zobrazi na nulovy vektor. Obraz linearniho
zobrazeni f budeme znacit Im f.

Definice 6.23. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni. Jddrem f rozumime
mnozinu

Kerf={xeV:f(x)=o0}.
Obraz (obor hodnot) f zna¢ime Im f, tj.

Imf={f(x):xeV}.

Vsimnéte si, ze nulovy vektor lezi v jadru jakéhokoliv linedrniho zobrazeni. Pokud
ale v jadru zadny jiny vektor nelezi, je jiz zobrazeni prosté (tj. monomorfismus).

Tvrzeni 6.24. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni. Pak [ je prosté prdvé
tehdy, kdyz Ker f = {o}.

Diikaz. Je-li f prosté a x € Ker f, pak f(x) = o = f(0), a protoze f je prosté,
plyne odtud x = o. Proto Ker f C {o}. Opacné inkluze je trivialni.

Je-li naopak Ker f = {o} a f(x) = f(y) pro néjaké vektory x,y € V, pak z
linearity f plyne f(x —y) = f(x) — f(y) = o, takZe x —y € Ker f, odkud plyne
x = y. To dokazuje, Ze f je prosté. O

7 dtikazu je patrné, ze jadro linedrniho zobrazeni urcuje, které dvojice vektorti se
zobrazi na stejny vektor. Vztah f(x) = f(y) totiz plati pravé tehdy, kdyz x —y €
Ker f.

Obraz i jadro linedrniho zobrazeni mezi dvéma kone¢né generovanymi prostory
urc¢ime snadno z jeho libovolné matice — v ptislusnych bézich je to sloupcovy prostor
resp. jadro této matice. Toho jsme si jiz dfive vSimli pro zobrazeni mezi aritmetic-
kymi prostory a jejich matici vzhledem ke kanonickym bazim.

Tvrzeni 6.25. Necht V, W jsou konecné generované vektorové prostory, B je bdze
V, C je baze W a f:V — W je linedrni zobrazeni. Pak plati

e jadro Ker f je podprostorem V a plati
[Ker f]p = Ker [f]&
e obraz Im f je podprostorem W a plati
[ f]o = Tm [f]Z .
Diikaz.

e Jadro je neprazdné, protoze obsahuje nulovy vektor. Je uzaviené na séitani,
protoze z u,v € Ker f plyne f(u+v) = f(u)+ f(v) = o, ¢iliu+v € Ker f,
a podobné se ukaze uzavienost na nasobeni skalarem.
Pouzijeme opét vzorec pro matici linedrniho zobrazeni:

[Ker flp = [{v: f(v) = o}|s = {[v]z : f(v) = o} ={[V]p : [f(V)]c = o}
= {Vl : [/IE[v]s = o} = {x € TV : [f]@x = 0} = Ker [f]¢
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e Obraz je zfejmé neprazdny. Ovéfime uzavienost na séitani, uzavienost na
nasobeni skaldrem se dokaze podobné. Jsou-li wi,wy € W v obrazu f,
pak existuji vi,vo € V takové, ze f(vi) = wy a f(va) = wa. Z linearity
f(vi+vs) = f(v1)+ f(v2) = w1 +wa, takZe v obrazu lezi i soucet wy +wa.

Z tvrzeni 6.6 o matici linearniho zobrazeni dostavame

FWMe ={fv):veVle={fWlc:veV}={[flBV]z:veV}
={[f18x:xe 7™V} =Im|[f]§ .
O

P¥iklad 6.26. Linearni zobrazeni f : R® — R? mdme déno matici vzhledem k
nasledujicim bazim B v R? a C' v R?:

1 2 3
=Wz L) (s )) e )00
3 1 0

2 1 -3
A:[f]B:<_4 -2 6 )
Uréime Ker f a f(R?).

Nejprve spocitdme Ker A (tj. uréime néjakou bazi Ker A), tedy vyfesime homo-
genni soustavu rovnic s matici A.

2 1 =3 2 1 =3
-4 -2 6 0 0 O

Béze Ker A je napiiklad (—1,2,0)7,(3,0,2)7 (za parametry jsme volili (2,0)7 a
(0,2)T, aby vychéazela hezéi ¢isla). Takze

-1 3
[Ker f]p = Ker A = LO 2 .| O ,
0 2
z ¢ehoz dopocteme
1 2 1 3
Kerf=LO<—-1 2 | +2| 0 |],3| 2 |+2[ 3
3 1 3 0
3 9 3 3
- 10O -2 |, 12 =10 -2 ], 4
-1 9 -1 3
Nyni fadkovymi ipravami uréime bazi Im A:
2 -4 1 -2
1 -2 |~ 0 0
-3 6 0 0

Takze

e ma-iof (1)
sl (1) -+(3)}-o{( %))
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Dimenze jadra f je 2 a dimenze obrazu f je 1, coz je v souladu s vétou o dimenzi
jadra a obrazu pro matice.
A

6.4.2. Charakterizace mono/epi/izomorfismi. Monomorfismy zobrazuji line-
arné nezavislé posloupnosti na linedrné nezavislé posloupnosti a tato vlastnost je
charakterizuje.

Tvrzeni 6.27. Necht V a W jsou vektorové prostory nad télesem T, V je ko-
necné generovany a f : V. — W je linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici tvrzend jsou
ekvivalentns.

(1) Zobrazeni f je prosté (monomorfismus),

(2) pro kazdou linedrné nezdvislou posloupnost (v1,...,vy) ve V je posloupnost
(f(v1),..., f(vk)) linedrné nezdvisld ve W,
(3) emistuje bdze (v1,...,Vy) prostoruV takovd, Ze posloupnost (f(vi),..., f(vy))

je linedrné nezdvislda v W.
Dikaz. (1) = (2). Pfedpokladejme, Ze f je prosté a (vi,...,vy) linedrné nezavisla
posloupnost ve V. Plati-li pro néjaké skalary ¢1,...,t, € T
tif(vi)+--+tef(vi) =0,

pak v duasledku linearity f plati rovnéz

fltavi+ -+ tevi) =0 = f(o) .

ProtoZe f je prosté zobrazeni, plati t1vy + - -+ tx v = 0, a protoze (vi,...,vg) je
linearné nezavisla, dostavame t1 = --- =t = 0.

(2) = (3). Plyne z toho, ze kazd4 béaze je linedrné nezévisla posloupnost.

(3) = (1). Podle tvrzeni 6.24 staéi dokézat, Ze Ker f obsahuje pouze nulovy
vektor. Uvazujme libovolny vektor x € Ker f. Vyjadiime jej jako linedrni kombinaci
prvkd baze (vi,...,vy):

X=tvi+---+t,v, .

Pak

o= f(x)=f(tivi+ - +tyvy) =t1f(vi) + -+t f(va) .
Protoze je (f(v1),..., f(vy)) je linedrné nezavisla, plyne odtud t; = --- =¢t, =0
a tedy x = o. O

Nésleduje obdobné tvrzeni pro epimorfismy. Ty pfevadéji mnoziny generatori
na mnoziny generatord.

Tvrzeni 6.28. Necht V a W jsou vektorové prostory nad télesem T, V je ko-
necné generovany a f :' V. — W je linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentns.

(1) Zobrazeni f je na W (epimorfismus),

(2) pro kazdou mnoZinu generdtori {vi,...,vg} ve V je {f(v1),..., f(vk)}
mnozina generdtorty ve W,

(3) existuje baze (vi,...,vy) prostoru V takovd, Ze {f(v1),...,f(vn)} gene-
ruje W.

Dikaz. (1) = (2). Pro libovolny vektor w € W existuje x € V tak, ze f(x) =
w, protoze f je epimorfismus. Protoze {vi,...,vx} generuje V, mizeme vektor
x vyjadrit jako linearni kombinaci x = t;vy + - -+ + t;vg. Diky linearité f nyni
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mame w = f(x) = f(t;vi 4+ -+ tpve) =t f(vi) + -+t f (V). Zjistili jsme, Ze
kazdy vektor w lze vyjadiit jako linedrni kombinaci vektora f(vy),..., f(vk), coz
znamend, ze {f(v1),..., f(vi)} mnoZina generatori ve W.

(2) = (3). Plyne z toho, ze kazd4 baze V generuje V.

(3) = (1). Potfebujeme ukazat, ze kazdy vektor w € W m4 vzor pfi zobrazeni f.
Protoze {f(v1,..., f(vyn)} generuje W, mizeme w vyjadfit jako w = t1 f(v1)+-- -+
tn f(vy). Pak pro vektor x = t1vy + -+ - + ¢, vy, plati f(x) = f(tyvi+ - +tpvn) =
tif(vi)+ -+ tnf(vy) =w. O

Disledkem predchozich dvou tvrzeni je charakterizace izomorfismii.

Tvrzeni 6.29. Necht V a W jsou vektorové prostory nad télesem T, V je ko-
necné generovany a f : V — W je linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici tvrzend jsou
ekvivalentni:

(1) zobrazeni f je izomorfismus,

(2) pro kazdou bdzi (vi,...,vg) ve V je (f(vi),..., f(vk)) bdze ve W,

(3) emistuje bdze (vi,...,vy) prostoru V takovd, Ze (f(v1),..., f(vy)) je bdze
ve W.

6.4.3. Izomorfismus. Dva prostory V, W nazyvame izomorfni, pokud existuje
izomorfismus f : V. — W. (Rozmyslete si, Ze relace “byt izomorfni” je reflexivni,
symetrickd a tranzitivni, tj. je to ekvivalence, viz cviceni.) Skutecnost, ze V.a W
jsou izomorfni, zapisujeme
V=W

Izomorfni prostory jsou ,,v podstaté“ stejné, lisi se jenom prejmenovanim vek-
tord. Podrobnéji, uvazujme izomorfismus f : V — W. Pfejmenovanim kazdého
vektoru v € V na f(v) a zachovanim piivodnich operaci vznikne prostor W. Sku-
teéné, pfejmenovanim dvou vektord u, v ve V vzniknou vektory f(u), f(v), jejichz
soucet ve W je f(u)+ f(v), coz je z linearity totéz jako pfejmenovany vektor u+v,
tj. vektor f(u+v). Podobné pro nasobeni skaldrem. Proto izomorfismy zachovavaji
mnoho vlastnosti.

Pozorovani 6.30. Necht f: V — W je izomorfismus konecné generovanich pro-
stord. Pak plati
(1) posloupnost (vi,...,vk) je linedrné nezavislda ve V pravé tehdy, kdyz je
posloupnost (f(v1),..., f(vk)) linedrné nezdvisla v W,
(2) mnoZina {vy,..., vy} generuje V pravé tehdy, kdyz mnoZina {f(v1),..., f(vi)}
generuje W,
(3) posloupnost (vi,...,vg) je baze V prdavé tehdy, kdyz je posloupnost (f(v1),..., f(vi))
bize W,
(4) dimV =dim W,
(5) mnoZina M CV je podprostorem prostoru V prdvé tehdy, kdyz je f(M) =
{f(m) : m € M} podprostorem prostoru W,
(6) pokud U <V, pak f zuzené na U je izomorfismem U — f(U). Specidlné
dim U = dim f(U).

Dikaz. O

Pro libovolny kone¢né generovany prostor V nad télesem T s bdzi B = (vq,...,v,)
je zobrazeni s : V. — T™ definované vztahem s(v) = [v]p izomorfismus V. — T™:
Zobrazeni s je prosté, protoze kazdy vektor je jednoznac¢né urcen soufadnicemi
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vzhledem k B. Zobrazeni s je na T, protoze kazda n-tice je soufadnicemi néja-
kého vektoru ve V. Koneéné s je linedrni podle tvrzeni 5.75. (Vlastnosti uvedené v
pozorovani 5.77 jsou tak specidlnim p¥ipadem pozorovani 6.30.)

Pouzitim vlastnosti z pozorovéani 6.30 na tento “soufadnicovy izomorfismus” zis-
kame obecnéjsi verzi véty o dimenzi jadra a obrazu, dfive dokdzané v maticové
verzi.

Véta 6.31 (o dimenzi jadra a obrazu). Jsou-li V, W konecné generované vektorové
prostory nad télesem T a f :'V — W linedrni zobrazeni, pak

dim(Ker f) + dim(Im f) =dim'V .

Diikaz. Vezmeme libovolnou bazi B prostoru V a bazi C' prostoru W. Oznaéme
A = [f]8 (jde o matici typu dim W x dim V). Podle tvrzeni 6.25 o vypoétu jadra
a obrazu plati [Ker f]lp = Ker A a [Im f]c = Im A. Z bodu (6) pozorovani 6.30
nyni vyplyva dim Ker f = dim Ker A a dimIm f = dimIm A. Vztah nyni vyplyva z
véty 5.99 o dimenzi jadra a obrazu pro matice. O

Soufadnicovy izomorsmus také ukazuje, ze kazdy vektorovy prostor V nad T
dimenze n je izomorfni aritmetickému prostoru T". Ze symetrie a tranzitivity relace
“byt izomorfni” plyne, Ze libovolné dva prostory nad stejnym télesem stejné dimenze
jsou izomorfni. Pfedvedeme “bezsouradnicovy” dikaz.

Véta 6.32. Necht V a W jsou dva koneéné generované prostory nad télesem T.
Pak nasledugici tvrzent jsou ekvivalentni:

(1) Ewxistuje izomorfismus f : V. — W.

(2) dim(V) = dim(W).

Diikaz. Implikace (1) = (2) je bod (4) v pozorovani 6.30.

Pro dikaz druhé implikace zvolime bédzi B = (vi1,va,...,Vv,) prostoru V a bézi
C = (w1, ws,...,wy,) prostoru W. Podle tvrzeni 6.4 (o rozsifovani linedrniho zob-
razeni definovaného na bézi) existuje linedrni zobrazeni f : V. — W spliiujici
f(v;) = w; pro kazdé i € {1,2,...,n}. Toto linedrni zobrazeni je izomorfismem
podle bodu (3) tvrzeni 6.29 charakterizujici izomorfismy. O

Dokazana véta dava presny vyznam heslu, Ze vektorovy prostor nad danym téle-
sem dané dimenze je “v podstaté” jen jeden.

Véta plati i pro prostory, které nejsou konecné generované. Témi se detailnéji
nezabyvame, ukazeme ale piiklad izomorfismu mezi takovymi prostory.

Piiklad 6.33. Ozacime V prostor vSech realnych polynomu a W podprostor pro-
storu vSech posloupnosti redlnych c¢isel tvoreny posloupnostmi, které obsahuji ko-
ne¢né mnoho nenulovych prvki. Definujeme zobrazeni f : V' — W vztahem

flag+ a1z + -+ apz™) = (ag,a1,...,a,,0,0,...) .

Snadno se ovéri, ze f je bijekce (prosté a na) a Ze je linedrni, tedy f je izomorfismus.
A

6.5. PROSTOR LINEARNICH ZOBRAZENI

Uvazujme dva vektorové prostory V, W nad stejnym télesem. Nasledujici tvr-
zeni ukazuje, ze na mnoziné vSech linedrnich zobrazeni z V do W lze pfirozenym
zpusobem zavést s¢itani a skalarni nasobeni. Dalsi tvrzeni ukazuje, Ze timto ziskame
vektorovy prostor.
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Tvrzeni 6.34. Jsou-li V, W wvektorové prostory nad stejnym télesem T, f,g: V —
W dvé linedrni zobrazent a t € T, pak plati:

(1) Zobrazenitf definované vztahem

tHx)=t-f(x), xeV
je linedrni zobrazeni V.— W.
(2) Zobrazeni f + g definované vztahem

(f+9)x) =fx)+9(x), xeV
je linedrni zobrazeni V.— W.

Tvrzeni 6.35. Jsou-li V, W wektorové prostory nad stejnym télesem T, pak
mnozina vsech linedrnich zobrazeni z V. do W s operacemi definovanymi v tvr-
zeni 6.34 tvorti vektorovy prostor nad T.

Diikaz. Prenechame jako cviceni (I

Definice 6.36. Vektorovy prostor vSech linedrnich zobrazeni z V do W znacéime
Hom(V, W).

Tvrzeni 6.37. Jsou-li V, W koneéné generované vektorové prostory nad télesem
T, dimV = n a dim' W = m, pak prostor Hom(V, W) je izomorfni prostory T™*™
vSech matic typu m x n nad T

Diikaz. Zvolime béazi B prostoru V a bazi C prostoru W. Zobrazeni s : Hom(V, W) —
T™*" definujeme vztahem s(f) = [f]E.

Zobrazeni s je prosté, protoze kazdé linedrni zobrazeni je jednoznacné urceno
svou matici vzhledem k B a C. Zobrazeni s je na T™*", protoze kazda matice
typu m X n je matici néjakého linedrniho zobrazeni V. — W. K ovéfeni toho, ze
s je linearni, potfebujeme ukazat, ze pro libovolné f,g : V — W a t € T plati
(tf1Z = t[f1Z, [f + 9]8 = [f]E + [9]E. To prenechdme jako cviceni. O

6.5.1. Linearni formy. Pfipomenme, Ze linedrni forma na vektorovém prostoru
V nad télesem T je linedrni zobrazeni z V do (jednodimenziondlniho) prostoru T.

Mnozinu v8ech linedrnich forem na V spolu s pfirozenymi operacemi s¢itani a
nésobeni (zavedenymi ve tvrzen{ 6.34) nazyvame dudl prostoru V:

Definice 6.38. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Dudlem prostoru V
rozumime prostor
V? = Hom(V,T) .
Pfedpokliddejme, Ze V je koneéné generovany prostor dimenze n. Prostor Hom(V, T)
je podle tvrzeni 6.37 izomorfni prostoru T!*" vsech matic nad T typu 1 x n tj.
prostoru fadkovych vektord. Specidlné:

Tvrzeni 6.39. Necht V je konecné generovany prostor, pak
dimV =dimV? .
Diikaz. V¢ = Hom(V,T) je izomorfni T'*" (kde n = dimV) a tento prostor

ma dimenzi n. ProtoZe izomorfni prostory maji stejnou dimenzi (viz napi. pozoro-
véani 6.30), plati dim V¢ = n. O

Podle ditkazu tvrzeni 6.37 izomorfismus Hom(V,T) = T'*" ziskdme volbou
baze B prostoru V a baze C' prostoru T. Pro linearni formy bazi C' volime vzdy
“kanonickou”, tj. C = (1).
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Definice 6.40. Necht V je kone¢né generovany prostor nad télesem T, f je linedrni
forma na V a B je baze prostoru V. Matici formy f vzhledem k bazi B rozumime
radkovy vektor

117 =116 -
Podle definice matice linedrniho zobrazeni je matice f vzhledemk B = (vy,...,v})

rovna

[f]B = (f(V1),f(V2),. : ,f(Vn)) :

Vzorec z tvrzeni 6.6 o matici linearniho zobrazeni ma pro linearni formy tvar

fx) =[5 -
Oznacime-li [f]® = (ay,...,a,) a [x|]g = (21,...,7,), mame
f(x)=(a1,...,an)(x1,...,2,)" = ar1z1 + aszo + -+ anz, -

6.5.2. Radkovy pohled na soustavy linearnich rovnic. Rozebereme nyni po-
drobnéji fadkovy pohled na soustavy linedrnich rovnic. Diskuzi budeme provadét
pouze pro homogenni soustavy rovnic, jejichz feseni je zakladem pro feSeni obecnych
soustav.

Necht tedy A = (a;;) je matice typu m x n nad télesem T s Ffadkovymi vektory
ay,...,a,.Proi=1,...,mozna¢me f; linearni formu na T", jejiZ matice vzhledem
ke kanonické bazi je a;, tj.

filzy, ... ,xn)T = ;121 + Qj2%2 + + -+ AinTy -

Vektor x € T je feSenim soustavy Ax = o pravé tehdy, kdyz fi(x) = 0, fo(x) =
0,..., fm(x) = 0. Jinymi slovy, Ax = o pravé tehdy, kdyz x € Ker f1, ..., x €
Ker f,,, neboli x € Ker f1N---NKer f,,. Jadro je, kromé ptipadu nulové formy, vzdy
nadrovina (tj. podprostor dimenze n — 1 v T"), jak ukazuje nésledujici obecngjsi
tvrzeni.

Tvrzeni 6.41. Necht V je vektorovy prostor dimenze n nad télesem T a f je
linedrni forma na V. Je-li f nenulovd, pak dimKer f =n — 1.

Diikaz. Podle véty 6.31 o dimenzi jadra a obrazu plati
dimKer f +dimIm f =n

Je-li f nenulova forma, jeji obraz je celé T'a dimIm f = 1, takze dim Ker f+1 = n,
¢ili dimKer f =n — 1. |

Vratme se k diskuzi feSeni soustavy. Pfedpokladejme pro prehlednost, ze zadné
z forem f1,..., fy, neni nulova. Kazdy fadek v takovém pfipadé urcuje nadrovinu
Ker f; a mnozina feSeni je rovna pruniku téchto nadrovin. Pocitejme priniky po-
stupné: uvazujme posloupnost

W1 = Kerfl, Wz :Kerf1 ﬁKerfg,...,Wm :Kerf1 ﬂKerfgﬂ~~ﬂKerfm.

Wit1 je tedy prunikem W; a nadroviny Ker f;; 1. Dusledkem véty o dimenzi souctu
a primniku je (viz nésledujici tvrzeni 6.42), ze W, je bud rovno W; (to nastane
v ptipadé, ze Ker fi11 2 W;) a nebo mé o jednicku mensi dimenzi. Dalsi véta
pak ukazuje, Ze prvni moznost nastane pravé tehdy, kdyz je forma f;;; linedrni
kombinaci forem f1, ..., f;. (Ekvivalentné, kdyz je ;11 linedrni kombinaci vektort
a, ..., a;.)
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Tvrzeni 6.42. Necht'V je vektorovy prostor dimenze n, W je podprostor V a U je
podprostor V dimenze n—1. Pokud neplati W C U, pak dim(WNU) = dim W —1.

Dikaz. Pokud neplati W C U, tak je U je vlastnim podprostorem W + U, z
¢ehoz plyne, ze W + U mé dimenzi alesponn n. Vys$si dimenzi ale mit nemtize
jakozto podprostor prostoru V|, ktery mé dimenzi n. Z véty 5.103 o dimenzi souctu
a priniku dostavame

dim(WNU) = dim W +dim U — dim(W 4+ U) = dimW+n—1-n =dimW -1 .
O

Véta 6.43. Necht'V je vektorovy prostor dimenze n nad télesem T a f1, fo,..., [, g
linedrni formy na V. Pak ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentni.

(2) Kerg D Ker fyn---NKer fj

Diikaz. Jednodussi je implikace (1) = (2). Pfedpokladejme, ze g = t1 f1+- - - +tx [
pro né&jaké skalary t1,...,tr € T. Pak pro libovolny vektor x € Ker f; N---NKer fy
plati fi(x) = fao(x) = -+ = fe(x) = o, tedy také g(x) = (t1.f1 + - + i fr)(x) =
t1f1(x) + -+ tefr(x) = 0.

Pro dukaz (2) = (1) zvolme néjakou bazi B prostoru V. Ozna¢me C matici
(typu k x n) s fadkovymi vektory [f1]5, ..., [fx]® a D matici (typu (k+1) x n) s
fadkovymi vektory [f1]5, ..., [fx]Z, [g]P.

Ukézeme, ze Ker C = [Ker fiN---NKer fi]p. Uvazujme libovolny vektor y € T
a vektor x € V takovy, Zze [x|g = y. Vektor y lezi v [Ker f; N --- N Ker fr]p pravé

tehdy, kdyz x lezi v Ker f1 N...Ker fi, neboli fi(x) =--- = fr(x) = 0. To nastane
pravé tehdy, kdyz [f1]®[x]p = -+ = [fx]P[x]z = 0 (podle tvrzeni 6.6). Podle

definice matice C, toto je ekvivalentni podmince C[x]p = o, neboli y € Ker C'.

Podobné se ukaze, ze Ker D = [Ker f1 N --- N Ker f; N Ker g]p. Z pfedpokladu,
ze Ker g obsahuje Ker f; N --- N Ker fj, ale plyne Ker fy N --- N Ker fr N Kerg =
Ker fi N--- N Ker fi. Plati proto Ker C = Ker D.

Podle véty 5.99 o dimenzi jadra a obrazu pak plati dimImC = dimIm D (=
n —dimKerC = n — dimKer D) a z véty 5.88 o rovnosti dimenze fadkového a
sloupcového prostoru dostavame dim Im C7 = dim Im D”. Radkovy prostor matice
C je podprostorem fadkového prostoru matice D, proto z rovnosti dimenzi vyplyva
Im CT = Im DT. Tim padem je posledni fddek [g]® matice D linedrni kombinaci
rfadkt matice C, takze existuji skalary t¢1,...,; takové, ze

9] =ti[A)° + -+ tlf]® =i+t fi]”
Rovnaji-li se matice linearnich forem vzhledem k néjaké bazi, pak se linearni formy
rovnaji, tedy konecné dostavame
g=tifi+-+tpfi -
|

Predchozi diskuze ndm rovnéz umoznuje 1épe nahlédnout, proc¢ se dimenze sloup-
cového prostoru matice A (typu m x n) rovna dimenzi fddkového prostoru matice
A.

Vypocitame dvéma zpusobu dimenzi Ker A. Nejprve sloupcové. Podle véty o
dimenzi jadra a obrazu plati dim Ker A = n—dim Im A. To si miZeme piedstavovat
tak, ze kazdy bazovy sloupec nam ubere jeden stupen volnosti pfi feSeni soustavy
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Ax = o. Dimenze mnoziny feSeni této soustavy je tak rovna n minus pocet bazovych
sloupci, ¢ili n — dim Im A.

Nyni fadkovy pohled. Analogicky jako pro sloupce fekneme, ze fadek matice A
je bazovy, pokud neni linedrni kombinaci pfedchozich fadkf. Dimenze dimIm AT
radkového prostoru je rovna poctu bazovych radku. Prechozi diskuze ukazuje, ze pri
postupném piidévani rovnic (=fadki matice A), kazdy bazovy fadek snizi dimenzi
prostoru FeSeni o 1, takZe dim Ker A je rovno n minus pocet bazovych fadku, ¢ili
n —dimIm A7,

Zdtvodnili jsme, ze dim Ker A = n—dimIm A = n—dimIm A”. Z toho okamzité
vidime, Ze dimIm A = dim Im AT
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Shrnuti Sesté kapitoly

(1)

Jsou-li V, W vektorové prostory nad stejnym télesem T, pak zobrazeni
f 'V — W nazyvame linedrni zobrazeni (nebo homomorfismus) z 'V do
W, pokud

(a) flu+v)= f(u)+ f(v) pro libovolné u,v € V a

(b) f(tu) =tf(u) pro libovolné ueVateT.

Ptiklady linearnich zobrazeni z R? do R2.

Jsou-li V a W vektorové prostory nad télesem T, je-li B = (vyq, va, ...,
v, ) béaze v prostoru V, a jsou-li wi, ws, ..., w, € W libovolné vektory, pak
existuje pravé jedno linedrni zobrazeni f : V. — W spliujici f(v;) = w;
pro kazdé i € {1,2,...,n}.

Jsou-li V., W konecné generované vektorové prostory nad télesem T, f :
V — W lineéarni zobrazeni, B = (vy,Va,...,Vv,) baze ve V, a C béaze
ve W, pak matice linedrniho zobrazeni f vzhledem k bdzim B a C' je matice

1112 = (Fv)le [ [F(v2)le] - [f(va)le) -

Jsou-li V, W konecné generované vektorové prostory nad télesem T, B =
(v1,Va,...,Vvy) baze prostoru V, C baze prostoru W, a f : V. — W linearni
zobrazeni, pak pro libovolny prvek x € V plati

[f())e = [flé x5 -
Jsou-li V, W konecné generované vektorové prostory nad télesem T, B
baze V, C baze W a f : V — W a M matice nad télesem T spliujici
[f(x)]c = M [x]p pro kazdy prvek x € V, pak M = [f]&.
Matice linearniho zobrazeni f4 : T™ — T" vzhledem ke kanonickym bazim
je puvodni matice A, tj.

[falir = A,

kde K; znaéi kanonickou bézi v aritmetickdm prostoru T.
Jsou-li B, C' dvé baze konecné generovaného prostoru V, pak matice iden-
tického zobrazeni z V do V se rovna matici pfechodu od béze B k bézi C.
Matice prechodu od B k B je vzdy identickd matice.
Jsou-li U, V, W vektorové prostory nad télesem T a jsou-li f: U — V
a g : V — W linedrni zobrazeni, pak slozené zobrazeni gf je linearni
zobrazeni gf : U — W.

Jsou-li navic prostory U, V, W konecné generované a jsou-li B baze v U,
C baze ve V a D baze ve W, pak plati

9£15 = 1915 1 -

Jsou-li U,V vektorové prostory nad télesem T a f : U — V vzijemné
jednozna¢né linearni zobrazeni, pak f =1 : V. — U je také linearni zobrazeni.

Jsou-li navic U,V kone¢né generované lineatni prostory dimenze n, B
baze v U a C baze ve V, pak plati

5= 108)
Je-1i V konecné generovany vektorovy prostor nad télesem T, f: V — V
linearni zobrazeni, B, C' dvé baze prostoru V, a R matice pfechodu od baze
B k bazi C, pak

E=RIACER .
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(13) Necht V, W jsou vektorové prostory nad télesem T a f : V — W je
linearni zobrazeni.
e Pokud je f prosté, fikame ze f je monomorfismus,
e pokud je f na prostor W, fikdme Ze [ je epimorfismus,
e pokud f je vzajemné jednoznacné, fikame Ze f je izomorfismus,
e pokud V = W, fikdme Ze f je endomorfismus prostoru V (nebo také
linedrni operdtor na prostoru V),
pokud W = T = T, ¥ikdme ze f je linedrni forma na V,
e pokud je f izomorfismus a endomorfismus, fikdme, ze f je automorfis-
mus prostoru V.
(14) Necht f:V — W je linedrni zobrazeni. Jddrem f rozumime mnozinu

Kerf={xeV:f(x)=o0}.
Obraz (obor hodnot) f znaéime Im f, tj.

Imf={fx):xeV} .
(15) Je-li f : V — W linedrni zobrazeni, pak f je prosté pravé tehdy, kdyz
Ker f = {o}.
(16) Jsou-li V,' W koneéné generované vektorové prostory, B je baze V, C je
baze W, a f: V — W linearni zobrazeni, pak
e jadro Ker f je podprostorem V a plati

[Ker f]p = Ker [f]2 |
e obraz Im f je podprostorem W a plati

[Im fle = Im [f]Z .

(17) Jsou-li V a W vektorové prostory nad télesem T, V konefné generovany
vektorovy prostor, a f : V. — W linearni zobrazeni, pak jsou nasledujici
tvrzeni ekvivalentni.

(a) Zobrazeni f je prosté (monomorfismus),

(b) pro kazdou linedrné nezévislou posloupnost (vy,...,vg) ve V je po-
sloupnost (f(v1),..., f(vg)) linedrné nezévisla ve W,
(c) existuje baze (vy,...,v,) prostoru V takova, ze posloupnost (f(v1),..., f(vy))

je linearné nezavisla v W.

(18) Jsou-li V a W vektorové prostory nad télesem T, V koneéné generovany
vektorovy prostor, a f : V — W linearni zobrazeni, pak jsou néasledujici
tvrzeni ekvivalentni.

(a) Zobrazeni f je na W (epimorfismus),

(b) pro kazdou mnozinu generatort {vy,..., v} ve Vije{f(v1),..., f(vk)}
mnozina generatorid ve W,

(c) existuje baze (vi,...,v,) prostoru V takovd, ze {f(vi),..., f(vp)}
generuje W.

(19) Jsou-li V a W vektorové prostory nad télesem T, V konefné generovany
vektorovy prostor, a f : V — W linearni zobrazeni, pak nasledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni.

(a) Zobrazeni f je izomorfismus,
(b) pro kazdou bazi (vy,...,vg) ve V je (f(v1),..., f(vk)) baze ve W,
(c) existuje baze (vi,...,v,) prostoru V takovd, ze (f(v1),...,f(va)) je
baze ve W.
(20) Je-li f:V — W izomorfismus kone¢né generovanych prostort, pak plati
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(a) posloupnost (vi,...,vk) je linedrné nezavisla ve V prévé tehdy, kdyz
je posloupnost (f(v1),..., f(vg)) linedrné nezavislda v W,

(b) mnoZina {vy,..., vy} generuje V pravé tehdy, kdyz mnozina { f(v1), ...

generuje W,
(c) posloupnost (vy,...,vy) je baze V pravé tehdy, kdyz je posloupnost
(f(v1),..., f(vk)) bdze W,
(d) dimV = dim W,
(e) mnozina M C V je podprostorem prostoru V pravé tehdy, kdyz je
f(M)={f(m):m e M} podprostorem prostoru W,
(f) pokud U < V|, pak f ztzené na U je izomorfismem U — f(U). Spe-
cidlné dim U = dim f(U).
(21) Jsou-li V, W konecéné generované vektorové prostory nad télesem T a f :
V — W linearni zobrazeni, pak

dim(Ker f) + dim(Im f) = dim'V .

(22) Jsou-li V a W dva kone¢né generované prostory nad télesem T, pak nésle-
dujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(a) Existuje izomorfismus f: V — W.
(b) dim(V) = dim(W).

Cést 6.5. Prostor linearnich zobrazeni byla vynechdna a nebude zkousena.

Kliéové znalosti ze Sesté kapitoly nezbytné pro prubéiné sledovani
prednasek s pochopenim

(1) Definice linearniho zobrazeni.

(2) Kazdé linearni zobrazeni na kone¢né generovaném vektorovém prostoru je
jednoznacné urcené svymi hodnotami na prvcich jakékoliv baze. Tyto hod-
noty muzeme zvolit libovolné.

(3) Matice [f]E linearniho zobrazeni f : V. — W vzhledem k bazi B v prostoru

V a bazi C' v prostoru W.

(4) Formule [f(x)]c = [f]Z ] -

(5) Slozeni dvou linedrnich zpobrazeni je linedrni zobrazeni.

(6) Formule [gf]2 = [9]% [f]Z pro matici slozeného zobrazen.

(7) Inverzni zobrazeni ke vzdjemné jednozna¢nému linedrnimu zobrazeni je
opét linearni zobrazeni.

(8) Formule [f~1§ = ([f]g)fl pro matici inverzniho zobrazeni.
(9) Formule [f]B = [id]§ [f]S [id]Z vyjadiujici vztah mezi maticemi endomor-
fismu f vzhledem ke dvéma riznym béazim.

(10) Definice jadra a oboru hodnot linedrniho zobrazeni.

(11) Charakterizace monomorfismt, epimorfismt a isomorfismi pomoci hodnot

na néjaké bazi.

(12) Dva koneéné generované vektorové prostory jsou isomorfni pravé kdyz maji

stejnou dimenzi.

(13) Véta o dimenzi jadra a obrazu linedrniho zobrazeni definovaného na kone¢né

generovaném vektorovém prostoru.
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7. Determinant

Cil. Budeme se vénovat pojmu determinantu matice. Motivaci
je porozumeéni, jak zobrazeni urcené matici meéni obsah (v R?) a
objem (v R3). K definici budeme potrebovat permutace, naucime
se je ruznymi zpusoby zapisovat a urcovat znameénko.

7.1. MOTIVACE

Ctvercova matice A fadu n nad R uréuje zobrazeni f, : R” — R”. Tato zobrazeni
maji tu vlastnost, Ze nasobi n-dimenzionédlni objemy (obsahy v pifipadé n = 2,
objemy v ptipadé n = 3) konstantnim ¢islem. Toto ¢islo je rovno absolutni hodnoté
tzv. determinantu, ktery zavedeme v této kapitole. Znaménko determinantu urcuje,
zda zobrazeni méni ,orientaci prostoru“. Napfiklad pokud je determinant matice
A fadu 2 rovny 1,3, prislusné zobrazeni nasobi obsah kazdého ttvaru ¢éislem 1,3 a
neméni orientaci. To, Ze se orientace neméni si lze predstavit tak, Ze obraz lze dostat
spojitou deformaci roviny z ptivodniho atvaru (pfesnéji, tato deformace musi body
ptivodniho obrazku pievadét na odpovidajici body obrazu). Pokud je determinant
A rovny —1, pak zobrazeni zachova obsah kazdého utvaru a orientaci méni.

F £ 1

= det A=1,3 det A= —

OBRAZEK 7.1. Vliv determinantu na velikost a orientaci obrazu

Odvodime si vzorec na vypocet determinantu v p¥ipadé realnych ¢tvercovych
matic fadu n = 2 a n = 3. V obecné definici pro vétsi n a nad jinymi télesy vizualni
predstava chybi, ale determinant muZzeme definovat stejné a bude mit podobné
vlastnosti.

7.1.1. Determinant v R2. Budeme se snaZit odvodit vzorec pro determinant
¢tvercovych matic A fddu 2. Matici se sloupci u, v budeme znaéit (u|v) a jeji
determinant det (u|v). Cislo det (A), kde A = (u|v), ma vyjadiovat zménu obsahu
a orientace pii zobrazeni f4. ProtoZe zobrazeni f4 zobrazuje vektor e; = (1,0)7 na
vektor Ae; = u a vektor e; = (0,1)7 na vektor Aey = v, fa zobrazuje jednotkovy
Ctverec se stranami e, e na rovnobéznik se stranami u, v.

Obsah tohoto rovnobézniku mtzeme vyjadiit vhodnym doplnénim na obdélnik
a znaménko urcit diskuzi mozné vzajemné polohy vektorti u a v.
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€2

f(ez2)

€

OBRAZEK 7.2. Jednotkovy ¢étverec a jeho obraz linedrnim zobrazenim

vz

Podivame se na jiny postup, ktery se ndm rovnéz bude hodit v obecnéjsi situaci.

Kdyz vynasobime jeden z vektori ¢islem ¢ € R, pak se obsah vysledného rovno-
bézniku zvétsi (nebo zmensi) |¢|-krat. P¥itom orientace se pro kladné ¢ nezméni a
pro zaporna t zméni. Dostavame vztahy

det (tu|v) = tdet (u|v) = det (u|tv)

OBRAZEK 7.3. Srovnani det (u|v) a det (tu|v)

Z nésledujictho obrézku 7.4 miZzeme nahlédnout (staci pfesunout trojuhelnik),
ze plati
det (uy 4+ uz|v) = det (uy|v) + det (uz|v)
a podobny vztah plati, kdyz soucet je v druhém sloupci.
det (u|vy + va) = det (u]vy) + det (ufvs)
Na obrézku 7.4 jsou vSechny pouzité rovnobézniky kladné orientované. Obra-
zek 7.5 ukazuje, ze rovnost
det (uy 4+ uz|v) = det (uy|v) + det (uz|v)
plati i v ptfipadé, kdy jsou nékteré rovnobézniky orientované zaporné.
Jesté si uvédomime, ze

det (e1,e2) =1, det(eg,e;) =—1, det(e,e1)=det(ez,e2)=0
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. mlh :
\% \4

OBRAZEK 7.4. Srovnani det (u; + uz|v) a det (tuy|v) + det (tuz|v)

v
! .UQ G;; '112

OBRAZEK 7.5. Srovnani det (u; + us|v) a det (tuy|v) + det (tus|v)

protoze prvni matice odpovida identickému zobrazeni, které neméni obsah ani orien-
taci, druh& matice odpovida preklopeni kolem osy prvniho kvadrantu, ktera nemeéni
obsah a méni orientaci, tfeti a ¢tvrtd matice odpovida zobrazeni, ktera ctverci
prifadi ,zdegenerovany rovnobéznik“ — tsecku.

Z odvozenych vztahu jiz jde spocitat determinant obecné matice

A=y = (o)

a1  a22
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det (A) = det (u|v) = det (a11€1 + ag1€2|aize; + agses)
= det (a11€1|ai12e1 + azes) + det (az1€2|a12e1 + azses) =
= det (a11e1|aizer) + det (ar1e1|azes) +
+ det (ag1€2]aize1) + det (agie2]|azses) =
= ajiaiz2det (e1]er) + ar1a90 det (e1]e) +
+ ag1a12 det (es]er) + agiags det (ez]es) =
= Q11022 — A21012
Determinant jsme odvodili pouzitim jednotkového ctverce. Obecné obsah a orien-
tace obrazu libovolného Gtvaru (u néjz lze méfit obsah) se zméni tak, jak udéava

determinant. Tento fakt nebudeme odvozovat, je soucéasti prednasky z teorie miry
ve druhém rocéniku.

7.1.2. Determinant v R3. Pro matice f4du 3 udava determinant zménu objemu
a orientace. Pro zobrazeni f4 uréené matici A = (u|v|w) je obrazem jednotkové
krychle se stranami e, e2, es rovnobéznostén se stranami u, v, w. Z geometrického
néhledu dostavame podobné vztahy jako v piipadé R2.

det (tu|v|w) = det (ultv|w) = det (u|v|tw) = t det (u|v|w)
det (u; + uz + us|v|w) = det (uy|v|w) + det (uz|v|w) + det (us|v|w)
Podobny vztah plati, kdyz soucet je ve druhém nebo tietim sloupci.

K vypoctu jesté potfebujeme determinanty matic, jejichz sloupce jsou vektory v
kanonické bazi. Pokud jsou dva ze sloupci stejné, pak prislusné zobrazeni degene-
ruje krychli na ¢tverec, nebo dokonce tsecku, takze determinant je 0. Déle

det (e1, e2,e3) = det (€3, e3,e1) = det (e3, e1,e3)

protoze pfislusné zobrazeni jsou rotace, které orientaci neméni. Zbyvaji tfi matice,
jejichz determinant je —1, protoze prislusna zobrazeni jsou zrcadleni a ta orientaci
méni.
det (e1,e3,e2) = det (e3,e1,e3) = det (e3,ez,€1)
Determinant ted miiZzeme spocitat jako v pripadé n = 2, vyrazy ale budou ponckud
delsi.
ail a2 a13
A= (11|V|W) = a21 Q22 423
as1 az2 ass

det (A) = det (u|v|w) =
= det (a11€1 + az1€2 + azies|aizer + azzes + azze3laizer + azzes + aszes)

3 3 3
E E E ap10120m3 det (e, e, €,,) =

k=11=1 m=1
aiiasass det (e, ez, €3) + arjaseass det (e, e3,ez) +

+ ag1a12a33 det (€2, €1, e3) + azi1as2a13 det (€2, e3,e1) +
+ az1a12a93 det (e3, €1, €2) + agi1az2a13 det (e3, e2,€1) =
= (11022033 + A21032013 + A31G12023 — 11032023 — 031022013 — 21012033

Kazdy scitanec je souc¢inem tfech prvki matice agia2anms, kde k, [, m jsou navzajem
rizné, se znaménkem odpovidajicim orientaci trojice eg, e;, e,,. Jeden séitanec tedy
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odpovida vybéru jednoho prvku s prvniho sloupce, jednoho prvku z druhého sloupce
a jednoho prvku z tfetiho sloupce, kde prvky vybirdme s navzajem rtznych radkt
(ostatni ¢leny budou nulové).

7.2. PERMUTACE

Vypocet vzorce pro ,,vicerozmérny objem“ by probihal podobné. Museli bychom
zjistit, ktera poradi vektort kanonické baze odpovidaji kladné orientaci a ktera
zaporné. To lze pomoci pojmu znaménka permutace, které definujeme v této casti.
Délame tim maly vylet z linearni algebry do algebry obecné.

Permutaci definujeme jako bijekci mnozZiny na sebe samu.

Definice 7.1. Permutaci mnoziny X rozumime bijekci X — X. Mnozinu vSech
permutaci na mnoziné X znac¢ime Sx. Pro mnozinu permutaci na mnoziné X =
{1,2,...,n}, kde n je pfirozené ¢islo, také pouzivime znaceni .S,,.

Nejcastéji budeme pouzivat permutace na koneéné mnoziné, konkrétné mnoziné
{1,2,...,n}. Pro koneénou mnozinu X je kazdé prosté zobrazeni X — X jiz bijekci,
a také kazdé zobrazeni X — X na je bijekci. (Pfipomeiime, Ze ani jedna z téchto
implikaci neni pravdivd pro nekoneéné mnoziny.)

Vyzna¢nou permutaci na X je identické zobrazeni idx : X — X, pro néz
idx(z) = z pro kazdé x € X. Protoze inverzni zobrazeni k bijekci je bijekce, je
inverzni zobrazeni 7! k permutaci m na X opét permutace na X. SloZenim per-
mutaci je rovnéz permutace. Slozeni permutaci p a ¢ znacime o o p nebo op, tj.
op(x) = o(p(z)). Mnozina Sx spolu s té€mito operacemi opét spliluje vlastnosti
podobné s¢itani v télese, nebo séitani ve vektorovém prostoru, s vyjimkou komu-
tativity:

(1) Pro libovolné m, p,0 € Sx plati n(po) = (wp)o.

(2) Pro libovolné 7 € Sx plati idx 7 = widx = 7.

(3) Pro libovolné m € Sx plati 77~ ! = 77 1r = idx.
Tim paddem nemusime pfi skladani psat zavorky a také mutzeme feSit jednoduché
rovnice typu apf = v, kde a, 8, jsou dané permutace, podobnym zpisobem jako
pro cisla, akorat musime dat pozor na nekomutativitu.

7.2.1. Zapis permutace. Permutaci 7 na koneéné mnoziné X muzeme zapsat
tabulkou, kdy do horniho fadku napiSeme v néjakém potradi prvky mnoziny X a
pod kazdy prvek x € X napiSeme jeho obraz w(z). Napiiklad permutaci = € Ss
danou vztahy (1) =7, 7(2) =6, 7(3) = 1, 7(4) = 8, w(5) = 5, w(6) = 4, n(7) = 3,
7(8) = 2 mlZeme zapsat

(123456 78\ (64722813TH5
™\76 185 432) 483627135

Tabulkou miizeme zapsat libovolné zobrazeni z X do X (nebo i do jiné mnoziny).
To, Ze m je permutace, se v tabulce projevi tak, ze v druhém radku bude kazdy
prvek mnoziny X pravé jednou.

Dalsi moznosti je si permutaci nakreslit. Prvky X si nakreslime jako body (tzv.
vrcholy) a pro kazdé x € X si nakreslime §ipku (tzv. hranu) z « do 7 (z). Takovému
obrazku fikame graf permutace m. Protoze 7 je zobrazeni, vede z kazdého bodu
pravé jedna Sipka, a protoze je to bijekce, vede do kazdého bodu pravé jedna Sipka.
Kdyz graf trochu pfekreslime, vidime, Zze permutace je sjednocenim nezavislych
cykli.
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OBRAZEK 7.6. Obrazek permutace

OBRAZEK 7.7. Lepsi obrazek permutace

To neni ndhoda, kazda permutace je slozenim nezavislych cykli.

Definice 7.2. Cyklus délky k je permutace na X spliiujici 7(z1) = z2, 7(x2) = 3,
cooy M(@p—1) = xg, T(xr) = 1 a w(y) = y pro kazdé y € X \ {1, x2,...,2%}, kde
X1, Ta, ..., Tk jsou po dvou ruzné prvky X. Zapisujeme m = (21 x2 ... ).
Cykly nazyvame nezdvislé, pokud jsou mnoziny prvka vyskytujici se v cyklech
disjunktni.
Transpozice je cyklus délky 2, tj. permutace tvaru = = (z y).

Vsimnéte si, ze poradi prvki v cyklu mizeme cyklicky otocit a dostaneme stejnou
permutaci:

(xr 20 oo )= (22 ... T 1) =+ = (T 1 T2 ... Tp—1)

Jak najit pro danou permutaci w rozklad na nezéavislé cykly aniz bychom kreslili
obrazek? Zvolime libovolny vychozi prvek x; a podivime se na jeho obraz x, =
m(x1), pak se podivime na jeho obraz x3 = 7(x3), atd. KdyZ poprvé narazime
na prvek, ktery se jiz vyskytl, tj. xx+1 = x; pro néjaké i < k, pak nutné i = 1,
jinak by 7 zobrazovala dva rtzné prvky z;_1 a xj; na stejny prvek z;. Takze mame
m(xk) = x1 a miZzeme cyklus uzaviit. Pokud jsou v mnoziné X jesté jiné prvky,
vybereme kterykoliv z nich a nalezneme dalsi cykly. Tyto cykly musi byt nezavislé,
jinak bychom opét méli dva prvky, které se zobrazi do stejného prvku, a zobrazeni
7 by nebylo prosté. Naznacili jsme dikaz, ze rozklad na nezavislé cykly je mozny.
Poradi skladani nezdvislych cyklii mtZeme libovolné ménit (na rozdil od obecnych
cykli) a az na tuto skutecnost je rozklad jednozna¢ny. Detaily si rozmyslete jako
cviceni.
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Tvrzeni 7.3. KaZdou permutaci na konecné mnoziné X lze zapsat jako sloZeni
nezdvislych cykli. Tento zdpis je jednoznacny aZ na potadi cykli (a cykly délky 1).

Priklad 7.4. Podle ndvodu rozloZime nasi permutaci 7 na nezavislé cykly. Za¢neme
napftiklad s prvkem 1. Jeho obraz je m(1) = 7, obraz 7 je 7w(7) = 3 a obraz 3 je
m(3) = 1. Nalezli jsme prvni cyklus (1 7 3). Nyni vezmeme néjaky prvek, ktery se
doposud neobjevil, tieba 2. Spoc¢itdme 7(2) = 6, 7(6) = 4, w(4) = 8, m(8) = 2
a nalezli jsme dalsi cyklus (2 6 4 8). Zbyvé prvek 5, ktery je pevngm bodem, tj.
w(5) = 5, coz muzeme zapsat cyklem (5) délky 1 (to je identickd permutace),
chceme-li tento fakt zdiraznit. Celkové tedy mame

r=(173)(2648) .

Poradi skladani muzeme diky nezavislosti prohodit a rovnéz mizeme v tomto zapisu
cyklicky otacet prvky v zavorkach, protoze tim vznikaji pouze rizné zapisy stejné
permutace. Takze naptiklad také

T=(6482)(317) .
A

Cyklickym zdpisem rozumime rozumime zapis pomoci nezavislych cykld s vyzna-
¢enymi pevnymi body, napiiklad

T=(173)(2648)(5) .

Pokud pevné body neuvadime, hovotime o redukovaném cyklickém zdpisu.
Cyklicky (nebo redukovany cyklicky) zapis je vétsinou daleko vyhodnéjsi nez
zapis tabulkou, protoze 1épe vidime, co permutace ,déla“. Zapis tabulkou budeme
dale pouzivat jen zridka.
Na prikladu si rozmyslime, jak permutace invertovat a skladat v cyklickém za-
pisu.

Priklad 7.5. Inverzni permutace prifadi kazdému prvku jeho vzor. Pro permutaci
7w =(173)(26 4 8) je naptiklad 7—1(3) = 7, protoze 7(7) = 3. Staci tedy prevrétit
poradi prvki v cyklu. Na obrazku bychom otocili smér Sipek.

7 t=(137)(2846)

Na tomto misté si rovnéz uvédomme, Ze inverzni permutace k transpozici je tataz
transpozice.
(N =0) (=G1))
Vypoditame slozeni permutace 7 a permutace p = (1 7 4 6)(2 8)(3 5):
pr=(1746)(28)(35)(173)(2648)=(142)(375)

Cyklovy zapis tvorime jako pro samotnou permutaci: vyjdeme z libovolného prvku,
podivame se, kam ho slozend permutace zobrazi a takto pokracujeme. Vysli jsme
z prvku 1, permutace 7 ho zobrazi na 7 a permutace p prvek 7 zobrazi na 4, takze
sloZena permutace pr zobrazi prvek 1 na prvek 4, tj. za 1 napiseme ¢islo 4. Cislo 4
permutace m zobrazi na 8 a permutace p zobrazi ¢islo 8 na 2, takze piSeme 2, atd.

Jesté jednou pfipomenme, Ze skladani komutativni neni (ale t¥eba nezavislé cykly
spolu komutuji). SloZenim p a 7 vyjde permutace

mp=(135)(678) ,

coz je jinad permutace nez pm. M4 ale stejnou strukturu — ma stejné jako pm dva
cykly délky 3. To neni ndhoda, viz cviceni. A
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Kazdy cyklus lze zapsat jako sloZeni transpozic, napriklad

(1 @2 ... zg) = (21 22)(22 ®3) ... (Tk—1 Tk)
nebo
(1 @2 ... z) = (21 k) ... (v1 23) (21 22) .

Ovéite obé rovnosti! Protoze kazda permutace je slozenim cykli (dokonce nezavis-
Iych), miZeme kazdou permutaci napsat jako sloZeni transpozic. Dokézali jsme

Tvrzeni 7.6. KaZdd permutace na konecné mnoziné je sloZenim transpozic.

Tvrzeni vlastné rika, ze jakkoliv promichame prvky mnoziny, lze ptivodni uspora-
déani dostat postupnym prohazovanim dvojic. Zapis permutace jako slozeni trans-
pozic neni samoziejmé jednoznacny, napriklad

(123)=(13)12)=(12)(23)=(12)(23)(12)(12)=(12)(13)(23)(12)=...

7.2.2. Znaménko. Ikdyz kazdou permutaci miZzeme zapsat jako sloZeni transpozic
mnoha zptisoby, parita po¢tu transpozic (tj. zda je pocet sudy nebo lichy) se neméni.
K diikazu tohoto tvrzeni si nejdiiv vSimneme jak se méni pocet cykld v cyklovém
zapisu pri sloZeni s transpozici. V néasledujicim tvrzeni pocitame i cykly délky jedna.

Tvrzeni 7.7. Necht X je koneénd mnoZina, m € Sx a (z y) € Sx. Pak pocéet cykli
v permutact (x y)m a w se lisi o 1 a pocet sudgch cykli v permutaci (x y)m a 7 se
rovnéz list o 1.

Diikaz. Rozebereme dva pripady. Nejprve predpokladejme, Ze x a y lezi ve stejném
cyklu (x =21 @2 ... T Yy =11 Y2 ... Y1) permutace 7. Pak

(zy)r=(xy)...(x22 ... 2 YyY2 .. Y)--.=... (22 ... )Y Y2 --- Y).-.

kde ostatni cykly permutace 7w ztistanou beze zmény. Pocet cyklt se v tomto pripadé
zvy$i o 1. Rozborem piipadi dostaneme druhou ¢ast tvrzeni (napiiklad pokud ki
je sudé, pak se pocet sudych cykli zvétsi o jedna, pokud £ je sudé a [ je liché, pak
se pocet sudych cyklu také zvétsi o jedna, atd.).

Pokud jsou prvky x a y v rtiznych cyklech (z = x1 22 ... k), Y =y1 Y2 --- Y1),
pak

(xy)yr=(xy)...(r22 ... 26)YY2 ... Y)...=... (T T2 ... TLYY2 --- YI).-. ,

takze se pocet cykld snizi o 1. Druhou ¢ast ziskdme opét rozborem pripadii. O

Disledkem je, Ze parita poc¢tu transpozic je stejna v libovolném zépisu permutace
jako slozeni transpozic. Tuto paritu navic pozname podle poc¢tu cyklu sudé délky v
cyklickém zapisu permutace.

Dusledek 7.8. Pro libovolnou permutaci m na konecné mnoziné X nastane jedna
z ndsledugicich moznosti:

(1) Kazdy zdpis © jako sloZeni transpozic obsahuje sudy pocet transpozic. To
nastane pravé tehdy, kdyz pocet cykli sudé délky v (redukovaném) cyklickém
zapisu permutace T je sudy.

(2) Kazdy zdpis 7 jako sloZeni transpozic obsahuge lichy podéet transpozic. To
nastane pravé tehdy, kdyz pocet cykli sudé délky v (redukovaném) cyklickém
zapisu permutace m je lichy.
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Diikaz. Je-li 7 slozenim transpozic p1ps . . . px, pak nékolikandsobnou aplikaci pred-
choziho tvrzeni dostaneme, ze parita poc¢tu cykli sudé délky v permutaci 7 je rovna
parité k: Pocet cyklt sudé délky v permutaci py je lichy (jeden cyklus délky 2), v
permutaci pr_1p% je sudy, atd. [

Tento disledek ndm umoziuje zavést znaménko permutace.

Definice 7.9. Permutace m na koneéné mnoziné X se nazyva sudd, pokud nastane

moznost (1) v disledku 7.8. Rovnéz fikame, ze znaménko  je 1 a piSeme sgn(m) = 1.
V opa¢éném piipadé je w lichd, méa znaménko —1 a definujeme sgn(n) = —1.
Znaménko snadno vypoéteme z (redukovaného) cyklického zépisu. Staci spocitat

pocet cyklu sudé délky. Znaménko lze také urcit podle poctu vSech cykla v cyklickém
zapisu, viz cviceni.
Piiklad 7.10.
sgn ((1234)(567)(89)(10 11)) = -1
protoze méa permutace v cyklickém zapisu 3 cykly sudé délky. A

Znaménko inverzni permutace a slozené permutace je urcené znaménkem ptivod-
nich permutaci.

Tvrzeni 7.11. Necht X je koneénd mnozina a 7,p € Sx. Pak plati
(1) sgn(idx) =1,
(2) sgn(r1) = sgn(r) a
(3) sgn(mp) = sgn(m) sgn(p).
Diikaz.
(1) Identickd permutace ma 0 cykld sudé délky.

(2) Inverzni permutace mé stejny pocet cykla sudé délky.
(3) Pokud 7 lze zapsat jako slozeni k transpozic, tj. sgn(m) = (—1)%, a p

lze zapsat jako slozeni [ transpozic, tj. sgn(p) = (—1)!, pak 7p lze za-
psat jako slozeni k + [ transpozic, tj. sgn(mp) = (—1)k* = (=1)k(-1)! =
sgn() sgn(p).

O

Slovy, identicka permutace je sudd, inverzni permutace k sudé (resp. liché) je suda
(resp. lichd), slozenim dvou sudych nebo dvou lichych permutaci je sudd permutace
a slozenim liché a sudé permutace v libovolném potadi je lichd permutace.

Piiklad 7.12. Ve hie ,,15“ mame ¢tvercovou krabicku se 4 x 4 policky, v niz jsou
kostic¢ky cislované 1 az 15 a jedno prazdné policko, pomoci néhoz jdou kosticky
vodorovné nebo svisle presouvat. Ukazeme, Ze zdkladni pozici na obrazku vlevo
nelze ziskat z pozice na obrazku vpravo.

Mista v krabicce si ocislujeme podle zakladni pozice. Misto vpravo dole ocislu-
jeme 16. Libovolnou pozici zapiSeme pomoci permutace m € Sig tak, ze definujeme
(1) = j, pokud se na misté i naléza kosticka s ¢islem j. Jeden tah je vlastné proho-
zenim umisténi prazdného policka a néjaké kosticky i € {1,2,...,15}. Nova pozice
tedy odpovidd permutaci (16 ).

Obarvime jesté desku hlavolamu dvéma barvami jako Sachovnici 4 x 4, tj. aby
bilé misto vzdy hranové sousedilo pouze s ¢ernymi misty a naopak. Zvolme tfeba
obarveni, kdy levy horni roh (a také pravy dolni) je bily.
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'1‘ 2 3 4‘ '1 % 3 [4‘
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'9”10”11”12‘ '9”10”11‘[12]
(13 (14 15] (13 ][ 15 | 14]

OBRAZEK 7.8. Hra 15

Budeme si vSimat parity permutace m a barvy prazdného policka. Na zacatku
vyjdeme z pozice odpovidajici liché permutaci (14 15) a prazdné policko je bilé.
Po provedeni jednoho tahu permutace m zméni paritu a rovnéz se zméni barva
prazdného policka, protoze bila mista sousedi pouze s ¢ernymi a naopak. Z toho
plyne, zZe

e po provedeni sudého poc¢tu taht bude 7 lichd a prazdné policko bude bilé;
e po provedeni lichého poc¢tu tahti bude 7 suda a prazdné policko bude ¢erné.

Ani v jednom z obou pfipadi nemuzeme ziskat zakladni pozici, pro kterou je per-
mutace 7 suda (je to identickd permutace) a prazdné policko je bilé. A

7.2.3. Poclet permutaci. Jak jiz asi vite, poéet permutaci na n-prvkové mnoziné
X = {x1,29,...,2,} je nl. Mame totiz n moznosti, kam zobrazit z;, pak n — 1
moznosti, kam zobrazit z2, atd. Dohromady n(n —1)...1 =mnl.

Pocet lichych permutaci spocitame z nasledujiciho pozorovani, které také pouzi-
jeme pro dikazy tvrzeni o determinantech.

Tvrzeni 7.13. Necht X je koneénd mnoZina a w € Sx . Pak plati:

(1) Soubor (p=* : p € Sx), soubor (mp : p € Sx) i soubor (pm : p € Sx)
obsahuje kazdou permutaci v Sx prdavé jednou.

(2) Pokud 7 je lichd, pak soubor (mp : p € Sx,sgn(p) = 1) i soubor (pm: p €
Sx,sgu(p) = 1) obsahuje pouze liché permutace v Sx , kaZdou prdvé jednou.

Diikaz. Rovnice 0 = p~! ma pro dané o praveé jedno feseni p = o~ !. (Rozmyslete si

podrobné toto i dalsi tvrzeni pouzita v tomto dikazu. Zdivodnéni je podobné jako
v tvrzeni 3.3 o vlastnostech téles.) To znamend, Ze kazdou permutaci o lze zapsat
ve tvaru p~! pravé jednim zptisobem, tj. soubor (p~! : p € Sx) obsahuje kazdou
permutaci v Sx pravé jednou.

Rovnice o = mp m4 pro dané o a 7 pravé jedno feseni p = 7~ 1o. Z toho plyne,
Ze v souboru (mp : p € Sx) je kazd4 permutace pravé jednou. Podobné pro tfeti
soubor v ¢asti (1). Pokud jsou permutace o a 7 liché, pak p = 7~ 1o je sud4, protoze
sgn(m~1lo) = sgn(n~!)sgn(o) = sgn(r)sgn(o) = (—=1)(=1) = 1 (viz tvrzeni 7.11).
Kazdou lichou permutaci 1ze tedy zapsat ve tvaru mp, kde p je suda, pravé jednim
zpusobem. Navic wp je licha, pokud 7 je licha a p je suda. Z toho plyne prvni ¢ast
bodu (2). Druhé ¢éast se dokdze podobné. O

Tvrzeni muzeme formulovat v jazyku zobrazeni. Naptiklad druhé ¢ast tvrzeni v
bodé (1) tikd, Ze zobrazeni f : Sx — Sx definované f(p) = mp je bijekce. Prvni
¢ast bodu (2) Fik4, Ze je-li 7 licha, pak zobrazeni f definované stejnym pfedpisem je
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bijekci z mnoziny vsech sudych permutaci v Sx na mnozinu vsech lichych permutaci
\' Sx.

Disledkem je, ze pocet lichych permutaci na n-prvkové mnoziné X je stejny jako
pocet sudych permutaci na X, kdykoliv na X néjaka lichd permutace existuje, tj.
v piipadé n > 1. Pro n > 1 je tedy pocet lichych i sudych permutaci n!/2.

7.3. DEFINICE DETERMINANTU A ZAKLADN{ VLASTNOSTI

Prfipomerime, Ze determinant realné ¢tvercové matice A = (u|v|w) fadu 3 uréuje,
jak zobrazeni f4 méni objem a orientaci. Jeho absolutni hodnota je rovna objemu
rovnobéznosténu o stranach u, v, w. Odvodili jsme vzorec

a1l a2 ais
det 21 Q22 0423 =
asy asz2 a3z

= (11022033 + A21032013 + 4310412023 — (11032023 — 431022013 — (21012033 -

Kazdy ¢len souctu je soucin tfech prvkl ariaj2a.m,3, kde k, I, m jsou navzajem rizné,
a znaménko udava orientaci trojice vektori (eg, e, €,,). Kazdy ¢len lze tedy zapsat
jako ar(1)1ax(2)2ax(3)3, kde T € S3 je permutace 7(1) = k, 7(2) = [, 7(3) = m a
vsimnéte si, ze znaménko ¢lenu je rovno znaménku permutace m. To geometricky
odpovida tomu, ze prohodime-li dva vektory kanonické baze, orientace se zméni.

7.3.1. Definice. Podobné definujeme determinant libovolné étvercové matice nad
libovolnym télesem.

Definice 7.14. Je-li A = (a;;) ¢tvercova matice nad télesem T fadu n, pak defi-
nujeme determinant matice A predpisem

det (A) = Z Sgn(’ﬂ_)aw(l),laﬂ'@)ﬁ «o - Qr(n)n -
TESy

Determinant tedy pfifadi ¢tvercové matici nad T prvek télesa T. Soucet ma
n! ¢lend, jeden pro kazdou permutaci m € S,. S¢itanec odpovidajici permutaci
7 je souCinem n prvkid matice, z kazdého sloupce i obsahuje soucin prvek ar (),
znaménko s¢itance je rovné znaménku permutace 7. (Pro pfehlednost oddélujeme
indexy prvka matice ¢érkou.)

Pro determinant matice A se také uziva znaceni |A|.

Piiklad 7.15. V pfipadé n = 2 médme dvé permutace v So — identickou permutaci
a transpozici (1 2). Identickd permutace je sudd a odpovidajici séitanec je aijass,
transpozice je licha a odpovidajici scitanec je —agia12. Dostdvame stejny vzorec

jako dfive:
a a
det 1 az ) _
az1  G22

cos(a) —sin(a)
sin(a)  cos(w)

a1 a2

= 11G22 — G21G12
a1 a22

Napriklad

= cos?(a) +sin*(a) =1 ,

coZz neni prekvapivé, protoze rotace o a neméni ani obsah ani orientaci.
(Pfi zapisu determinantu pomoci svisljch éar vynechavame kulaté zévorky.) A
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Piiklad 7.16. V piipadé n = 3 mame Sest permutaci v S3 — identické permutace
a trojcykly jsou sudé, transpozice jsou liché. Odpovidajici séitanci jsou:

T

id a11G22a33

(]. 2 3) a210a320Q13

(1 3 2) a31a120a23

(23) | —ar1as2a93
(13) | —asiazza1s
(12) | —aziai2as3

a opét dostavame vzorec odvozeny vyse. Mnemotechnickou pomiickou je tzv. Sarru-
sovo pravidlo na obrazku.

i
> —a310920 13
Gy 12 908 s1az2a13 (1 3)
> —ajiasaaes (2 3)
asz) G092 G493
- - > —asiaizazz  (12)

a3l G322 633
ari o912 @43

a7 a22 623

+ajiazasz id
+agiasz2a13 (13 2)
+(1316112023 (1 2 3)

OBRAZEK 7.9. Sarrusovo pravidlo

A

Pocitat matice z definice neni vhodné uz pro matice fadu 3, je lepsi vyuzit jiné
metody. Sarrusovo pravidlo tedy nebudeme pouzivat. V ptfipadé n = 4 ma jiz vyraz
24 ¢lent (vypiste je jako cviceni) a definice je pro vypocet jiz zcela nevhodna.
Vsimnéte si, ze pravidlo podobné Sarrusovu pro matice fadu n > 3 neplati.

7.3.2. Zakladni vlastnosti. Pro horni trojuhelnikové matice vypodéitdme deter-
minant jako soucin prvkt na diagonéle.

Tvrzeni 7.17. Je-li A horni trojuhelnikovd matice, pak det (A) = a11a22 ... Gnp.

Diikaz. Podivejme se na jeden sc¢itanec sgn(m)anr(1),10x(2),2 - - - @r(n),n v definici de-
terminantu. Pokud je jeden z ¢initelti v tomto soucinu nulovy, cely séitanec je roven
nule a muzeme jej ignorovat. Prvni sloupec matice A je cely nulovy, aZz na hodnotu
ai1, kterd mize byt nenulova. Pokud tedy 7(1) > 1, pak ar(1),1 = 0 a scitanec je
nulovy. Predpokladejme proto (1) = 1. Podobné, pokud 7(2) > 2 miZeme na séi-
tanec zapomenout, protoze ar(z),2 = 0. Takze mtzeme piedpokladat 7(2) < 2. Ale
m(2) nemize byt 1, protoZze mame (1) = 1 a 7 je prosté zobrazeni, ¢ili 7(2) = 2.

Postupné dostavame 7(3) = 3, 7(4) =4, ..., w(n) = n.
Jediny mozné nenulovy séitanec tedy odpovidéa identické permutaci, ta je suda,
takze det A = a11a22 ...0pp- O

Pro matice 2 x 2 nad R je geometrické vysvétleni na obrazku ?7. Rovnobéznik o
stranach (a11,0)7, (a1, a20)” ma stejny obsah jako obdélnik o stranach (a;1,0)” a
(0, a2)T, protoze oba rovnobézniky maji stejnou vysku. Také maji stejnou orientaci.

OBRAZEK
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Podobné bychom mohli dokézat, ze determinant dolni trojihelnikové matice je
soucin prvkl na diagonale. Délat to ale nebudeme, dokazem obecnéji, Ze determi-
nant se nezméni transponovanim.

Tvrzeni 7.18. Pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati det (A) = det (A”).
Drikaz. Scitanec v definici det (AT) odpovidajici permutaci 7 je
sgn(m)a1 x(1)02,7(2) - - - An,me(n) -
Soucin lze preusporadat na
SEN(T)Ar—1(1),107-1(2),2 - - - Cr—1(n),n »

protoze 7~ 1(i)-ty ¢initel v ptivodnim soucinu je roven Ar=1(i)ym(r=1(i)) = Qrn—1(i),i-
Tento ¢initel jsme pfesunuli na i-té misto. Mame

det (AT) = Z SEN(T) A1 7(1)02,7(2) - - - On, 7 (n)

TESy

= Z Sgn(ﬂ')awq(l)’lawfl(z)g < Qr=1(n)n
TESy

_ -1

= Z sgn(ﬂ )aﬂ,—l(l)’laﬂ,fl(z)z . aﬂfl(n)m
TESh

= Z Sgn(p)a’p(l),lap(Q),Q -2 Qp(n)n

TESy, p=r—1

Z Sgn(p)ap(l),lap(2),2 e lp(n) ;= det (4)
pESH

Ve tfeti tipravé jsme pouzili vztah sgn(nm~!) = sgn(nw) (viz tvrzeni 7.11) a v paté
apravé jsme zacali sCitat pres inverzy permutaci, coz vysledek nezméni, protoze
soubor (7! : 7 € S,,) obsahuje viechny permutace v S,, pravé jednou (viz tvr-
zeni 7.13). O

Dokéazané tvrzeni jinymi slovy fika, ze

det (A) = Z Sgn(ﬂ-)alﬂr(l)aﬁ,ﬂ(?) <o Qpo(n) >
TESy

vvvvv

Tvrzeni se hodi se k tomu, ze véty, které dokazeme pro fadky, budeme moci
pouzit i pro sloupce.

Ted dokazeme vlastnosti determinantu pouzité p¥i odvozeni vzorct v dimenzi 2
a 3 nad R, jsou to body (1) a (2) v nasledujicim tvrzeni. Zaroveti spoéitdme, jak se
méni determinant pii elementarnich sloupcovych tpravach, to jsou body (2), (3) a

(4).

Tvrzeni 7.19. Necht T je téleso, n € N, i,5 € {1,2,...,n}, i £ j, u, vi, va, ...,
v, €T, t €T ap€S,. Pak plati.

(1) det (vi|val|...|vic1] vi+u |[Vig1] ... |Va)

= det (V1| . |V'i—1| v; |V,‘+1| . |Vn) + det (Vl‘ . |Vi—1| u |V,H_1| . ‘Vn)
(2) det (vi|va]...|vic1] tvi |Vig1] ... |vn) =t det (vi|va]...|vy)
(3) det (Vo) Vo) - Vo)) = sgn(p) det (vi|val...|vy)
(4) det (vi|val|...|vic1|vi +tvj|Viga] ... |Vvn) = det (Vi|va|...|vy)
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Diikaz. Oznacime A = (a;;) = (v1|va|...|vy), ¢li a;; je i-ta slozka vektoru v;.
(1) Oznacime-li u = (b1, ba,...,b,), plati

det (vi|val|...|vi—i| vi+u |vip1] ... |vn)

= Z Sgn(ﬂ—)aﬂ(l),laﬂ'@)ﬁ ce aw(i—l),i—l(aw(i),i + bﬂ'(i))aﬂ(i+1),i+1 - Qr(n)n
TESy

= Z (sgn(7)ar(1)10r(2)2 - - - Ar(n)nt
TESy

+ Sgn(ﬁ)an(l),law(z),z cee aw(if1),i71b7r(i)a7r(i+1),i+l e aﬂ(n),n)

= Z Sgn(ﬂ—)aw(l),laﬂ'@)@ < Qr(n),n
TESy

+ ) Se(M)n(1) 10r(2),2 - - - Gre(i—1),i—1Pm (i) B (i41) i1 - - - ().
TESy

=det (vi|...|Vic1| Vi [Vig1| .- |Vn) +det (vi|. .. |vici| w [Vigr] - Vi)

V upravach jsme roznasobili zavorku a rozdélili sumu na dvé ¢asti.
(2) K dtikazu tohoto bodu sta¢i vytknout ¢ pfed sumu:

det (V1|V2| . ‘Vi—l‘ tVi |Vi+1| . |Vn)

= Z SEN(T)Ar(1),105(2),2 - - - Ore(i—1),i—1 (Er (i), ) Ar(i1),i41 - - - Or(n)on
TESy

=t Z Sgn(ﬂ-)aﬂ'(l),la’ﬂ'(mﬁ < Qr(n)n

TESy
=t det (vq|va|...|vy)
(3) Uvédomime si, Ze prvek na misté (4,7) v matici (v u)|[vo)l.--[Vom)) je

a; p(;)- K rozepsani determinantu pouZijeme alternativni definici.
det (Vo) [Vol -+ [Vpm)

= Y sen(m)a1 p(r(1))92,p(x(2)) - - - U, p((n))

TESy
= Z bgn(/)) Sgn(pﬂ-)al,pﬂ'(l)alpfr@) -+ Qp pr(n)
TES,
= Sgn(p) Z Sgn(pﬂ-)al,pﬂ'(l)alpﬂﬂ) -+ Ay pr(n)
TESR

= sgn(p) Z Sgn(U)a1,a(1)a2,a(2)-~-an,a(n)
TES,0=pT

= Sgn(p) Z Sgn(g)al,a(l)a2,a(2) <2 Qn.o(n)
oSy

= sgn(p)det (vi|va|...|vp)

V pfedposledni upravé jsme zacali s¢itat pfes permutace o = mp misto
7, coZ vysledek nezméni, protoze soubor (pm : m € S,,) obsahuje vSechny
permutace v .S, pravé jednou (viz tvrzeni 7.13).

(4) Nejprve dokdzeme pomocné tvrzeni: Determinant matice B = (by;) fadu n,
kterd ma dva sloupce 4, j (i # j) stejné, je nula.
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Pro vétsinu téles bychom mohli pouzit pfedchozi bod: Protoze (i,7)
je licha permutace a prohozenim sloupct 7 a j se matice nezméni, plati
det (B) = —det (B). Bohuzel z toho plyne det (B) = 0 pouze pro télesa
charakteristiky rtizné od 2. Proto obecné musime postupovat jinak. V sumé

det (B) = Z bl,w(l)b2,7r(2) e bn,ﬂ(n)
TEeSy
k sobé seskupime pro kazdou sudou permutaci 7 s¢itanec odpovidajici w a
séitanec odpovidajici permutaci (i j)w. Toto seskupeni miZzeme provést a
vyCerpame jim vSechny s¢itance, protoZe soubor ((i j)w : m € S, sgn(w) =
1) obsahuje vSechny liché permutace v S,, pravé jednou (viz tvrzeni 7.13).
Dostaneme

det (B) = Z (Sgn(ﬂ-)bl,ﬂ'(l)blﬂ'@) v bn,ﬂ'(n)"‘
TESy,sgn(m)=1
+sgn((i J)m)b1,i jym(1)b2,G6 j)x(2) - - b, j)m(n))
= Z (Sgn<7r)b1,7r(l)b2,7r(2) v bn,ﬂ'(n)_
TESy,sgn(m)=1
- Sgn(ﬂ)bl7ﬂ(1)b2,ﬂ(2) s bn,fr(n))
= O 5
kde jsme pouzili sgn((i j)m) = —sgn(m) a fakt, ze B méa shodny i-ty a j-ty
sloupec.

Tim jsem dokazali pomocné tvrzeni a dikaz ¢tvrtého bodu snadno do-
kon¢ime uzitim predchozich.

det (vi|vel|...|[vic1|vs +tvj|Viga] ... |Vn)

=det (vi|va|...|vy) +det (vi|va|... |Vici| tVj [Viga] ... |Vn)
=det (vi|va|...|vy) +tdet (vi|ve|...|Vic1] vj [Vig] ... |Vn)
=det (vi|va]...|vn)

O

Protoze determinant matice se shoduje s determinantem transponované matice
(tvrzeni 7.18), podobné tvrzeni miZzeme formulovat pro fadky. Bod (2) fika, zZe
vynasobime-li néktery sloupec (nebo Fadek) prvkem ¢ € T, determinant se zvétsi ¢-
krat. Dalsi bod ukazuje, Ze prohodime-li sloupce (Ffadky) podle n&jaké permutace m,
pak determinant nanejvys zméni znaménko, a to v pripadé, ze 7 je licha. Specialné,
pokud prohodime dva sloupce (fadky), determinant zméni znaménko. Posledni bod
miuzeme formulovat tak, Ze pfi¢teme-li t-ndsobek nékterého sloupce (resp. fadku) k
jinému sloupci (resp. fadku), determinant se nezméni.

Protoze vime, jak spocitat determinant horni (dolni) trojihelnikové matice (tvr-
zeni 7.17), mizeme k vypocétu determinantu obecné matice pouzit Gaussovu elimi-
naci. Pritom si mizeme pomoci také sloupcovymi tpravami.

Geometricky jsme si jiz zdtvodnili vlastnosti (1) a (2) v piipadé T =R an =
2, 3. Prohozeni dvou sloupcti odpovida zrcadleni podle pfimky nebo roviny, takze
determinant zméni znaménko. To oduvodiiuje (3). Nésledujici obrazek vysvétluje
¢tvrtou vlastnost pro n = 2. Pricteme-li k jednomu z vektord nasobek druhého,
prislusny rovnobézniky budou mit stejnou jednu ze stran a stejnou vysku na tuto
stranu jako ptivodni rovnobéznik.
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Piiklad 7.20. Spocitdme determinant redlné matice

2 4 2
A= 7 -1 4
5 0 -6

V prvnich dvou tpravach vynéasobime pro pohodli posledni sloupec ¢islem 1/2 a
prohodime prvni a tfeti sloupec, abychom dostali na pozici (1,1) prvek 1. Déle
budeme pouzivat uz jen fadkové upravy. V jedné z nich vynasobime druhy fadek
¢islem 1/3. Musime dat pozor na to, Ze prohazovéni a nésobeni determinant méni.
Na nésobeni se miizeme v tomto kontextu divat jako na vytykani inverzniho skalaru
pred determinant.

2 4 2 2 4 1 1 4 2

7T -1 4 | =27 -1 2 |=-2 2 -1 7

5 0 -6 5 0 -3 -3 0 5
1 4 2 1 4 2 1 4 2
=-2-/0 -9 3 |=-2-3-/0 -3 1 |=—-6-1/0 -3 1
0 12 11 0 12 11 0 0 15

=—6-1-(=3)-15 =270

Vypocet budeme umeét provést Sikovnéji pomoci elementarnich tprav kombinova-
nych s rozvojem. A

Priklad 7.21. Prohozenim sloupci spocitdme determinant realné matice.

2 13 5 3 5 1 2
38 0 — 0 -2 8 -3
7 5 0 o |—ee@423)-14 4 5 o
4 00 0 0 0 0 4

=sgn((1423))-3-(=2)-5-4=120

Provedli jsme prohozeni sloupct odpovidajici permutaci p = (1 4 2 3) — sloupec
1 jsme presunuli na misto 4, sloupec 4 na misto 2, atd. Tato permutace je liché.
Alternativné bychom postupné mohli prohazovat sloupce po dvou. A

7.3.3. Dalsi kriterium regularity. Z tvrzeni 7.19 mtZzeme odvodit dalsi krite-
rium pro regularnost matice: matice je regularni pravé tehdy, kdyz ma nenulovy
determinant. Geometricky to pro realné matice fadu 3 muzeme odtvodnit tak, ze
fa nuluje objemy pravé tehdy, kdyz je jeho obor hodnot obsazen v néjaké roviné
(tj. zobrazeni zkolabuje prostor do roviny nebo dokonce pfimky ¢i bodu).

Tvrzeni 7.22. Ctvercovd matice je reguldrni pravé tehdy, kdyz det (A) # 0.

Diikaz. Elementarni radkové tpravy sice determinant méni, ale neméni ,nulovost*
determinantu: prohozenim fadkt determinant zméni znaménko, vynasobenim ne-
nulovym cislem ¢ se determinant zvétsi ¢-krat a pricteni nasobku néjakého radku
k jinému determinant nezméni. Takze oznacime-li B odstupniovany tvar matice A,
pak det (A) = 0 pravé tehdy, kdyZ det (B) = 0. Matice B je v hornim trojthelni-
kovém tvaru, takze det (B) je soufinem prvka na diagonéle (tvrzeni 7.17). Tento
soucin je nulovy pravé tehdy, kdyz ma B nulovy fadek, coz se stane pravé tehdy,
kdyz A je singularni podle bodu (5) véty 4.81 charakterizujici reguldrni matice. O
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Implikace zprava doleva zobecriuje fakt dokdzany v dikazu bodu (4), Ze deter-
minant matice, kterd ma dva sloupce stejné, je nulovy.

Obecnéji 1ze hodnost libovolné matice uréit podle determinanti ¢tvercovych pod-
matic.

Definice 7.23. Minorem fadu k matice A rozumime determinant matice vzniklé
z A vybérem k fadkl a k sloupci.

Priklad 7.24. Jednim ze minort fadu 2 matice

1 2 3 4
A= 5 6 7 8
9 10 11 12
je
6 8
det (B) = det ( 10 12 )
Matice B vznikne z A vybérem radku 2 a 3 a vybérem sloupcu 2 a 4. A

Tvrzeni 7.25. Hodnost libovolné matice A je rovna nejvétsimu cislu r takovému,
Ze existuje nenulovy minor matice A vdadu r.

Diikaz. Pro odstupnovany tvar se tvrzeni nahlédne snadno a ¢islo r se fadkovymi
apravami neméni. Detaily si rozmyslete jako cviceni. O

Napriklad hodnost matice A je rovna 2 pravé tehdy, kdyz kazdy subdeterminant
fadu 3 je nulovy a existuje nenulovy subdeterminant fadu 2.

7.3.4. Determinant soucinu. Dalsi aplikaci tvrzeni 7.19 je véta o determinantu
soucinu matic. K tomu si nejprve vSimneme, jaké jsou determinanty elementarnich
matic:

e Matice odpovidajici prohozeni dvou fadktt ma determinant —1, protoze
vznikne z jednotkové matice prohozenim téchto fadkt (mtZeme pouzit na-
piiklad bod (3) z tvrzeni na jednotkovou matici, nebo pfimo definici).

e Matice odpovidajici vynasobeni néjakého fadku prvkem ¢ € T' ma determi-
nant ¢, naptriklad podle véty o determinantu horni trojihelnikové matice,
nebo podle bodu (2).

e Matice odpovidajici pficteni t-nédsobku néjakého fadku k jinému ma de-
terminant 1, napfiklad opét podle véty o determinantu horni nebo dolni
trojuhelnikové matice, nebo podle bodu (4).

Z bodi (2),(3),(4) nyni vyplyva, Ze pro libovolnou elementarni matici E a libovol-
nou ¢tvercovou matici B stejného fadu plati det (EB) = det (E) det (B). Kazda
reguldrni matice R je soudinem elementarnich matic R = F1F5 ... E; (podle tvr-
zeni 4.88), takze dostavame
det (RB) = det (B Es ... E,B) = det (Ey) det (B ... E,B) = ...
= det (F7)det (Es)...det (Ey)det (B) = --- = det (R) det (B)

Tento vztah plati i pro singularni matice R, tedy obecné plati, Ze determinant
soucinu je soucin determinanti.

Véta 7.26 (véta o determinantu souéinu). Pro libovolné matice A, B tddu n nad
stejngm télesem plati det (AB) = det (A) det (B).
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Diikaz. Pro regularni matici A jsme vétu dokazali. Pokud A je singularni, pak AB
je rovnéz singularni. To lze zdtvodnit napfiklad pomoci tvrzeni 5.92 o hodnosti
souinu: rank(AB) < rank(A) < n. Obé strany rovnosti jsou proto rovny nule. [

Véta ma opét nazorny geometricky vyznam. Pro reilné matice fadu t¥i uda-
vaji determinanty matic A, B koeficienty zmény objemu a orientace pro zobrazeni
fa, fe- Matice AB odpovida sloZzenému zobrazeni f4 o fg, jeho koeficient zmény
objemu a orientace je ziejmé souc¢inem téchto koeficientt pro matice A, B. Napfi-
klad, je-li det (A) = 2 a det (B) = 3, zobrazeni fp jakykoliv utvar zvétsi tiikrét a
fa pak jesté dvakrat, takze dohromady se Gtvar zvétsi Sestkrat.

Pro soucdet podobna véta neplati, napiiklad proto, Ze soucéet dvou singulér-
nich matic mtze byt regularni. Pro determinant inverzni matice dostaneme vzorec
z véty o determinantu soucinu.

Dusledek 7.27. Je-li A reguldrni matice, pak det (A™') = det (A"
Dikaz. Podle véty o determinantu soucinu je
1 =det (I) =det (AA™") = det (A)det (A7) ,

z ¢ehoz dostaneme vzorec vydélenim det (A). (Determinant matice A je nenulovy
podle tvrzeni 7.22. ) O

7.3.5. Cramerovo pravidlo. Jako posledni aplikaci zakladnich vlastnosti deter-
minantu dokdzeme Cramerovo pravidlo pro FeSeni soustav linedrnich rovnic s regu-
larni matici.

Véta 7.28 (Cramerovo pravidlo). Necht A = (a1]...|a,) je requldrni matice Tddu
naje€{l,2,...,n}. Pak j-td slofka vektoru teSeni x = (x1,x2,...,Ty,) Soustavy
Ax =D je
det (A])
(L’j ==
det (A)

kde A; je matice, kterd vznikne z A nahrazenim j-tého sloupce vektorem b, tj.
A; = (aj|az|...|aj_1|blajti]...|ayn) .
Diikaz. Vztah Ax = b mizeme zapsat jako
r1a; +xga0 +---+xpa, =b .
Dostavame

det (A;) = det (ailag]. .. |a;j_1|blajt1]...|a,)

n
= det <a1|a2| o] kaak|aj+1| e an>

k=1
= det (a1|a2\ AN |aj_1|xjaj\aj+1| ce |an)
=Ty det (a1|a2| ‘e \aj_1|aj\aj+1| ‘e \an) =Ty det (A) s

kde ve tfeti pravé jsme vyuzili toho, Ze prictenim linedrnim kombinace sloupci
rtiznych od j k sloupci j se determinant nezmeéni (to plyne z bodu (4) v tvrzeni 7.19)
a ve ¢tvrté upravé jsme pouzili (2).

Z toho ihned vidime dokazovany vztah. [
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Cramerovo pravidlo mizeme pouzit pouze pro regularni matice, tj. pro ¢tver-
cové matice s nenulovym determinantem (viz tvrzeni 7.22). SpisSe neZ pro praktické
pocitani se vyuziva ve vypoctech a tivahach, kdy se miize hodit explicitni vzorec
pro néjakou slozku feseni.

Priklad 7.29. Vypoditame tteti slozku feseni soustavy Ax = b nad Zs.

1 3 2]0
2 4 1|2
0 2 2|4
Spocitame determinant matice A.
1 3 2 1 3 2 1 3 2
2 4 1|=10 3 2|=|/03 2|=2
0 2 2 0 2 2 0 0 4

Matice A je tedy reguldrni a muzeme pouzit Cramerovo pravidlo. Spocitdme jesté
determinant matice As.

1 30 1 30 1 30
2 4 2/=]0 3 2|=|03 2|=3
0 2 4 0 2 4 0 0 1
Tteti slozka Feseni je
3,
{173—2— .

7.4. ROZv0OJ, ADJUNGOVANA MATICE

Vezmeme-li v definici vSechny ¢leny obsahujici vybrany prvek a;; a vytkneme jej,
v zévorce dostaneme tzv. algebraicky doplnék prvku a;;. Az na znaménko je roven
determinantu matice, kterd vznikne vynechanim fddku a sloupce obsahujici a;;. To
dokazeme ve vété o rozvoji podle sloupce. Nejprve potiebny pojem.

Definice 7.30. Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n a i,j € {1,2,...,n}.
Algebraickym dopliikem (téz kofaktorem) prvku a;; matice A rozumime skalar
Ayj = (=1)" det (My)
kde M;; je matice fadu n — 1, kterd vznikne z A vynechanim i-tého fadku a j-tého
sloupce.
Definice mé smysl pro matice fadu n > 1. Pro matici fadu 1 definujeme A1, = 1.

Tento pripad je potfeba v nékterych tvrzenich této kapitoly rozebrat zvlast, ale
explicitné na to upozornovat nebudeme.

Piiklad 7.31. Algebraickym doplitkem prvku a2 v redlné matici

2 4 7
A = (aij) = 3 -2 —4
5 1 -3
je
Ay = (—1)*2 g :;1 ’: (=1)(=9 — (=20)) = —11 .
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Véta 7.32 (o rozvoji podle sloupce). Je-li A c¢tvercovd matice fddu n a j €
{1,2,...,n}, pak

det (4) = ZaiiAij =a1jA1j + agjAsj + -+ anjAn;

i=1

Diikaz. Potiebujeme dokazat, Ze koeficient u a;j, vytkneme-li tento prvek ze vSech
clent, které jej obsahuji, je rovny A;;. Pro pohodlnost zvolime trochu jiny postup
dikazu.

1. krok. Pokud a,, = 1 a vSechny ostatni prvky v n-tém sloupci jsou nulové,
pak det (4) = A,,,.

Plati

det (A) = Z sgn(ﬂ)aﬂ(l)ylaﬂ(gm o Ar(n)n
TESy

= Z SEN(T )G (1),107(2),2 - - - A (n),n

TESy,m(n)=n

= Z Sgn(ﬂ-)aﬂ'(l),laﬂ@),Q <o Or(n—1),n—1 =

TESy,m(n)=n

= (_1)n+n Z Sgn(ﬂ-)a’ﬂ'(l),la/ﬂ'(2),2 <o Qr(n—1),n—1 = Ann .

TESH_1

V druhé upravé jsme vynechali nulové s¢itance, ve tfeti jsme pouzili a,, = 1,
ve &étvrté jsme pouzili (—1)~D+(=1 = 1 a skuteénost, e znaménko permutace
m € Sp, pro kterou w(n) = n, je stejné jako znaménko permutace 7 z(Zené na
mnozinu {1,2,...,n — 1} (to plati, protoze tyto dvé permutace maji stejny redu-
kovany cyklicky zépis).

2. krok. Pro libovolné 4, j € {1,2,...,n}, pokud a;; = 1 a vSechny ostatni prvky
v j-tém sloupci jsou nulové, pak det (4) = A;;.

Posuneme-li v matici A fadek i na posledni misto a potom sloupec j na posledni
misto, dostaneme matici B, jejiz determinant je B, podle 1. kroku. Posunuti i-tého
fadku na n-té misto odpovidd permutaci fadkia o = (n (n—1) ... i) a posunuti j-
tého sloupce na n-té misto odpovida permutaci sloupcti p = (n (n—1) ... j). Podle
bodu (3) tvrzeni 7.19 o zméné determinantu pfi permutaci sloupct a analogického
tvrzeni pro fadky mame

det (A) = sgn () sgn(p) det (B) = sgn(0) sgn(p) Bun = (—1) By = Ayj

kde sgn(o)sgn(p) = (—1)"*7 je vidét z toho, ze parita délek cykli o,p je stejna
pravé tehdy, kdyz parita ¢ a j je stejnd.
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3. krok. Ozna¢me A = (ay|...|a,). Pomoci 2.kroku a bodi (1) a (2) z tvr-
zeni 7.19 nyni vypocet dokoncéime.

det (A) = det (aj|ag]| ... |a,)
n
= det <31|a2 ce |aj,1| Zaijei |aj+1| “e |an>
i=1

n
Z Q5 det (a1|a2| . \aj,1| €; |aj+1| e |an)
i=1

(Rovnéz jsme vyuzili trividlni skutecnosti, ze algebraicky doplnék prvku a;; se ne-
zméni, zménime-li j-ty sloupec.) O

Diky tvrzeni 7.18 o transponovani miizeme provadét rozvoj podle fadku:

det (A) = Z aijAij = ainAin + aigAiz + - + aindin

Jj=1

Piiklad 7.33. Provedeme rozvoj podle druhého fadku.

2 4 7
3 -2 —4|=3-(-1)'2 T +(=2) - (—1)*T2 27 |y
1 -3 5 -3
5 1 -3
2 4
o L (_1\3+2
+(—4) - (=1) 51

Vsimnéte si, ze se znaménka v algebraickém dopliku stiidaji, staci tedy urcit prvni.
A

Rozvoj podle sloupce (fddku) vznikne pouhym preskupenim vyrazu z definice
determinantu. Kdybychom provedli rozvoj pro matici fadu n, na vzniklé matice
provedli rozvoj, atd., po n — 1 krocich bychom dostali znovu vyraz z definice de-
terminantu. Pro praktické pocitani se rozvoj hodi v situaci, Ze néktery fadek nebo
sloupec je skoro cely nulovy, nejlépe, kdyZz obsahuje jen jeden nenulovy prvek. Pak
je totiz vétsina s¢itanct v rozvoji nulova a nemusime pocitat mensi determinanty.
Efektivni postup je vyeliminovat jeden fadek nebo sloupec, provést rozvoj a pokra-
¢ovat s jednim mensim determinantem.

Piiklad 7.34. Spocitdme znovu determinant v pfikladu 7.20.

2 4 2 30 0 18
7 -1 4 |=| 7 -1 4 (1)2”(1)‘ 350 i86’
5 0 —6 5 0 —6

=180 + 90 = 270

V prvni tpravé jsme 4-nasobek druhého fadku pficetli k prvnimu, pak jsme provedli
rozvoj podle 2. sloupce a zbyly determinant jsme spocitali z definice. A
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Priklad 7.35. Vypocitame determinant vétsi matice.

-3 -1 -3 4 -3 2 0 70 2
-7 -1 —-10 5 =2 -2 0 0 1 3
4 0 6 —4 —1|= 4 0 6 —4 —1
5 1 10 -4 5 5 1 10 —4 5
5 3 4 —4 3 -10 0 —26 & —12
2 70 2 2 70 2
| -2 0 1 31 | 0 0 1 0
- 4 6 —4 —1| | —4 6 —4 11
-10 -26 8 -—12 6 —26 8 —36
2 7 2 2 7 2
=—| 4 6 11 |=—-|0 20 15
6 —26 —36 0 —47 —42
20 15 4 3
—2"_47 Lo | =10+| 4o 45 | =10(168 — 141) = 270.

Nejprve jsme témér vynulovali 2. sloupec eliminaci, uzitim 4. fadku. Potom jsme
determinant rozvinuli podle 2. sloupce, mame jediny nenulovy ¢len se znaménkem
(—1)?** = 1. Déle jsme vyeliminovali 2. fadek (pomoci 3. sloupce). Nésledoval
rozvoj podle 2. fadku, nenulovy ¢len ma znaménko (—1)372 = —1, atd. A

7.4.1. Adjungovana matice. Rozvoj podle j-tého sloupce probiha tak, Ze vez-
meme prvni prvek v j-tém sloupci, vyndsobime znaménkem (—1)*! a determi-
nantem matice, kterd vznikne vynechanim prvniho fadku a j-tého sloupce. Pak
postupujeme obdobné s dalsimi prvky v j-tém sloupci a vSechny takové vyrazy sec-
teme. Pokud ,,omylem“ vzdy vynechavame jiny sloupec k, dostaneme nulovy prvek
télesa.

Véta 7.36 (o falesném rozvoji). Je-li A ¢tvercovd matice fddun a j, k € {1,2,...,n},
J#k, pak

n
0= Z @i Ai = a1 A1y + agjAog + -+ anjAnk -

i=1
Diikaz. Ozna¢me B matici, kterd vznikne nahrazenim k-tého sloupce matice A jejim
j-tym sloupcem. Protoze B mé dva sloupce stejné, je B singuldrni (mé linedrné
z4vislé sloupce, takze mtZzeme pouzit bod (3) pozorovani 5.94), a proto det (B) =
0 podle kritéria v tvrzeni 7.22. Na B pouzijeme rozvoj podle k-tého sloupce a
vyuzijeme toho, ze B;. = A;i, protoZze algebraicky doplnék prvku b;; na k-tém
sloupci nezavisi.

0 =det (B) = bixBix + barBok + - - - + b Bk = a1 A1, + a2 Ao + - - + anj Ak
([
Z algebraickych dopliikt matice A = (a;;) vytvofime tzv. adjungovanou matici

tak, Ze prvek na misté (4, j) bude algebraicky doplnék prvku aj;. Pozor na zménu
poradi indext.

Definice 7.37. Adjungovanou matici ke ¢tvercové matici A rozumime matici adj (A)
stejného Fadu, kterd ma na misté (¢, j) prvek Aj,.
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Radkovou i sloupcovou verzi vét o rozvoji a falesném rozvoji jde formulovat
maticovym vztahem.
Véta 7.38. Pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati
adj (A) A=A adj(A) =det (A) I, .
Specialné, pokud A je requldrni, pak

-1 _ adj (A)
det (A)

Diikaz. Prvek na misté (i,7) v souéinu adj (A) A je Aya1; + Agiaz; + ... Anian;.
Pokud i = j je vysledkem det A, protoZe vyraz je roven rozvoji podle i-tého sloupce.
Pokud i # j je vysledkem 0 podle véty o falesném rozvoji. Dohromady dostavame
adj (A) A = det (A) I,,. Rovnost A adj(A) = det (A) I,, dostaneme obdobné podle
vét 0 rozvoji a falesném rozvoji podle fadku. (Il

Véta nam také dava explicitni vyjadieni inverzni matice. Inverzni matici pro
tady 2 a 3 lze jeji pomoci pocitat rychle bez eliminace.

Piiklad 7.39. Pro regularni matici A fadu 2 dostavame
ail a2 _ az2  —a12
a1 a2 11022 — Q12021 —az1 a1

Piiklad 7.40. Spoditdme inverzni matici k redlné matici

-2 1 -3
A= 3 4 -2
0 2 5
Nejdiiv spocitame adjungovanou matici.
4 -2 1 =3 1 -3
2 5 2 5 4 -2
. 3 -2 -2 -3 -2 -3
adj (4) = _‘0 5”0 5‘_3—2‘
3 4 -2 1 -2 1
0 2 0 2 3 4
24 —-11 10
= -15 —-10 -13
6 4 11

Determinant matice A by ted bylo neefektivni poditat zvlast. Stacéi spocitat napii-
klad prvek na misté (3,3) v souéinu A adj (4).

det (A) =0-10+2-(=13) +5- (—11) = —81.

Vidime, Ze A je regularni a plati

L 24 —11 10 L [ 24 11 -0
Al = g | 7B - = 15 10013
6 4 11 -6 -4 11
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7.5. VANDERMONDUV DETERMINANT

Tzv. Vandermondova matice vzniké pfi interpolaci polynomem. Budeme hledat
polynom f nad télesem T stupné nejvyse n — 1, tj.

f:]{/‘()-1-16‘11‘4—...-|-knilxn—17 ko, ki,...kn_1 €T,
ktery spliuje podminky
f(al):bh f(a2):b2, >f(an):bn ,

kde a1,as9,...,an,b1,b2,...,b, jsou dané prvky télesa T, pficemz a1, as,...,a, jsou
navzajem ruzné. Pro koeficienty dostavame soustavu rovnic

1 aq a% N a?_l kio bl
1 ay a3 ... agfl k1 by
1 a, a® ... a! kn—1 bn,

Matice této soustavy se nazyva Vandermondova matice a jeji determinant Vander-
mondiv determinant. Indukci podle n dokdzeme, Ze je roven

1 a a@ ... a} !
1 ay a3 ... ag_l
V(al,ag,...,an): . . . . . — H ajfai .
. . . 1<i<j<n
1 a, a2 ... a*!

Z toho mimo jiné vyplyvé, Ze Vandermondova matice je regularni (za pfedpokladu,
Ze ay,as,...,a, jsou po dvou ruzné) a tedy hledany polynom f existuje a je jedno-
zna¢né urceny; nazyva se Lagrangetiv interpola¢ni polynom.

Vzorec snadno ovéfime pro n = 2 (pro n = 1 by vzorec platil, pokud bychom
definovali prazdny soucin jako 1). Pfedpoklddejme n > 2 a ze vzorec plati pro mensi
hodnoty n. Za¢neme tim, Ze vyeliminujeme prvni sloupec, tj. (—1)-nasobek prvniho
radku pricteme ke vsem ostatnim, a pak provedeme rozvoj podle prvniho sloupce.

—1 ~1
1 a a? ay 1 ay a? ay
_ —1 ~1
1 ay a3 ay~! 0 as—ar a3—a? ay”" " —af
2 n—1 2 _ 2 -1 _ n-1
1 a, aj any 0 ap—a1 a; —aj an ay
—1 —1
az —ay a3 —a? ay” " —af
az —a; a3 —a? ay~t —att
an—a; a2—a} ... a?!—af?

Vytkneme z prvniho fadku vyraz as — a1, z druhého vyraz as —as, atd., a vyuzijeme
vzorce

& —db=(c—d) (T FPd F B4 ed AR
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2 2 n—1 n—1
as — aq as; — aj e Qo 1—a1 )
az—a; a3—ad ... ay ' —a}”
= (ag —a1)(ag —a1)...(an —aq)
2 2 n—1 n—1
anp —a1 a;,—ai ... ap " —aj
2 2 n—2 n—3 n—2
1 ax+a1 a3+ aga; +ay Qg 2—|—a2 3a1—|—---+a1 ;
1 az+a; di+aza;+ad a5 “+ay Car + - +af”
_ - _9
1 ap,+a; a2 +aza;+a? a2 +a3a; + - +a}

Daéle pri¢teme (—aj)-nasobek pfedposledniho sloupce k poslednimu, ...

) (70‘1)_

nasobek druhého sloupce ke tfetimu, a nakonec (—aq)-nésobek prvniho sloupce ke

druhému.

a2 + asay + a?
2 201 1

a% + aza; + a%

1 as+a;
1 ag%*al

1 a,+ay afLJranalJra%

1 2 2
as +ap aj+ asar +aj
1 as+aq a%—i—agal—i-a%
1 2 2
an +a1 a; +apar +aj

1 a9 a%

1 a3z a3

1 a, a?

Vznikne Vandermondiv determinant pro as, as, . .

kon¢it uzitim indukéniho predpokladu.

V(ay,...,an) = (a2 —a1)(as

= (ag —a1)(as —a1)...(an —aq) H a; —a; =

Odvozeny vzorec plati i v pfipadé, ze aq, ..

n—2 n—3 n—2
Qo 2+a2 3a1—|—-~-—|—a1 )
as”“+ay Car+---+al”

n—2 n—3 n—2
a, “+a, "ar+---+ag

ag_Q 1 ay+a; a3
n—2 2
as 1 as+a; a3
-2 2
ay 1 a,+a a;
n—2
a
2
n—2
as
=V(ag,...,ay)
an—2

n

,an)

1<i<j<n

—a1)...(ap —a1)V(ag,...

2<i<j<n

., Gn, takze viypocet mizeme do-

., 4y NEjsou navzajem ruzné, protoze

pak mé& Vandermondova matice dva stejné fadky, takze jeji determinant je nulovy,

stejné jako vyraz [[, o, <, aj — a;.

Cvicéeni

1. Vypoctéte obsah rovnobézniku urceného vektory u, v.

2. Promyslete si detailné dtkaz tvrzeni 7.3.

3. Najdéte vsechna FeSeni rovnic ar = 8, ra = 8 a any = 3, kde a, 8,7 € Sio.

a=(15327)(46), B=(239104)(78), v=(17)(26)(45)

4. Dokazte, Ze pro kazdou mnozinu X a permutaci m € Sx je zobrzeni f : Sx — Sx
definované ptedpisem f(p) = 7~ ' p7 vzajemné jednoznacéné.

5. Dokazte, Ze pro libovolné k € N mé permutace mpr ' na koneéné mnoziné X v zapisu
pomoci nezavislych cykli stejny podet cykli délky k jako permutace p. Odvodte z toho,

ze stejné tvrzeni plati pro permutace mp a

P
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6. Oznacme k pocet cykla v cyklickém zapisu permutace m € S,, (pocitame i cykly délky
1!). Dokazte, ze sgn(r) = (—1)""k,

7. Vypiste z definice vyraz pro determinant matice fadu 4.

8. Najdéte vzorec pro determinant ¢tvercovych matic A = (as;) Fadu n takovych, Ze
ai; = 0 kdykolivi >n+1—j.

9. Necht A je blokové horni trojuhelnikova matice, tj. matice tvaru

A | Az | ... | Agr
0 | A2 | ... | Aor
A= ,
0 0 | A
kde Ai1, Asa, ..., Arr jsou Etvercové matice (ne nutné stejného radu). Dokazte, ze det (A) =

det (Au) det (Agz) ...det (Arr).
10. Z ptedchoziho cviceni by se mohlo zdat, ze determinanty muzeme pocitat blokoveé.
Neni tomu tak. Naleznéte matici

A | Arz
A=
( Ag1 | A2z )
se ¢tvercovymi bloky takovou, ze det (A) # det (Ai1) det (A22) — det (A12) det (A21).
1

11. Dokazte, Ze pro regularni matici A ¥addu n plati det (adj (A)) = det (4)" .
12. Dokazte tvrzeni 7.25
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Shrnuti sedmé kapitoly

(1) Je-li A = (a;;) matice faddu 2 nad télesem T, pak definujeme determinant
det A jako skalar a11a22 — A12021.

(2) Geometricky vyznam absolutni hodnoty |det A| determinantu matice A =
(aj]az) fadu 2 je obsah rovnobézniku uréeného vektory ap, as.

(3) Je-li A = (a;;) matice fadu 3 nad télesem T, pak definujeme determinant
det A jako skalar

11022033 + A21032G13 + A31G12023 — 110432023 — A31022013 — A21A12033 .

(4) Geometricky vyznam absolutni hodnoty | det A| determinantu matice A =
(a1]az]as) fadu 3 je objem rovnobéznosténu uréeného vektory a,as, as.

(5) Permutaci na mnoziné X rozumime vzajemné jednoznaéné zobrazeni X —
X. Mnozinu vSech permutaci na mnoziné X zna¢ime Sx. Pro mnozinu
permutaci na mnoziné X = {1,2,...,n}, kde n je pfirozené ¢islo, také
pouzivame znaceni S,,.

(6) Permutace 7, p na mnoziné X mizeme slozit (jako zobrazeni), sloZeni 7 p
je opét permutace na X. Inverzni zobrazeni p~! k permutaci p € Sx je
opét permutace na mnoziné X. Identické zobrazeni :x na mnoziné X je
permutace na X.

(7) Sklddéni permutaci na mnoziné X je bindrni operace na Sx, kterd ma
nasledujici vlastnosti.

(a) Pro libovolné , p,0 € Sx plati n(po) = (np)o.
(b) Pro libovolné m € Sx plati idx 7 = widx = =.
(c) Pro libovolné 7 € Sx plati wm 1 lr =idy.

(8) Permutaci na koneéné mnozingé X muzeme zapsat bud tabulkou nebo gra-
fem.

(9) Cyklus délky k je permutace na X spliwujici 7(z1) = 22, 7(x2) = w3, ...,
m(Tg—1) = g, 7(xx) = x1 a7w(y) = y prokazdé y € X\{x1,29,...,2%}, kde
Z1, Ta, ..., T jsou po dvou rizné prvky X. Zapisujeme m = (21 3 ... T).

(10) Cykly nazgyvame nezdvislé, pokud jsou mnoziny prvka vyskytujici se v cyk-
lech disjunktni.

(11) Transpozice je cyklus délky 2, tj. permutace tvaru 7 = (z y).

(12) Kazdou permutaci na koneéné mnoziné X lze zapsat jako slozeni nezavislych
cykli. Tento zapis je jednoznaény aZ na pofadi cykli (a cykly délky 1).

(13) Cyklickym zdpisem rozumime rozumime zapis pomoci nezavislych cykla s
vyznacenymi pevnymi body, naptiklad

m=(173)(2648)(5) .

Pokud pevné body neuvadime, hovorime o redukovaném cyklickém zdpisu.
(14) Kazda permutace na koneéné mnoziné je sloZzenim transpozic.
(15) Je-li X konefnd mnoZina, 7 € Sx a (z y) € Sx, pak pocet cyklt v permu-
taci (x y)m a m se lisl o 1 a pocet sudych cykli v permutaci (z y)w a 7 se

vvvvv

=TT

(16) Pro libovolnou permutaci 7 na kone¢né mnoziné X nastane jedna z nésle-
dujicich moznosti:
(a) Kazdy zapis 7 jako slozeni transpozic obsahuje sudy pocet transpozic.
To nastane pravé tehdy, kdyz pocet cyklt sudé délky v (redukovaném)
cyklickém zapisu permutace 7 je sudy.
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(b) Kazdy zapis 7 jako sloZeni transpozic obsahuje lichj pocet transpozic.
To nastane pravé tehdy, kdyz pocet cyklt sudé délky v (redukovaném)
cyklickém zapisu permutace 7 je lichy.

Permutace 7™ na koneéné mnoziné X se nazyva sudd, pokud nastane moz-
nost (1) z pfedchoziho bodu. Rovnéz fikadme, Ze znaménko m je 1 a piSeme
sgn(m) = 1.

V opacném piipadé je m lichd, m& znaménko —1 a piSeme sgn(w) = —1.
Necht X je kone¢nd mnozina a m, p € Sx. Pak plati

(a) sgn(idx) =1,

(b) sgn(r~!) = sgn(n) a

(c) sgn(mp) = sgn(m) sgn(p).

Pro libovolnou mnozinu X a permutaci 7 € Sx jsou néasledujici zobrazeni
vzajemné jednoznacna:

(a) f:Sx — Sx definované piedpisem f(p) = p~1,

(b) g: Sx — Sx definované predpisem g(p) = 7 p,

(¢) h:Sx — Sx definované ptedpisem h(p) = p.

Disledkem predchoziho bodu je, Ze pocet sudych permutaci konecné mnoziné
s n > 2 prvky je stejny jako poéet lichych permutaci a rovna se tedy n!/2.
Je-li A = (a;;) Ctvercova matice nad télesem T Fadu n, pak definujeme
determinant matice A predpisem

det (A) = Z Sgn(ﬂ-)aﬂ(l),laﬂ'(Q),Q - Qr(n)n -
TES,

Je-li A = (a;;) horni trojihelnikovéd matice fadu n, pak det (4) = a11a22 - . . G-
Pro libovolnou &tvercovou matici A plati det (A) = det (AT).

Pro libovolnou matici A = (a;;) fadu n plati
det (4) = Z SgN(T)A1 7 (1)02,7(2) - - - Cp,m(n) -
TESy
Pro étvercovou matici A = (a;;) = (ai]---|a,) fadu n nad T, libovolny
vektor b = (by,...,b,)7, kazdé j € {1,...,n} a skalar t € T plati
(a) det(a] - |aj1|aj+blajii|---|an) = det(an|---|aj1|aj|aj 1] JanH

det(ai]---|aj_1|blaj1]- - -[an),
(b) det(ai] --|aj_1ltajlaj1]---Jan) = tdet(ai]---|aj_1|ajlaj 1] an) =
tdet A.
Prohozeni dvou fadka ¢tvercové matice A = (a;;) zméni znaménko det A.
Podobné prohozeni dvou sloupcti matice A zméni znaménko det A.
Mé-li matice A = (a;;) = (ai]---|a,) nad T dva stejné sloupce, plati
det A = 0.
Pfi¢teme-li v matici A = (a1]---|a,) ndsobek jednoho fadku (sloupce) k
jinému Fadku (sloupci), determinant det (A) se nezméni.
Pro kazdou elementarni matici F a libovolnou matici A, obé fadu n, plati
det(EA) = det(E) - det(A).
Ctvercova matice je regularni prave tehdy, kdyz det (A) # 0.
Pro libovolné matice A, B fadu n nad stejnym télesem plati det (AB) =
det (A) det (B).
Je-li A regularni matice, pak det (A™!) = det (A1
Cramerovo pravidlo. Je-li A = (a;]...|a,) reguldrni matice fadu n a j €
{1,2,...,n}, pak j-t4 slozka vektoru feSeni x = (x1,x2,...,x,) soustavy
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Ax =Db je
det (AJ)
Tj = ———=
7 det (A)
kde A; je matice, kterd vznikne z A nahrazenim j-tého sloupce vektorem
b, tj.
Aj = (a1|a2| N |aj,1|b|aj+1| N |an) .
Je-li A = (a;;) étvercova matice fadu n a 4,j € {1,2,...,n}, pak algebraic-
kym doplikem (téz kofaktorem) prvku a,; matice A rozumime skalar
mij = (=1)"7 det (M;;)

kde M;; je matice Tadu n — 1, ktera vznikne z A vynechanim i-tého fadku
a j-tého sloupce.

Véta o rozvoji podle sloupce. Je-li A étvercova maticefadunaj € {1,2,...,n},
pak
n
det (A) = Z i iMGj = G15M15 + A25M2j + - + QpjMpj -
i=1

Kofaktorovd matice ke ¢tvercové matici A = (a;;) je matice M = (my;)
tvofend algebraickymi doplitky prvkl a;;. Adjungovand matice k matici A
je matice M7 transponované ke kofaktorové matici M, znac¢ime ji adj (A)
Véta o falesném rozvoji. Je-li A ¢tvercova matice faduna j, k € {1,2,...,n},
J # k, pak
n
0= Zaijmik = ai1jmig + az;Mog + -+ + QpjMnpk -

i=1

Pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati
adj(A) A=A adj(A) =det(A) I, .

Specialné, pokud A je regularni, pak

-1 _ adj (4)
det (A)
Uloha na nalezeni polynomu stupné nejvyse n — 1 s koeficienty v télese T,
ktery mé predepsané hodnoty v n bodech a4, as,...,a, € T vede na feseni
soustavy linedrni rovnic a matici
1 a a3 ... a’f_l
1 ay a3 ... ay !
1 a, a2 ... a*!

Tato matice se nazyva Vandermondova matice a jeji determinant Vander-

monduv determinant uréeny prvky ai,aso, ..., ay,.
Hodnota Vandermondova determinantu urceného prvky aq,ao,...,a, je
H aj — Qg .
1<i<j<n
Vandermondova matice uréend prvky aq, as, ..., a, je regularni pravé kdyz

jsou prvky ai,as,...,a, navzajem rizné.



LINEARNI ALGEBRA 267

Kliéové znalosti ze sedmé kapitoly nezbytné pro prubéiné sledovani
prednasek s pochopenim

(1)

2

)

Geometricky vyznam determinantu matic fadu 2 a 3.

Definice permutace a skladani permutaci, jejich zakladni vlastnosti.
Znaménko permutace, znamenko inverzni permutace a znaménko slozeni
dvou permutaci, sudé a liché permutace.

Definice determinantu, rovnost det (A) = det (A)”, determinant trojthel-
nikové matice.

Vliv elementarnich tprav matice na hodnotu jejiho determinantu.

Véta o soucinu determinantti.

Matice je regularni pravé kdyz ma nenulovy determinant.

Véta o rozvoji determinantu podle fadku nebo podle sloupce.
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