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Realita

1 Néco z historie

Na prelomu 19. a 20. stoleti se zacal hojné rozsifovat elektricky proud do rGznych koutl svéta. Aby se
rozsvitily Zarovky v kazdé domdcnosti, bylo potfeba postavit elektrické vedeni, které by elektricky
proud vyrabény v elektrarnach zprostfedkovavalo. | Cesi si tehdy museli poloZit zasadni otazku: ,Kudy
elektrické draty povedou?” Samoziejmé je dlleZité usetfit co nejvic materialu, ale na druhou stranu
by bylo vhodné vedeni zavést do vSech obci.

S podobnym problémem se uz ale lidstvo setkalo o néco dfive, kdyz se zacala rozsifovat zelezniéni sit.
V té dobé taky bylo zZaddouci, aby kazda dvé mésta daného regionu byla dosazitelna, oviem
s minimalnimi naklady na vystavbu.

Dany problém lze Fesit velmi efektivné s pomoci jednoduchého matematického modelu.

Matematicky model

2 0ddil definic

2.1 Ohodnoceny graf
Jednoduchy graf = usporadana dvojice mnoziny vrcholG a mnoziny hran. Kazdda hrana je
dvouprvkovou mnozinou, jejimiz dvéma prvky jsou pravé prvky mnoziny vrcholld daného grafu.

Ohodnoceni hran = zobrazeni mnoZziny hran do néjaké mnoziny ohodnoceni hran, jejimiz prvky jsou
realna cisla. Ohodnoceni kazdé hrany se jinak nazyva vaha dané hrany.

Ohodnoceny graf = usporadana trojice mnoZziny vrcholli, mnoziny hran a zobrazeni ohodnoceni hran.

2.2 Soubor definic pro kostru grafu

Cesta v grafu

Necht G = (V,E) je graf. Cestou délky n v grafu G nazyvame libovolnou posloupnost

(vo, €1, V1, €2, Vg, v\, Un_1, €n, V), kde v; jsou navzajem rzné vrcholy grafu G proi € {0,1, ..., n}
avie{l,.., n}:e ={v;_1,v;}, e € E.Znaéime ji B,.




Souvislost grafu
Graf G = (V,E) je souvisly pravé tehdy, kdyZ pro kazdé dva vrcholy x, y € V existuje v grafu G
cestazx doy.

Pozndmka: U nesouvislého grafu H nazyvame souvislé ¢asti, ze kterych se graf sklada, komponenty
souvislosti grafu H.

Nesouvisly graf na obrazku obsahuje dvé komponenty

souvislosti, kazda z nich je cyklus délky 3.

Poznamka: Kazdy souvisly neprazdny graf ma pravé
jednu komponentu souvislosti. (Cely graf.)

souvisly graf nesouvisly graf

Cyklus v grafu

Necht G = (V, E) je graf. Cyklem (kruznici) délky n v grafu G nazyvame libovolnou posloupnost
(vo, €1, V1, €2, Vg, vy Un_1,€n, Vo), kde v; jsou navzajem razné vrcholy grafu G pro {0,1, ..., n — 1}
avie{l,.., n}:e =1{v;_1,v;}, € € E. Znatime ho C,.

Strom
Stromem nazyvdme kazdy neprazdny souvisly graf, ktery neobsahuje cyklus.

Graf na obrazku je stromem, protoze je neprazdny
a neobsahuje zadny cyklus.

Poznamka: Lze vidét, Ze pro néj plati |[E| = |V]| — 1,

coz plati pravé tehdy, kdyz graf je stromem.

Kostra grafu
Necht G = (V,E) je graf. Kostrou grafu nazveme libovolny stromT = (V,E'), kde E' C E.

Na obrdzku je jedna ze ¢ty koster grafu, ktery jsme vidéli
na obrazku u definice cykld. (Kostra je ¢ervené zvyraznéna.)

Pozndmka: Kazdy strom ma jedinou kostru, ktera obsahuje
vSechny jeho hrany i vrcholy.



3 Problém hledani minimalni kostry grafu

3.1 Potrebné definice
Podgraf
Necht G = (V,E) je graf. Graf H = (V',E") je podgrafem grafu G pravé tehdy, kdyz plati V' € V

' /4
c
aE'cCEn (2 )
Poznamka: Zvyraznéna cesta, cyklus i kostra na obrazcich vyse jsou podgrafy plvodniho grafu.

Minimalni kostra

Necht G = (V,E) je souvisly ohodnoceny graf s nezapornymi vahami hran w(e;), ..., w(ey),

kde n = |E| a e; jsou navzajem rizné hrany grafu G pro i € {1, ...,n}. Nejmensi kostrou grafu G je
takovy podgraf T = (V,E") grafu G, ktery ze viech moznych podgrafii grafu G ma nejmensi soucet
hodnot w(e;) pro vsechny i, takové, Zze e; € E'.

(Jinymi slovy takovy podgraf T = (V,E'), kde vyraz Y .cg w(e) nabyva nejmensi hodnoty.)

Na obrazku je souvisly graf s kladnym ohodnocenim hran.
Cervené jsou znazornény hrany jeho jediné minimalni kostry.

Pozndmka: Pfipomernime Ze kazda kostra grafu obsahuje
vSechny jeho vrcholy.

3.2 Otazka

Jak zaru€ené najit minimalni kostru libovolného souvislého grafu s kladnym ohodnocenim hran?
Na tuto otdzku ndm odpovi nasledujici algoritmy.
3.3 Algoritmy pro nalezeni minimalni kostry grafu

3.3.1 Jarnikiv algoritmus
e Necht G = (V,E) je souvisly neprazdny ohodnoceny graf. Poloime E, = @ a Vy = {v},
kde v je libovolny vrchol G.

e Dokud existuje alespon jedna hrana vyhovujici nize popsané podmince, opakujme:

1. Naleznéme hranu e; = {x;,y;} € E nejmensi mozné véhy z takové mnoziny hran,
zex; €Vi_qay; V\Vi_q.

2. PoloZme nové mnoZinyV; =y; UV,_1aE; =e; UE;_;.

o T=(V,E) = (V,Ey-1) je minimdlni kostra grafu G.

Poznamka: M(ze se stat, Ze mame na vybér, kterou hranu podle algoritmu zvolime. V takovém
pfipadé hranu volime ndhodné, a tedy se vystup muze lisit pfi pouZiti toho stejného algoritmu



dvakrat (od za¢atku) na stejny vstup. Mohutnost mnoziny hran budou vsak stejnou a pro oba vystupy
bude platit, Ze vystupni graf je minimalni kostrou vstupniho.

Znazornéni hleddni minimalni kostry pomoci Jarnikova algoritmu vidime na obrazku.

JarnikQv algoritmus

3.3.1.1 Diikaz sprdavnosti Jarnikova algoritmu

Je zfejmé, ze graf T = (V, E;) je kostra grafu G.

Necht ey, e,, ..., ejy|-1 jsou hrany T ocislované v tom poradi, v jakém je algoritmus pfidal do Ejy_4).
Necht pro spor neni T minimalni a necht T,,;;,, je minimalni kostra G.

Necht k je nejmensi index takovy, Ze e, & Tp,in- Pak vybereme T,,,;, tak, Ze k je co nejvétsi.
Pfiddme-li do mnoziny hran grafu T,,;, hranu e,, novy graf zfejmé obsahuje kruznici; oznaéme ji C.
Necht V' je mnoZina vrcholl pfidanych do V; v prvnich k — 1 iteracich (tedy po pfidani e,_, do E;).
Kruznice C obsahuje hranu e a jednu dalsi hranu e’ spojujici V' s V\V'.

(Pro ulehéeni zapisu predpokladejme, ze w: E — (0; =) je kladné ohodnoceni hran grafu G.)
Srovnejme w(e") s w(ey):

1) w(e") < w(ey):
Spor s tim, Ze algoritmus zvolil e;, misto e’.

2) w(e') >w(ep):
Spor, protoze pfidame-li do mnoziny hran grafu T,,;, hranu e, a odebereme-li hranu e’,
dostaneme zase kostru grafu G, ale s mensi celkovou vahou nez Ty, €0Z znamen3,
ze Typin nebyla minimalni kostrou grafu G.

3) w(e') =w(ey):
Pfiddme-li do mnoziny hran grafu T,,,;,, hranu ej, a odebereme-li odtud hranu e’, ziskame
minimalni kostru grafu G, ktera obsahuje vSechny hrany ey, e, ..., ), coZ je spor s tim,
Ze jsme volili T,,,;,, tak, aby k bylo co nejvétsi.

JelikoZ Zadna jind moZnost nem{ze nastat, nastava spor, a tedy T, cozZ je kostra grafu G nalezena
Jarnikovym algoritmem, je minimalni.

3.3.1.2 Dusledek Jarnikova algoritmu

Kazdy souvisly graf s prostym ohodnocenim hran ma pravé jednu minimalni kostru.
Tato kostra je jednoznacné urcend linedrnim usporadanim hran.

(Poznamka: Obecné vsak minimalni kostra jednoznacéné urcena neni.)
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3.3.2 Kruskalav (,hladovy“) algoritmus
e Necht G = (V,E) je souvisly ohodnoceny graf. Polozme E, = @.
e Dokud je to mozné, opakujme:
1. Naleznéme hranu e; € E \ E;_4 s nejmensi moZnou vahou takovou, Ze mezi hranami
jiz vybranymi (tj. mezi hranami z mnoZiny E;_;) nevytvofi kruZnici.
2. PoloimeE; =E;_{Ue;.
e Graf T = (V, E;) je minimalni kostrou grafu G.

Pozndmka: Podobné jako u Jarnikova algoritmu je nékdy moZné vybrat si z vice nez jedné hrany.
V kazdém pripadé bude vsak na vystupu minimalini kostra grafu G.

Poznamka: Pro prazdny graf G je vystupem také prazdny graf, tj. T = (@, @).

3.3.2.1 Diikaz sprdvnosti Kruskalova algoritmu

Nejprve musime dokazat, Ze algoritmus skutecné vytvori kostru grafu G.
%
2
hrany, které jsou jeho dopliikem do Uplného grafu na |V| vrcholech, nahradit za hrany

Bez Ujmy na obecnosti predpokladejme, Ze je G Uplny graf, tj. E = ( ) Pokud G uUplny neni, mizeme

s neporovnatelné vétsim ohodnocenim.
l. Dukaz vytvoreni kostry:

Vime, ze T je podgrafem grafu G.

Dale T zfejmé neobsahuje kruznici, protoze posledni hrana pfidand do kruznice by spojovala ten
samy podstrom a ne dva rozdilné, coz je podminkou pro ptidani nové hrany.

T nem(ze byt nesouvisly, protozZe hrany pfidané do T slucujici podstromy byly do T pridany.
ProtoZe T je souvisly a neobsahuje kruznici, je zfejmé, Zze T je strom.

ProtoZe T obsahuje vSechny vrcholy grafu G, je T kostra grafu G.

Il. Diikaz minimdini kostry:

Pro spor pfedpokladejme, Zze T je kostrou grafu G, ale neni minimalni. Ozna¢me T,;,;;, minimalni
kostru grafu G, kterd md co nejmensi pocet hran, které se nenachazeji v T. Index prvni hrany, kterd je
v T, ale neniv T,,;,, oznaCme k. Pak e, je prvni hrana, ktera by byla algoritmem pfiddna do T z téch,
které nejsou v Ty, (Hrany grafu T oznalené ey, e, ..., ey|—1 jsou sefazené v tom pofadi, v jakém je
algoritmus do grafu T pridal.)

Pak zfejmé bude graf T,,;;, tvofit kruZnici, pfidame-li do jeho mnoziny hran hranu ey,.

JelikoZ T je kostra, a tedy i strom, zfejmé neobsahuje kruZnici.

Proto musi nestromovy graf T,,,;,, obsahujici navic hranu e, obsahovat jesté hranu e’, ktera

v mnoZziné hran grafu T neni obsaZena. Ozna¢me takovy graf Trlefn

. v e ’ 7
Odebereme-li z mnoZiny hran grafu Tm’gn hranu e’, ziskdme zase kostru grafu G.
Celkové ohodnoceni hran této kostry vSak nemuze byt mensi nez celkové ohodnoceni hran grafu

Tpnin, @ proto nemize mit e, mensi ohodnoceni nez e’.

Pfedpokladejme tedy, Ze ohodnoceni ey, je vétsi nez ohodnocenie’.

Pamatujme na to, Ze algoritmus hrany vybira v neklesajicim poradi jejich ohodnoceni.

Proto by byla hrana e’ testovana pro pfidani do T (Ci Ty,in) pfed hranou ey.

Tedy3di € {1, ...,k — 1}: ' = e;. To znamena, Ze v této fazi prabéhu algoritmu je zatim T = T,;p,.



ProtozZe pfidani hrany e’ do T,;;, nevytvofi kruznici, nemze vytvofit kruznici ani v T, jelikoZ jsou
zatim oba grafy identické. To je ale spor s tim, Ze e’ v grafu T kruZnici vytvofi.

Proto jsou ohodnoceni hran e’ a e, stejnd. Z pfedchozich tvah také plyne, Ze graf Trfl’;n, z jehoz
mnoziny hran odebereme hranu e’ je minimalni kostrou grafu G.

Pak ma ale tento graf o jednu spole¢nou hranu s T vic neZ s grafem T,,;;,, COZ je ve sporu s vybérem
Tmin tak, aby méla co nejmensi pocet hran, které se nenachaziv T.

ProtoZe jind moZnost nemUzZe nastat, je graf T, ktery byl nalezen Kruskalovym algoritmem, minimalni
kostrou grafu G.

3.3.3 Borivkiiv algoritmus
e Necht G = (V, E) je souvisly neprazdny graf s prostym ohodnocenim hran.
e  Vezméme vsechny vrcholy grafu G a povaZzujme je za samostatné komponenty.
e  Opakuj, dokud nemame pravé jednu komponentu souvislosti:
o Pro kazdou komponentu souvislosti proved:
= Najdi hranu z E' s minimalni vahou takovou, Ze vede z této komponenty
souvislosti do jiné, tedy takovoue; EE : ¢, ={x,y} © x € C; &y & C;, ¢;
ma nejmensi vahu z mnoziny vSech hran, pro které plati predchozi podminky,
kde C; je komponenta souvislosti, pro kterou takovou hranu hledame.
=  Spoj touto hranou komponentu souvislosti, ze které hrana vede, s jinou
komponentou souvislosti, do které hrana vede, tedy
proe; = {x,y},x € C;,y € C{ spoj hranou e; komponenty souvislosti C; a C;.
e Vysledna komponenta souvislosti bude podgrafem grafu G a zaroven jeho minimalni kostrou,
tedy T = (V,E"), kde E' je mnoZzina viech vybranych hran, kterymi jsme komponenty
souvislosti spojovali.

Poznamka: Diky prostoté funkce ohodnoceni hran grafu G spojovanim jednotlivych komponent
vybranymi hranami (s nejmensi moZnou vahou) nikdy nevznikne cyklus.

Poznamka: Pfi kazdé iteraci vnéjsiho cyklu se zmensi pocet komponent souvislosti alespon
o polovinu. (Pro nalezeni minimalni kostry mize stacit i pouha jedna iterace.)

3.3.3.1 Diikaz sprdvnosti Bortivkova algoritmu

ProtoZe algoritmus spojuje hranou vzdy 2 rlizné komponenty souvislosti a vykona to celkové

(IV| — 1)krat, bude pro T platit, Ze jeho mnozina vrchol(l je shodna s mnoZzinou vrchold grafu G,

a tedy bude mit mohutnost |V|, a jeho mnoZina hran bude mit mohutnost |V | — 1, coZ nutné
znameng3, ze T je strom, jelikoZ je graf T souvisly, protoZe obsahuje pouze 1 komponentu souvislosti
avime, Ze G byl souvisly. Proto je T kostra grafu G. (Poznadmka: Algoritmus by mohl vytvofit cyklus,
pokud by ohodnoceni hran nebylo prosté!)

ProtoZe hrany vybirame od té s nejmensi vahou, nemuze se nikdy stat, Ze by existovala hrana s mensi
vahou ne? ta, kterou jsme ptidali mi, s tim, Ze by splfiovala nutné podminky, tedy Ze by oba jeji
vrcholy byly z jiné komponenty souvislosti. Jinymi slovy by takova hrana nutné vytvofila v naSem
grafu cyklus. Z toho plyne, Ze vysledna komponenta souvislosti, a tedy graf T, nalezen Borlivkovym
algoritmem, je minimalni kostrou grafu G.



Zaver

4 VyuZziti

Uvazujme problém s elektrifikaci urcité oblasti, ktery byl popsan vyse. Vytvorime-li si souvisly
ohodnoceny graf G = (V, E), kde kazda obec z dané oblasti je zastoupena vrcholem v; € V s tim,
Ze kazdy usek spojujici dvé rizné obce, na kterém by bylo mozné elektrické vedeni vybudovat, je
zastoupen hranou e; € E s ohodnocenim w(e;) takovym, Ze w: E — R je funkce, ktera kazdé hrané
e; € E pfifadi takové prirozené Cislo, které odpovida zaokrouhlené ¢iselné hodnoté ceny vystavby
pfipadného elektrického vedeni na tomto Useku v korunach.

Aplikujeme-li pak na tento graf G jeden z vyse uvedenych algoritmu, pro ktery mame splnény
vSechny predpoklady, ziskdme minimalni kostru grafu G.

5 Interpretace vysledku

Hrany minimalni kostry grafu G sestaveného podle popisu vySe jsou pak v naSem daném regionu
pravé ty useky, kudy bychom méli elektrické vedeni vést, pokud chceme, aby vSechny obce z regionu
byli elektrickym vedenim propojeny a abychom co nejvic usetfili.

Podobné mlzZeme tento postup aplikovat na jakykoliv problém stejného typu.
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