Toky v sitich

. Uvod

Toky v sitich jakoZto obor zkoumany v ramci teorie grafl je vysoce prakticky vyuzitelny.
Zminéné sité totiz mohou byt v redlném Zivoté zastoupeny siti silnicni, Zelezni¢ni, vodovodni siti
a jakoukoliv jinou potrubni rozvodnou siti, stejné tak rozvodnou energetickou siti. Obecné bych to
nazval distribu¢nimi sitémi, kde dochazi k néjakym pohybim mezi uzly, tedy fecenym tokdm.

Takové sité se vyhodné reprezentuji grafy (jakymi a skterymi vlastnostmi viz
Il. Matematizace redlné situace), kde hrany budou tok/kapacita

intuitivné silnice, Zeleznice a podobné, tedy vrcholy ]

stok
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budou uzly, kde se schazi vice ramen sité, napriklad ® \.
silni¢ni  kfiZovatka nebo velice konkrétni cesky zdrojk /
Felezniéni uzel Ceska Trebova.

V téchto redlnych situacich sité nejcastéji

(o (. L -, Obrdzek ¢. 1

podléhaji zkoumani na maximalni tok v siti.
Zjednodusené a ndzorné predvést, co je tim mysleno, je snadné. Napfiklad u vodovodni sité je

vyhodné vyzkoumat, kolik nejvice vody mohu z bodu A poslat do bodu B, aniz by byla sit pretizena

nebo zbytecné nevyuzita.

II. Matematizace realné situace

a) Sit
Sit je hranové ohodnoceny orientovany graf G = (V, E), kde V je mnoZina
vrcholl rozdélenych na zdroj, stok a vnitini vrcholy a E je mnoZina hran, které jsou
ohodnoceny kapacitou a tokem. Dany graf G je navic i symetricky, tedy pro kazdé

dva vrcholy u, vz mnoZiny vrcholll V plati, Ze hrana uv &E pravé tehdy, kdyz vu €E.
b) Zdroj, stok a vnitini vrcholy

Zdroj je vrchol z, ze kterého proudi tok do sité, mUZe jich byt i vice. Stok je
naopak vrchol s, ve kterém se tok ze sité setkava, opét jich mlze byt vice. Ostatni

vrcholy mimo stoky a zdroje se nazyvaji vnitini vrcholy.



c)

d)

Kapacita

Kapacita hrany je funkce c: E - Ro’, to znamend, Ze kazda hrana je
ohodnocena nezapornym realnym cislem. Takové ohodnoceni ziskdvame spolecné
s grafem. Pro prevedeni na redlnou situaci si miZeme pod kapacitou hrany

predstavit u potrubni sité maximalni pratok nebo u datové sité propustnost dat.
Tok

Tok v hrané je funkce f: E = Ro", tedy i vtomto pripadé je kazda hrana
ohodnocena nezapornym realnym cislem. Zde se na rozdil od kapacity vice vyuziva
definici povoleny nulovy tok. Tok je v daném ¢ase skute¢né mnozstvi aut na silnici
nebo skuteéné mnoZstvi ropy v ropovodu, a to nula byva 121,

Tok nadale musi jakoZto funkce splfiovat nékolik podminek. Pro kazdou
hranu grafu G musi platit, Ze tok je mensi nebo roven kapacité hrany
(Ve €E : f(e) <c(e)). Tok musi byt vsouladu s Prvnim Kirchhoffovym zakonem
ve znéni ,Soucet vstupnich tokd do vnitfniho vrcholu se rovna soudtu vystupnich
tok( z vnitfniho vrcholu.“ B, Viylougeny jsou z téhle podminky pochopitelné zdroje
a stoky, pro které plati poupravené znéni.

Pro zdroj musi tok splfiovat, Ze vstupni tok je mensi nebo roven
vystupnimu toku a pro stok je to naopak, tedy zZe vstupni tok musi byt vétsi nebo
roven vystupnimu toku.

V pripadé toku Ize také definovat velikost toku (minéno pro cely graf) jako
soucet tok( ze zdroje. Nebot tok je ohodnoceni hrany vznikajici az v realnych
procesech v kapacitné ohodnocené siti, snazime se ho maximalizovat v souladu
s kapacitou a definici toku, pfedevsim Kirchhoffovym zdkonem. Takto dostavdame
problém hleddni maximalniho toku v siti 21,

Rezerva hrany

Rezerva hrany uddava zbyvajici kapacitu hrany, tedy jaky tok jesté mizeme
dodat k soucasnému toku, aniz bychom prekrocili kapacitu. Pracuje rovnéz
s tokem v opacném sméru, tedy plati r(uv) = c(uv) — f(uv) + f(vu), kde r(uv) je
rezerva hrany uv a vu je hrana opacna k uv, coZ ndm umoziuje zadana symetrie

sité (1,



Ill. Re$eni problému maximalniho toku

a) Fordiav - Fulkersoniv algoritmus

Fordav — Fulkersonlv algoritmus pracuje se siti G tak, Ze zkousi vSechny
cesty ze zdroje do stoku a postupné zlepsuje tok na hranach téchto cest za vyuziti
rezervy hrany. V grafu s vice zdroji a stoky Ize vyuZzit nasledujiciho zjednoduseni.
Zvolime pomocny zdroj a stok, které hranami pfipojime k plvodnim zdrojim
a stokim. Témto hranam dame kapacitni ohodnoceni nekonec¢no. Na takovy graf
pouzijeme Fordlv — Fulkerson(v algoritmus a z vystupu poté pouze odebereme
pfidany pomocny zdroj a stok 2114,

Algoritmus obvykle za¢indme s nastavenymi nulovymi toky na hranach, ale
obecné lze mit na hranach na pocatku algoritmu libovolny tok. Algoritmus probih3,
dokud ze zdroje do stoku Ize najit cestu, kde kazda hrana md nenulovou rezervu,
tedy Ze na této cesté jde vylepsit (zvysit) tok po celé jeji délce. V kazdé iteraci tedy
cestu s nenulovou rezervou vybereme a zkoumame ji ™.

Ale jak takovou cestu vybrat? Musime zacit od zdroje. VSechny vrcholy
v siti si oznacime za nenavstivené. Budeme sledovat orientaci budované cesty
pomoci +, - kvlli zdznamu cesty P. UloZime si i rezervy zkoumanych hran, to
se bude hodit o néco pozdéji. Budeme rovnéz postupné otevirat a zavirat vrcholy,
jak jimi budeme prochazet. Zdroj otevieme a pak v cyklu, dokud bude existovat
néjaky otevieny vrchol nebo zkoumany vrchol nebude stok, budeme zkoumat
nejdfive nasledniky a poté predchldce zkoumaného uzlu. Nejprve vSak zavieme
zkoumany uzel. Nasledniky zkoumame tim zplsobem, Ze pokud je naslednik
nenavstiven a tok na spojujici hrané je mensi nez kapacita hrany, tak ho otevieme
a zapiSeme orientaci hrany +. Predchldce zkoumdame odliSnym zpUsobem.
Otevieme takovy vrchol, ktery nenavstiven a tok z uzlu do predchlidce je nenulovy.
Orientaci hrany oznacime -. Pokud cyklus skonci a ndmi zkoumany vrchol neni stok,
neslo k nému dojit, neexistuje tudiz hledand cesta P ze zdroje do stoku .

Na kazdé nalezené cesté P nasledné zvolime hranu s nejmensi rezervou
a tuto rezervu si oznacme £, kde £ = min(r(uv), uv €P). V algoritmu tedy pro

kazdou cestu s nenulovou rezervou uréime £ a o tu zvySime tok na cesté, jde-li to



provést. Z toho je také patrné, pro¢ hledame na cesté nejmensi rezervu, abychom
ji mohli zvednout tok na celé délce cesty P.

A dalsi kroky musime provést pro kazdou hranu uv na cesté P postupné.
Zaprvé si pro hranu ur&ime hodnotu & znaéici minimum z toku na opaéné hrané
vu a nejmensi rezervy £ na cesté P, & = min(f(vu), £). Tato hodnota ndm pomaha
vyuzit symetricnosti sité a umoziuje ndm pouzit opacnou hranu vu k Upravé
naseho toku na hrané uv a nalezeni maximalniho toku, ktery primitivni algoritmus
na postupné prochéazeni viech cest bez znalosti pomocnych hodnot € a & nemusi
odhalit. Je tfeba zdlraznit, Ze v orientovaném grafu bereme opacnou hranu vu tak,
Zze md nulovou kapacitu i nulovy tok. Ale podle definice rezervy hrany je ddna
rezerva vu tokem hrany uv. Hodnota & nam tedy fikd, o kolik sniZit tok proti sméru
hrany, ktery podle symetri¢nosti sité vyuzit Ize, ale mnohdy jen teoreticky, nebot
mame vétSinou uréenou orientaci hran jednim smérem.

Déle je tfeba kazdé hrané na zkoumané cesté upravit tok a to v obou
smérech. Tok hrany vu upravime podle vztahu f(vu) = f(vu) - & a tok hrany uv
upravime podle vztahu f(uv) = f(uv) + £ - 8. V nékterych grafech nemusime ani
opacné hrany vyuZivat, pak & zGstava nulova a f(uv) upravujeme pouze o nejmensi
rezervu na cesté P. V jinych grafech ale mlzZeme za vyuziti opacné hrany najit cestu
P, kterd ma vSechny hrany s nenulovou rezervou, a tudiz mlzeme jeji tok zvysit
a upravit tak i dosud maximalni tok této sité.

KdyZz neni moZnost zkoumat Zadnou cestu P, neexistuje tedy dalsi cesta
s nenulovou rezervou na vsech jejich hranach, nemizeme Zadné cesté navysit tok
a nemuUZeme navysit ani dosud maximalni tok. Takovy tok povaZujeme

za maximalni. Pro doplnéni, myslime tim soucet tok( ze zdroje ™.



Ukdzka pseudokddu Ford — Fulkersonova algoritmus

Deklarace!”! c[1..N, 1..N] // matice kapacit
f[1..N, 1..N] // matice tokt
r[1..N, 1..N] // matice rezerv
E[1..N, 1..x] // matice soused(
Akt[1..N] // stav vrcholl

f := 0 na kazdé hrané sité G

dokud existuje cesta P s nenulovou rezervou na kazdé hrané proved
£ := nejmenSi rezerva na hrané cesty P
f := f + £ na kazdé hrané cesty P

pro kaZdou hranu cesty P proved
& := min(f[v][u], £)
flv][u] := f[v][u] - &
flullv] := f[u][v] + = - &
maximdalni tok fmax := soucet tokd na hranach ze zdroje

nalezeni cesty P s hranami s nenulovou rezervou
Akt [u] := ,nenavstiven” pro vSechny vrcholy sité G
Akt [z] := ,,otevren® //otevreli jsme zdroj
Opakuj Akt [u] := ,,zavien“ //u je libovolny otevreny vrchol, ktery jsme
zacali zkoumat
Pro nasledniky v uzlu u
Pokud Akt [v] := ,,nenavstiven® a f[u][v] < c[u][v] proved
Akt [v] := ,,otevien”
ZapiSeme orientaci + a rezervu r[u][Vv]
Pro predchlidce v uzlu u
Pokud Akt [v] := ,,nenavstiven” a f[v][u] > © proved
Akt [v] := ,,otevien*
ZapisSeme orientaci - a rezervu r[v][u]
Dokud existuje otevieny uzel u nebo zkoumany uzel neni stok[’

b) Edmondstv — Karptiv algoritmus

Tento algoritmus je implementaci Ford — Fulkersonova algoritmus, ale

narozdil od nasledujiciho Dinitzova algoritmu neméni princip, ale zachovava

postup, jen upravuje krok vybéru cesty ze zdroje do stoku se vSemi hranami

s nenulovou rezervou. Nevybird je totiz nahodné, ale bere takovou cestu

co nejkratsi. Provedeme to prochazenim sité do Sitky podobné jako v pfedchozim

algoritmu. Budeme zkoumat nasledniky a predchlidce, zaznamendvat orientaci

a také vzdalenost od zdroje.

Pomoci toho, ac¢ je asymptoticky casové pomalejsi nez Dinitzliv

a Goldbergllv algoritmus, je prakti¢t&jsi a rychlejsi pro fidké sité 1171,



c) DinitzGv algoritmus
Dinitzlv algoritmus je implementaci Ford — Fulkersonova algoritmu stejné
tak jako predchozi algoritmus, ale ve vylepseni asymptotické Casové sloZitosti
zachazi jesté dale. Zatimco ve Ford — Fulkersonové algoritmu jsme vylepSovali tok
pomoci cest ze zdroje ke stoku s hranami s nenulovou rezervou, zde budeme
maximalni tok vylepSovat vhodnym tokem g.
Pro potreby tohoto algoritmu si musime objasnit nékteré nové pojmy:
i. Sitrezerv
Sit rezerv k toku f, kterym ohodnocujeme hrany v siti G,
je sit H, tedy graf o mnoZiné vrchold V vcetné zdroje a stoku
a 0 mnoziné hran E ohodnocenych rezervou hrany & st 1,
ii.  Blokujici tok
Tok f je blokujici, jestlize pro kazdou orientovanou cestu
P ze zdroje do stoku existuje uv €P takova, ze fluv) = c(uy) & =53,

Prvnim krokem se shoduje s Ford — Fulkersonovym algoritmem, a to
inicializaci hran nulovym tokem, od kterého algoritmus zapoéneme. Nasledné pro
kazdy tok f v prabéhu algoritmu (véetné nulového) budeme ve druhém kroku
vytvéret sit rezerv H podle definice a v ni poté smazeme pfi prohledavani do Sirky
vSechny hrany s nulovou rezervou.

Treti krok je zasadni pro ukoncovani algoritmu. V promazané siti rezerv je
tfeba nastavit / jako délku nejkratsi vzdalenosti ze zdroje do stoku (nejmensi pocet
hran na cesté ze zdroje do stoku). Pokud / nabude konkrétni hodnoty, algoritmus
déle pokraduje =54l Ve chvili, kdy | nabude hodnoty nekone&no, neexistuje mezi
zdrojem a stokem cesta. Je potieba se zamyslet, pro¢ tomu tak je. Protoze v dalsi
fazi algoritmu budeme hledat zlepSujici tok g pomoci rezerv, tak zprava, Ze v siti
rezerv se nelze dostat po Zadné cesté ze zdroje do stoku, fika, Ze pfi toku f mame
v siti hrany s nulovou rezervou, a tudiZ nelze f pomoci g vylepsit a je nutné f
nastavit jako maximalni tok a algoritmus kongi (& =st-31,

Ale ted se zaméfme na pokracovani algoritmu, kdy mame konkrétni
hodnotu / a cesta ze zdroje do stoku existuje. Nyni je potfeba prodistit sit H.
Nejdfive si vrcholy rozvrstvime podle vzdalenosti od zdroje. Takto usporadané
vrcholy vyuzijeme k Cisténi. Zaprvé sit procistime od vrstev vrchol( za stokem. Ty

nam nebudou jisté k uZitku, protoze za stokem ve vzdalenosti vétsi nez | bychom



blokujici tok g v prociSténé siti J a zaroven zlepsujici tok v siti G nehledali. Stejné
tak procistime i zpétné hrany do predchozich vrstev (tedy ve sméru od stoku
do zdroje) a hrany ve vrstvach. Takovymi hranami jisté nepovede nejkratsi cesta
délky /.

Nakonec vycistime sit i od vrchold, ze kterych dal nevede jiz Zadna cesta,
tedy Ze maji stupen pro orientované vystupni hrany nulovy. Odstranujeme je
postupné, dokud néjaky takovy vrchol mame. Kdyz odstrafiujeme takovy vrchol,
musime kontrolovat, abychom odstranili vSechny hrany vedouci do takového
vrcholu, a zda vrchol, ze kterého vedla odstrafiovand hrana, nema po nasem
zasahu nulovy stupen pro vystupni hrany. Pokud ano, musime s nim pocitat pro
smazani ze sité stejnych zplsobem [& ~st-4],

V takto procisténé siti J hledame blokujici tok g, o ktery zvySime tok f v siti
G. Opét nastavime tok g jako nulovy. A dokud existuje orientovana cesta P
ze zdroje do stoku, tedy dokud nemdme blokujici tok, tak opakujeme nasledujici
kroky. Musime projit postupné vsechny takové cesty. V kazdé cesté potfebujeme
urcit hodnotu £, tedy minimum vyrazu r(e) — g(e) ze vSech hran cesty. Zminény
vyraz je v siti J kapacita hrany zmensena o tok na hrané, tedy zjistili jsme nejmensi
rezervu hrany na celé cesté. Logicky o ni zvySime tok na vSech hranach cesty P.

Ted je potieba zkontrolovat, zdali néjakd hrana svym novym tokem
nedosahla své kapacity. Pokud dosahla, smazeme ji a nové upravime a procistime
sit J podle vzoru ¢isténi, které uz bylo v predchozi ¢asti algoritmu. Ve chvili, kdy uz
po prerovnani sité J nebude existovat orientovana cesta P, je cesta mezi zdrojem
a stokem blokovana. V tu chvili nastaveny tok g oznacime za blokujici a zlepSime
pomoci néj tok f v plvodni siti G.

Pak opét pokracujeme krokem s tvorbou sité rezerv H pro novy tok f
a pokracujeme skrze tento cyklus, dokud (jak uZ bylo feceno) nedojdeme
ke zjisténi, ze nejkratsi délka / ze zdroje do stoku v siti rezerv je nekonecno, tedy

7e neexistuje, a neozna&ime f za maximalni tok v siti G & =551,



Ukdzka pseudokddu Dinicova Algoritmu

Deklarace c, r, f, E podle deklarace ve Ford - Fulkersonové algoritmu
r je zaroven matice kapacit pro sit H, 3J
E€ je matice sousedl pro sit H
E€‘ je matice sousednosti pro sit J
d[1..N] // pole vzdalenosti vrcholu od zdroje
g[1..N, 1..N] // matice tokd v siti 3J

f := 0 na kazdé hrané sité G
dokud neni cyklus zrusen dodatecnou podminkou o délce 1 proved
ze sité G vytvor sit rezerv H
prohledej do Sirky sit rezerv H
pokud r[u][v] = © proved
smaz uv
prohledej do sSirfky promazanou sit rezerv H a
d[v] := vzddlenost zkoumaného uzlu v od z
pokud zkoumany uzel = stok proved
1l := nejkrat3i cesta ze z do s, nejméné hran
pokud skonc¢ilo prohleddvdni do $irfky a zkoumany uzel <> stok proved
l :=
pokud 1 = « proved
konec cyklu // v siti rezerv neni cesta ze z do s, nelze
vylepsit maximalni tok
procistime sit rezerv H a vytvorime procisténou sit J
usporadat vrcholy podle vzdalenosti od z
pokud d[v] > 1 proved // vrcholy ve vrstvach za stokem

smaz v

pokud d[v] < d[u] proved // zpétné hrany
smaz uv

pokud d[v] = d[u] proved // hrany v jedné vrstvé
smaz uv

pomoci fronty odstranime vrcholy v: deg.(v) = @ (stupen pro
hrany vedouct ven)
zarad do fronty vrcholy v: deg.(v) = ©
dokud neni prazdna fronta proved
odeber v z fronty
smaz v
smaz vSechny f[u][v]
pokud deg.(u) = © proved
pridej u do fronty
g := 0 na kazdé hrané sité J // hledame blokujici tok g
dokud existuje orientovand cesta P ze z do s proved // prohledanim
sité do hloubky

£ := min(r[u][v] - g[u][v], ze vSech hran v cesté P)
Pro kazdou hranu uv
g =g+ ¢

pokud r = g proved
smaz hranu
vy€isti sit J // podle vzoru c¢isténi sité rezerv H

g := blokujici tok
f:=f+g
maximdalni tok fmax := soucet tokd na hranach ze zdroje

8



d) Goldberguv algoritmus
Posledni zminovany algoritmus vyuZivd jeSté jiného principu neZ
modifikace Ford — Fulkersonova algoritmu a Dinitz(iv algoritmus. Zakladni verze
Goldbergova algoritmu je stejné asymptoticky Casové sloZitd jako Dinitzlv
algoritmus (O(MN?)), kde M je polet hran a N je pocet vrchold. Nejvyrazné;si
odliseni od predchozich algoritm( je ohodnoceni hran tzv. vinou, ktera se jevi
nadsazené oproti skute¢nému toku a zmensovanim ho upravujeme na skute¢ny
maximalni tok. | zde ale musime jesté predstavit nové definice pro pochopeni
tohoto algoritmu:
i) Prebytek
Mame-li sit G stokem f a néjakym vrcholem
vz mnoZiny vrchol Vsité G, pak f 4(v) nazyvdme pFebytek
ve vrcholu va je definovan jako rozdil sou¢tu viech toki
pritékajicich do v a souctu tokd odtékajicich z v.
i) Vina
Funkce f: E - R*oje vinou v siti G, pokud dana funkce
spliuje dvé podminky. Zaprvé Ze vina na Zadné hrané
neprekroci kapacitu hrany (Ve € E : f(e) < c(e)). Zadruhé Ze
prebytek v kazdém vnitinim vrcholu je nezdporny
(W eV\{z s}:f%v)=0).
iii) Vyska vrcholu
Funkce h: V = N se nazyva vyska vrcholu a pfifazuje
podle algoritmu pfirozena cisla vrcholim. Pohyb prebytku
umoznuje pouze z vrcholu s vétsi vyskou do vrcholu s nizsi
vyskou. To aby se nam algoritmus nezacyklil =5t 1,

A ted ksamotnému algoritmu. Nejdfive musime inicializovat nékteré
hodnoty. U vSech vrcholli nastavime vysku O, ale zdroj ohodnotime poctem
vrcholl v siti, abychom zajistili, Ze bude vidy nejvyse. Stejné tak u vSech hran
nastavime nulovou vinu, ale pro vSechny hrany ze zdroje nastavime vinu pro danou
hranu jako nejvyssi moZnou, tedy rovnou hodnoté kapacity hrany. Déle pak tuto
vinu povedeme skrz celou sit a budeme se snazit ustalit toky na hranach.

Nasledujici ¢ast algoritmu probihd v cyklu. Dokud existuje vnitini vrchol u,
ktery md nenulovy prebytek, cyklus probihd. Zjednodusené, ve chvili, kdy maji

vSechny vnitfni vrcholy nulovy prebytek, jsou viny v siti ustdleny, nemame kam co



pfesouvat a v zavislosti na tom upravovat rezervy na hranach a tok v siti, tudiz
soucet tok( ze zdroje pak tvofi maximalni tok ==t~ 2,

Ale pokud existuje popsany vrchol u, pak zkoumame, zda existuje vrchol
v takovy, Ze hrana uv md nenulovou rezervu a vyska h(u) > h(v), tedy spliiuje
podminku pro presun prebytku. Pak ho pfesuneme z u do v. Jak to udélame?
Ur&ime tok & jako minimum z pfebytku vrcholu u a rezervy hrany uv (pokud je
dostatecnd rezerva hrany, posleme cely prebytek, jinak nam nezbyva nez jen vyuzit
co nejvic dané rezervy). Pak tento urceny tok prevedeme, jak jsem zminoval. Tim
také upravime pFebytky na obou vrcholech. Na u klesne o hodnotu & a na v vzroste
o hodnotu &. Déle upravime rezervu hrany uv. Samoziejmé ji snizime o hodnotu
8, tedy zvy$ime tim tok na dané hrané. Témito Upravami se pravé nastavuji
a ustaluji hodnoty tok( na hranach vsiti G B =" 1, [ze vtomto cyklu pfidat
i zrychlujici kritérium pro vybér vrcholu s prebytkem. Nebudeme ho vybirat
nahodné, ale budeme vidy zkoumat v daném cyklu ten vrchol u s prebytkem, ktery
ma nejvétsi vysku h(u). Pak mlGZzeme dosahnout asymptotické ¢asové sloZitosti
O(N?) [9. - str. 7]

Mohlo by se ale stat, Ze najdeme vrchol s deklarovanym prebytkem, ktery
ale nemlUzeme do Zadného vrcholu v poslat. Pak musime jednu z podminek
upravit. Do rezervy hran zasahovat nebudeme, budeme upravovat vysku vrchold.
Kdyz tedy mame vrchol u s prebytkem, ktery nemame kam presunout, jednoduse
zvySime vysku h(u) o 1.

AZ dojdeme do chvile, kdy Zadny vnitfni bod nema nenulovy prebytek,
nemdame co presouvat a upravovat a tok f jako soucet tokl ze zdroje nastavime

jako kyZeny maximalni tok 1% =s 2],

Ukdzka pseudokddu Goldbergova algoritmu

Deklarace c, r, f, E podle deklarace ve Ford - Fulkersonové algoritmu
h[1..N] // pole vysek vrchold
f 2[1..N] // pole prebytkl ve vrcholech

h := @ pro vSechny vrcholy sité G

h[z] := N
f := 0@ pro vSechny hrany sité G
f[z][u] := c[z][u] pro vSechny hrany ze zdroje

dokud existuje vnitrni vrchol u: f 2[u] > © proved
pokud existuje v: r[u][v] > @ a h[u] > h[v] proved
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& := min(f 2[u], r[u][v])
f 8u] := f 2[u] - &
f 8[v] := f %[v] + & // pPesuneme prebytek z u do v
rfu][v] := rlu][v] - &
flul[v] := f[u][v] + &
jinak h[u] := h[u] + 1

maximdlni tok fmax := soucet tokl na hrandch ze zdroje

IV.

Aplikace v praxi

Jak uZ jsem v uvodu zminoval, teorie tokd v sitich se da prevést na jakoukoliv
prenosovou sit, od obecné dopravni sité, pres datovou a elektrickou, az po rozvodné potrubni
sité. Pomoci popsanych algoritmi dokazeme najit maximalni tok v dané siti na zakladé znalosti
kapacity hran i ptipadné pocatecni situace tokd v siti. V ¢asti o Ford — Fulkersonové algoritmu
jsem popsal, jak se vyporadat i s vice zdroji a stoky. MOzZeme tak snadno urcit, kolik ropy lze
vypustit z rafinérie do sité k dalsim uzlGm, aby nedoslo k poskozeni ropovodu. Stejné tak Ize
urcit, kolik maximalné dat Ize prenést z jednoho pocitace pres dostupnou sit do druhého. Také
dokazeme oveérit, jestli kapacitné
dostaduje silni¢ni sit mezi dvéma
uréenymi meésty pfi ocekdvané
hustoté dopravy.

Mimo tyto ocekdvané

a intuitivni aplikace teorie tokl
v siti a hledani maximalniho toku je Obrdzek é. 2

dobré zminit i jeden ne uplné

zjevny. A to hleddni maximalniho parovani v bipartitnim grafu. Pro pfipomenuti, co je bipartitni
graf, jen kratce shrnu, Ze bipartitni graf je takovy graf, jehoZ mnozinu vrcholll Ize rozdélit
na dvé mnoziny, kdy Zadné dva vrcholy z jedné mnoZiny nejsou spojené hranou. A parovani
v takovém grafu je podmnozZina hran takova, Ze Zzadné dvé hrany takového parovani nesdileji
vrchol [10. - str. 14]_

A nalezeni maximadlniho parovani provedeme nasledovné. Bipartitni graf upravime
na sit s jednim zdrojem a stokem. Za jednu mnozZinu vrchold v grafu vlozime zmineny zdroj,
za druhou mnoZinu vrcholll v grafu vloZime zase stok. Zdroj a stok spojime se vSemi vrcholy
ptislusnych mnoZin 1, V§em hrandm déame kapacitu 1 (to vie viz obrazek &. 2). Avsechny hrany

zorientujeme od zdroje ke stoku. Pak na takovou sit vypustime algoritmus na hledani

maximalniho toku. KdyZz najdeme maximalni celociselny tok v siti, do parovani vloZzime ty
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hrany, které maji jednotkovy tok. Ty s nulovym tokem vynechame. Je zfejmé, Ze hrany vybrané

do parovani nesdileji vrcholy, nebot ze zdroje pfitéka nejvyse jednotkovy tok a do stoku odtéka

nejvyse jednotkovy tok. To podle Kirchhoffova zakonu ukazuje na to, Ze tyto dva vrcholy jsou

pouze na jedné hrané s jednotkovym tokem vybrané do parovani a na Zzadné jin

é [4.] [10. —str. 14].
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