Rezolucni metoda ve vyrokové logice s aplikaci na logické
programovani

Vit Fojtik
1 Uvod

V informatice je v mnoha pripadech potfeba feSit problémy, které se zakladaji na presnych
pravidlech, ze kterych je tfeba néco vyvodit, nebo ovéfit. Takové ulohy se Casto objevuji
v oblastech jako je automatické dokazovani, pocitacova lingvistika, uméla inteligence, automatické
planovani, nebo databazové systémy. V téchto pfipadech je moZné pouZit metody béZného
proceduralniho programovani, ale to mutze vést k tézkopadnym a malo prizptisobitelnym
programum. Efektivné se pro feSeni téchto problémti da pouzit logické programovani.

Logické programovani pouziva predikatovou logiku jako zaklad svych programi. V této praci
se omezim na jeden z nejrozsitenéjSich jazykt logického programovani, Prolog. Jeho programy se
skladaji z pravidel a faktti. Pravidla maji obecné tvar:

H o= B], ceey Bn.

kde H, B;, ..., B, jsou predikatové atomy. Takové pravidlo lze interpretovat dvéma zptisoby,
bud’ deklarativné: ,,Pokud plati B; a ... a B, pak plati H,” nebo proceduralné: ,,Pokud vyfeSime
problémy By, ..., B, pak jsme vyreSili problém H”. Napriklad:

Savec(X) :- Kocka(X)

miiZe byt pouZito jako procedura pro ovéreni, Ze néjaké X je savec, tak, Ze ovéiime, Ze X je kocka,
nebo jako procedura pro nalezeni X, které je savec, nalezenim X, které je kocka.

Fakta jsou v Prologu tvaru:
H.

Po formulaci pravidel a faktd mtZeme programu klast dotazy typu ,,Spliiuje A formuli P(X)?”
nebo ,,Ktera X spliuji P(X)?”, na které program vypiSe odpovéd. Prolog je deklarativni jazyk,
tj. programator nefidi béh programu, jen urci cile vypoctu a za pribéh rudi interpret jazyka.

Nyni pro ilustraci uvedu jednoduchy ptiklad programu v Prologu z [1], ktery ukazuje zakladni
moznosti dotazovani:

has(jack,apples).
has(ann,plums).
has(dan,money).
fruit(apples).
fruit(plums).

| ?- has(jack,apples). /* does Jack have apples? */

yes.

| ?- has(X,plums). /* who has plums? */

X = ann

| ?- has(X,apples),has(X,plums). /* does anyone have apples and plums? */
no.

| ?- has(X,Y),not fruit(Y). /* does anyone have something else? */

X =dan

Y = money



V riznych implementacich Prologu se miZe algoritmus pro vyhodnoceni dotazt lisit, ale
vSechny pouZivaji SLD rezoluci. SLD rezoluce je logické odvozovaci pravidlo, které vyuziva
Hornovy formule a je specialnim pfipadem rezoluc¢ni metody.

2 Rezoluce

Rezolu¢ni metoda je odvozovaci pravidlo, pouzitelné jako dikazovy systém ve vyrokové
i predikatové logice (v této praci se omezim pouze na vyrokovy pripad). ProtoZe rezoluce
predpoklada formule v konjunktivné normalnim tvaru (CNF), nejprve zadefinuji potfebné pojmy.

Definice: Formuli 1 nazyvame literdlem, pokud je vyrokovym atomem, nebo jeho negaci
(tj.1=p vV 1=-p, p € At). (Disjunktivni) klauzuli rozumime disjunkci literalti (diky asociativité
a komutativité disjunkce nezéalezi u klauzule na potadi literald). Formule je v konjunktivné
normalnim tvaru, pokud jde o konjunkci klauzuli.

Véta (bez diikazu): Pro kazdou formuli existuje ekvivalentni formule v CNF.

Rezolucni metoda se pouZiva pro ukazani spornosti (obvykle konecné — ale ne nutné) mnoZziny
klauzuli. Takovou konecnou mnozinu je mozné ekvivalentné chapat jako konjunkci jejich prvki,
tedy formuli v konjunktivné normalnim tvaru.

Rezolucni pravidlo ma nasledujici tvar (z [4]):
aV...Va_i1VeVaaV...Vag, 1 V...Vbj_1V-aeVbua V...Vp
@ V...Va i Vaa V...Vaga Vb V... Vi1 Vb V... Vb

kde a; a b; jsou literaly a c je atom.Tedy pokud n€jaka klauzule obsahuje opacny literal k literalu
obsazenému v jiné klauzuli, 1ze odvodit spojeni téchto klauzuli s vynechanim danych literald.
Vyslednou formuli nazyvame rezolventou predchozich formuli. Specidlnim ptipadem jsou pak dvé
jednoprvkové klauzule:
P, 7P
1L

kde z atomu a jeho negace 1ze odvodit spor. Pfi pouZiti rezoluce pro dokazovani formuli se cilova
formule zneguje, prevede do CNF a poté se opakovanym pouZitim rezoluc¢niho pravidla dojde ke
sporu. Takovy rezolu¢ni kalkul je korektni i dplny. Pro ilustraci uvedu rezolu¢ni diikaz formule

(=P A~Q) MGAT) =P AT) (P A~q) (P AQ), jejiZ negace je (p V@) A(~q Vi) A(p V-T) (=P VG AP V~q):
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Pro presnost definuji rezolucni diikaz i formalné.

Definice: Rezolucni diikaz klauzule C z mnoZiny klauzuli T je posloupnost Cy, ..., C,, kde C,=C a
pro kazdé i < n je C; prvkem mnozZiny T, nebo rezolventou C; a Ci pro néjaké j,k <.

Véta (bez ditkazu): Pro klauzuli C a mnoZinu klauzuli T plati: T |: C, pravé kdyzZ existuje rezolu¢ni
dikaz Cz T.

3 Varianty rezoluce a Hornovy formule

Nyni postupné vybuduji zvlastni pripady rezoluce aZ po SLD rezoluci.

Definice: Diikaz klauzule C z mnoziny klauzuli T linearni rezoluci je posloupnost dvojic (Co, By),
.+s (Cy1, By), kde C je rezolventou C,.; a By.1, Gy je prvkem T, pro kazdé i > 0 je C; rezolventou Ci



a Bi; a pro kaZdé i je B; bud’ rovno C; pro néjaké j < i, nebo je prvkem T.

Linearni rezoluce tedy nafizuje, aby vZdy jedna z formuli, na které aplikujeme rezolucni
pravidlo, byla bud’ z mnoZiny pfedpokladti T, nebo aby byla jednou z predchozich rezolvent. Tim
se zakazuje stromovité vétveni rezolucnich diikazi. Kazdy diikaz linearni rezoluce lze prevést na
dikaz obycCejné rezoluce a naopak, takZe linearni rezoluce je opét korektni a uplna. Napriklad
linearni verze predchoziho ditkazu by mohla vypadat takto:
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Véta (bez dilkazu): Pro klauzuli C a mnoZinu klauzuli T existuje rezolucni diikaz C z T praveé kdyz
existuje diikaz C z T linearni rezoluci.

V dal$im kroku budeme poZadovat, aby jedna z formuli byla pfimo z mnoziny pfedpokladi (tedy
zakaZeme, aby byla néjakou predchozi rezolventou).

Definice: Dilkaz klauzule C z mnoZiny klauzuli T LI rezoluci je posloupnost dvojic (Co, By), ...,
(Ci1, Bna), kde rezolventou C,.; a B, je L, Co = C, pro kazdé i > 0 je C; rezolventou C;.; a B a pro
kazdé i je B; prvkem T. Klauzuli C; nazyvame i-ty cil a B; i-td bo¢ni formule.

LI rezoluce sice je korektni, ale jiZ neni tiplna. Je tiplna jen pro tzv. Hornovy formule.

Definice: Klauzuli nazveme Hornovou, pokud obsahuje nejvySe jeden pozitivni literdl. Hornova
formule je konjunkce Hornovych klauzuli.

Pravidlo je Hornova klauzule obsahujici pravé jeden pozitivni literal a alespon jeden negativni.
Faktem nazyvame jednoprvkovou (Hornovu) klauzuli obsahujici pouze pozitivni literal. Cil je
Hornova klauzule, ktera neobshuje pozitivni literal.

Véta (bez dtikazu): Pro C cil a T mnozZinu Hornovych klauzuli plati: pokud T |= C, existuje dtikaz C
z T LI rezoluci.

Nyni si miZeme vSimnout, Ze programiim v Prologu odpovidaji Hornovy formule sloZené jen
z pravidel a faktid (takovym formulim budeme fikat programy). Napftiklad pravidlo

H:- By, ..., Bn
miZeme interpretovat jako formuli
(bi A... Aby) - h,
ktera je z vlastnosti implikace ekvivalentni
=(b; A... Aby) Vh,
coz je dle De Morganovych zakoni ekvivalentni Hornovu pravidlu
=b; V... Vab, Vh.

Zjevné lze na Hornova fakta prevést fakta Prologu. Cile potom v Prologu odpovidaji dotaziim.
Dotazy maji na vyrokové dirovni obecné formu

?- D1y <.y Dny
¢imZ vlastné poZadujeme, aby Prolog dokazal formuli

J % A... /\pn



(z formuli daného programu). Po vzoru dokazovani rezolu¢ni metodou se formule zneguje na cil
_|p1 V... V_‘pn,

a pokud se z ni podafi odvodit spor, Prolog vrati yes. Nyni prozkoumame, jak se pfipadny spor
odvozuje. Nasledujici varianty rezoluce se jiZ nebudou myslenkou prilis liSit od LI rezoluce, ale pro
algoritmické pouZiti je tfeba presné specifikovat technické detaily.

Zatim jsme sice diky asociativité a komutativité disjunkce nebrali v tivahu poftadi literalti v
klauzuli, ale v pocitaci se klauzule reprezentuji jako usporadané seznamy literali, takZe je nutné
rezolucni pravidlo poupravit.

Klauzule programu jsou pouze pravidla a fakta, tedy kaZzda obsahuje pravé jeden pozitivni literal.
Byva zvykem tento literal fadit jako prvni v seznamu. Potom ma pravidlo obecné tvar

(pi, Q1 - TqQn)-
Véta: Pokud je C cil a T program, pak v dtikazu C z T LI rezoluci je cil kazdého kroku Hornovym
cilem.
Diikaz: Indukci dle i dok4zZu tvrzeni pro i-ty cil. Pro i = 0 plyne tvrzeni z predpokladu. Pokud je Ci.
cil a B fakt nebo pravidlo, pak vSechny jejich literdly jsou negativni, krom prvniho literalu Bi..
Tento literal se tedy musi pouZit k rezoluci a neobjevi se v rezolventé C;, ktera tudiZz bude mit
vSechny literaly negativni.

Predchoziho tvrzeni vyuziva nasledujici definice.

Definice: Dikaz LD rezoluci je dikaz LI rezoluci, ve kterém v kazdém kroku rezolventa aktualniho
cile (=p1, ..., 7Pi-1, 7Pi, 7Pi+1, ---» 7Pn) @ bocni klauzule (p;, —q, ..., 7qm) j& (—P1, -.-s “Pi-1, 71y ooy "qrmy
TPit1y -eey _'pn)-

LD rezoluce je tedy varianta LI rezoluce, ktera specifikuje poradi literali v rezolventé. Dalsi
zbyvajici zaleZitosti je volba literalu z aktualniho cile, pres ktery se bude v dalSim kroku rezolvovat.
V mnoha pripadech se voli prvni literal seznamu, ale nékteré interprety Prologu pouZivaji jina
selekcni pravidla, kterd umoZziuji pozménit pribéh rezoluc¢niho algoritmu.

Definice: Selekcni pravidlo je libovolné zobrazeni R, které kazdému cili C priradi pfirozené cislo
R(C), které je mensi neZ pocet literalti v C. (NejcCastéjsi pravidlo je dano predpisem R(C) = 0 pro
libovolny cil C)

Definice: Dtikaz SLD rezoluci dle selek¢niho pravidla R je diikaz LD rezoluci, ktery v i-tém kroku
rezolvuje pres R(Cy)-ty literal klauzule C;.

Véta (bez dtikazu): Pro C klauzuli a P program plati: existuje dilkaz C z P LI rezoluci, pravé kdyz
existuje diikaz C z P SLD rezoluci.

Z predchozi véty plyne, Ze SLD rezoluce je tiplna pro dotazy na programy v Prologu.
4 SL.D strom

Posledni nevyteSenou soucasti algoritmu je volba bocni klauzule. V i-tém kroku se urci literal,
pres ktery se bude rezolvovat, ale v programu se mtiZe nachéazet vice pravidel a faktd, které dany
literal obshuji. MoZnosti, jak tuto klauzuli zvolit, generuji implicitni strom zvany SLD strom, ktery
definuji induktivné.

Definice: SLD strom pro pocatecni cil C, program P a selek¢ni pravidlo R je definovan:
1. V kofeni je cil C.

2. Pokud C; je klauzule ve vrcholu stromu a B je klauzule z P, jejiZ pozitivni literal je opacnym
literalem k R(Cj)-tému literalu klauzule C;, pak dany vrchol ma syna obsahujiciho
rezolventu C; a B.

3. (Neexistuji jiné vrcholy, neZ vzniklé pravidly 1. a 2.)



Skutecny vypocet tedy spociva v prochazeni SLD stromu, bud dokud se nenajde vrchol
obsahujici spor (pak Prolog vrati yes.), nebo dokud neni prohledan cely strom (Prolog vrati no.).
Nasledujici priklad z [3] ukzuje vlevo program s dotazem a vpravo SLD strom pro selek¢ni pravidlo
R(C) = 0. (Pro spor se zde uziva symbol )

p - q.r. ( 'Jf”

p.— 8. 2 / \“—\

q. 2 | g, 1) (—s)

q:=s. - Sl - N

r (=) (=8, =r) (—t) U
s:— L. j | - / \ /)
S. 7 O (—t, —r) (—r)
i I
O

Jednotlivé interprety se lisi ve zptisobu prohledavani SLD stromu. ProtoZe ale strom nemusi byt
konecny (kvili cyklickym pravidlim), nezachovavaji nékteré zptisoby prohledavani (napf.
prohledavani do hloubky) tplnost, coZz ilustruje nasledujici ptiklad z [3]:

=",

_. | q
r—g @ /7N
q. ; '/I u

- N
O

5 Rezolucni algoritmus

Na zavér této prace uvedu priklad schématu konkrétniho algoritmu pro SLD rezoluci, ktery
pouziva pravidlo R(C) = 0 a prohledava SLD strom do Sirky.

Algoritmus: (C je zadany cil, P program, Rezolventa(C;, C,) je funkce dle definice LD rezoluce, F
fronta)

1. Pro kaZzdé B z P proved”: {

2. Pokud B[0] = C[0], zaFad na konec F vysledek Rezolventa(C, B); }

3. Dokud F neni prazdna {

4 Ze zacatku F odeber G;

5. Pokud je G prazdna (spor), vypiS “yes.” a ukonci ptogram;

6 Jinak pro kazdé B z P proved”: {

7. Pokud B[0] = G[0], zafad’ na konec F vysledek Rezolventa(C, B); } }
8. Vypis “no.”

Takovy algoritmus je sice jednoduchy, ale kviili nahodilé volbé bocnich klauzuli bude
neefektivni.
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