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1 Uvod

Jednym z najaktuélnejSich problémov stucasnosti je prenos informacii. Informacie vzdy
putuju cez nejaké fyzikalne prostredie, ktoré sa nazyva kanal. Vzhl'adom k obrovskému mnoz-
stvu prenaSanych dat, aj pri pokrocilych technolégiach prenosu dochiddza k Sumu, ktory skre-
sl'uje prenaSand informéciu. V principe, v sprave dochadza k chybam. Teéria kédov sa za-
obera detekovanim a odstrafiovanim chyb, ktoré pri prenose informécie kandlom vznikaju.
[1]

Princip tedrie kddov je zaloZeny na tom, Ze k povodnej sprave pripojime kontrolné znaky,
ktoré nemaja Ziadnu obsahovi hodnotu pre prijimatela, ale umoZiiuji ndm overit, ¢i nebola
sprava poskodena. Inak povedané, ak prijmeme spravu, ktora svojou Struktirou nezodpoveda
systému kédovania, vieme detekovat chybu a pripadne aj zistit, aka bola najpravdepodobne;j-
Sie povodna sprava. Pri dobrom kédovani vieme tak pri malom mnozZstve chyb ziskat spravnu
spravu bez potreby jej opdtovného odoslania.

Uz samotné detekcia chyb ma v redlnom svete Siroké spektrum vyuZitia, napriklad v rod-
nych cislach alebo Cislach kreditnych kariet. UmozZiiuje odhalif preklepy alebo falzifikaty.
Korekcia chybne odoslanych spriv sa pouZiva v mobilnej komunikécii, CD prehravacoch,
¢iarovych kodoch alebo pri komunikacii s vesmirnymi sondami. [4]

Cielom tedrie kddovania je vymyslief sposob ako rychlo prenasat velké mnoZstvo infor-
maécii s ¢o najmenej chybami. Zrejme ale nie je mozné optimalizovat vSetky aspekty tejto
komunikécie. Tvorba vhodného kddu sleduje tieto ciele:

1. rychle zakddovanie a dekdédovanie spravy

2. jednoduchy prenos spravy

3. detekcia a oprava chyb vzniknutych pri prenose

4. maximélny prenos mnozZstva informécie za jednotku ¢asu

KTacovy je pritom zvicsa prave treti aspekt, ktorého optimalizacia via¢Sinou nie je v stlade
so zvySnymi ciel'mi, predovSetkym so Stvrtym z nich. [3]

KedZe je cielom preniest ¢o najviacSie mnozstvo informécii (¢iZe symbolov, ktoré ju ob-
sahuji) a k nim pripojit ¢o najmenej kontrolnych symbolov, chapeme prenosova rychlost
informaécie pri pouZiti daného kddu ako pomer informacnych symbolov ku vSetkym.

Teodria Clauda Shannona z roku 1948 dosiahla presnejSie vysledky ohladom toho, aké
mnozstvo informacii s ¢o najviac opravenym chybami je mozné preniest za jednotku Casu.
Shannon vo svojej teorii odvodil, Ze pre dany kanal s istou hladinou Sumu existuje teoreticka
maximalna hodnota prenosovej rychlosti, pri ktorej dokdZeme opravit vSetky chyby. Toto
¢islo sa nazyva kapacita kanalu alebo Shannonov limit. [8]

Shannon navyse vo svojej tedrii dokazal, Ze pri prenosovej rychlosti nizsej ako kapacita
daného kanalu vZdy existuje kdd, pri pouZiti ktorého je pravdepodobnost, Ze chybu nedoka-
Zeme opravit, tak mal4, ako potrebujeme (inak povedané, mensia nez I'ubovolné kladné ¢).
Zaujimavé je tiez, Ze plati, Ze pri vysSej prenosovej rychlosti nie je moZné tento stav dosiah-
nuf. Dokaz tejto vety vSak neukazuje Ziadny spdsob, ako zostrojif takto spolahlivy kod, ktory
je pouzitelny v praxi. Ukazuje vSak, Ze ma zmysel sa ako konstrukciu takéhoto kddu pokusat.

[71[8]



2 Matematicky model kodovania

2.1 Predpoklady

Ako je typické pre elektronické komunika¢né kanaly, za slovo budeme povazovat sek-
venciu nil a jednotiek vopred uréenej dizky, pri¢om jeden znak slova nazyvame cifra alebo
symbol. Kédom budeme rozumiet mnoZinu slov, pricom slova z tejto mnozZiny nazyvame
kodovymi slovami. Kazdé kdédové slovo obsahuje dva druhy cifier — informac¢né symboly,
ktoré obsahuji spravu a kontrolné symboly, ktoré nenesu obsah, ale pomahajti odhalovat a
opravovat chyby.

Budeme pracovaf s predpokladom, Ze odosielatel’ prostrednictvom komunika¢ného ka-
nalu odoslal nejaké kédové slovo, ktoré je postupnostou nil a jednotiek. Rovnako je na dru-
hom konci kanélu prijatd postupnost nil a jednotiek rovnakej dizky, ktora sa ale nemusi zho-
dovat s odosielanou a nutne nepredstavuje kodové slovo.

Pre zjednodusenie tieZ o¢akavame, Ze je rovnako pravdepodobné, Ze sa poskodi ktorakol-
vek cifra nezavisle od jej hodnoty a umiestnenia, pricom tieto javy na jednotlivych cifrach sa
navzajom nezavislé (to nie je velmi typické pre chyby ako st Skrabance na CD a pod.).

Predpoklady boli prevzaté zo zdroja [1].

2.2 Jednoduché priklady samoopravnych kédov
2.2.1 Paritny kod

Jednoduchy spdsob ako pristipif k zistovaniu chyb je jednoducho vyslat jednu cifru na-
vySe, ktord nebude niest informéciu, ale upovedomi prijimatela o poskodeni spravy. Najza-
kladnej$im kédom s touto vlastnostou je tzv. paritny kod. Funguje na principe, Ze sa ku
kazdému slovu pripoji cifra O alebo 1 tak, aby obsahovalo vZdy parny pocet cifier 1. Napri-
klad spravu 0101 vysleme s kontrolnym symbolom ako 01010 a spravu 0100 vySleme ako
01001. Pre slovo dizky n bude prvych n — 1 symbolov predstavovat informa&né symboly a
posledny symbol bude kontrolny. Prenosova rychlost kodu je preto v tomto pripade =1 2]

Tento kéd zrejme dokéze odhalif 1 chybu, pretoze ak by bol v prijatom slove bol pocet
jednotiek neparny, pri prenose doslo k chybe. Zaroveri si mdZeme v§imnuf, Ze chybu opravit
nevieme, pretoZe chyba na kazdom zo symbolov je rovnako pravdepodobna.

2.2.2 Opakovaci kod

Asi najprirodzenejs$i spdsob, ako odhalitf chybu, popripade aj nejakd opravit, je vyslaf
bloky informacii opakovane (pouZijeme tzv. opakovaci resp. n-opakovaci kéd, n zavisi od
poctu opakovani). Napriklad spravu 01 vysleme ako 0101. Druha polovica symbolov je kon-
trolnd, rychlost prenosu je preto 1/2. Opiat dokaZeme rozpoznat, ¢i pri prenose spravy doslo k
jednej chybe, pretoZe sa informac¢na a kontrolné ¢ast slova nebudi zhodovat. Chybny symbol
vSak urcif nevieme. Napriklad, ak by sme prijali spravu 0100, je rovnako pravdepodobné, Ze
povodna sprava bola 0000 ako, ze bola 0101. [2]

Situacia sa zmeni v pripade, Ze spravu zopakujeme az dvakrat, teda zniZime rychlost pre-
nosu na 1/3 a vysleme slovo 010101. Ak by prijimatel’ dostal slovo 011101, vie, Ze doslo k
chybe. Zaroven vSak mdze predpokladaf (kedZe ocakavame rozumni spolahlivost kanéla),
Ze je pravdepodobne;jsie, Ze chyb bolo ¢o najmenej. V tomto pripade bolo teda najpravdepo-
dobnejsie odoslané slovo 010101. [2]



2.3 Algebraicky pristup k praci so slovami

Pre zjednoduSenie price s niektorymi algebraickymi operaciami (typicky so s¢itanim slov
alebo pri préci s maticami) mdZeme slové dizky n chapat ako vektory vektorového priestoru
Z5. épeciélne rozliSujeme nulové slovo, ktoré je vlastne nulovym vektorom o obsahujicim
len cifry 0 na vSetkych poziciach.

2.4 Hammingova vzdialenost a vaha

Pri opravovani chybnych slov na spravne, je ddlezité, ako vel'mi sa potencialne odosielané
slova liSia od prijatého. Definujeme preto pojem Hammingova vzdialenost slov (resp. len
vzdialenost’) ako pocet cifier, v ktorych sa dve slova liSia, znac¢ime d(v,u) pre dve slova
rovnakej dizky v a u. Pojem Hammingova vaha slova v (alebo len vaha), potom vyjadruje
vzdialenost slova v od nulového slova, ¢o znac¢ime wt(v). Napriklad slovo 010111 mé vahu
4 a jeho vzdialenost od slova 010100 je 2.

Hammingova vzdialenost predstavuje druh metriky, v tomto pripade je to metrika na slo-
vach. To plati vd'aka tomu, Ze spiﬁa d(v,v)=0,du,v) =d(,u)ad(u,v)+d(v,w) > d(u, w)
pre Tubovol'né slova u, v, w rovnakej dizky. Prvé dve vlastnosti platia zrejme z definicie, po-
sledna plynie z toho, Ze ak sa slova u a w liSia v i-tom znaku, potom sa v fiom liSia bud u a
v alebo v a w. Preto plati, Ze ak i-ta pozicia prispieva k hodnote d(u, w), tak prispieva aj k
hodnote d(u, v) resp. d(v, w). [2]

Pri identifikovani, v ktorych cifrach sa slova liSia, sa pouziva pojem chybovy vzor (angl.
error pattern). Tym je pre dané slovd v a w slovo u = v + w, ktoré spiiia, Ze ma cifry 0 na
poziciach, kde sa slova zhodujt a 1 na poziciach, kde nie. Ekvivalentne plati (z aritmetiky v
telese Z,) v = w+u a w = v+ u. VSimneme si tieZ, Ze d(v, w) = wt(u). Napriklad chybovy
vzor pre slova 010111 a 010100 je 000011. [1]

Pri danom kéde je dolezité poznal minimalnu vzdialenost medzi kédovymi slovami. De-
finujeme preto minimalnu vzdialenost kodu ako minimum zo vzdialenosti medzi vSetkymi
dvojicami kédovych slov. Napriklad minimalna vzdialenost paritného kédu alebo 2-opako-
vacieho kddu je 2, pri 3-opakovacom kdéde je to az 3.

2.5 NajpravdepodobnejSie odoslané slovo

Pokial by bol kanél, ktorym informéciu prenaSame, dokonale spolahlivy, nepotrebovali
by sme samoopravné kédovanie. Ked'Ze taky komunikacny kanal neexistuje, ocakavame, Ze
pravdepodobnost, Ze sa odosielana cifra pri prenose neposkodi, je ur¢ena pravdepodobnostou
p. Mozeme predpokladat, Ze 1/2 < p < 1, pretoZe kanal s p = 1/2 je nepouzitelny pre
praktické ucely a zvy$né moZnosti sa daji previest na tento pripad. Hodnotu p je spravidla
pre konkrétny kanal narocné urcit, teria kddovania je vSak na jej presnej hodnote nezavisla.

Vzhladom k uvedenym predpokladom, uvazujeme, Ze pravdepodobnosf, Ze odosielané
slovo sa prijme ako nejaké iné slovo, zavisi len od toho, v kolkych cifrach sa liSia. Pre dané
slova v a w je tento pocet d(v, w) = wt(u), kde u je chybovy vzor v a w. Pravdepodobnost, Ze
pri odosielani slova v sme dostali slovo w, zna¢ime P(v, w), tak méZeme jednoducho vyjadrif
ako

P(U, LU) — pn—wt(u)(l _ p)wt(u)

kde n je dizka slov v a w.



Nech u, v st dve kodové slova, w je prijaté slovo, d; = d(u,w) a d, = d(v, w). Nech
d, > d, . Potom platia nasledujtice tpravy (vyuZivame, Zze p > 1 — p):

dy—d,
(L) <1
l-p

P = ph < pR(1 - p)*©
P(u,w) < P(v,w)

Z toho plynie, Ze najpravdepodobnejsie odosielané slovo je to, ktoré ma najnizsiu vzdialenost
k prijatému slovu zo vSetkych kédovych slov. Odvodenie bolo prevzaté zo zdroja [1].

2.6 Princip kédovania a dekdodovania

V pozicii odosielatela vychadzame z toho, Ze mame zoznam vSetkych moZnych sprav
dizky k, ktoré mdZeme chcief kandlom odoslaf. Néasledne v zavislosti od pouZitého kédova-
nia pripojime k tejto sprave nejaké cifry, pri¢om vznikne slovo dizky n, ktoré by malo byt
kédovym slovom. Toto slovo posleme kanalom prijimatelovi.

V pozicii prijimatela po prijati slova dizky n vyhodnotime, & je prijaté slovo kédovym
slovom. Ak ano, je najpravdepodobne;jsie, Ze slovo nebolo poSkodené. V opacnom pripade
vieme, Ze doSlo k chybe. VSeobecnejsie, po prijati slova vyhodnotime, ktoré kodové slovo
mé od prijatého slova najnizsiu vzdialenost. Toto kédové slovo vyhodnotime (na zaklade
zaveru z Casti 2.3) ako odoslané slovo. V pripade viacerych rovnako vzdialenych slov mdéZeme
podla potreby rozhodnif, ¢i poZadujeme opidtovné odoslanie spravy alebo z nich vyberieme
nahodne.

Stoji za zddraznenie, Ze tymto spdsobom sa nemusime vzdy dopracovat k spravnej sprave,
dopracujeme sa len k najpravdepodobnejsej verzii. V praxi, pokial maja prijaté a pravdepo-
dobne odosielané slovo privelku vzdialenost, méZeme pozadovat opdtovné zaslanie slova, aj
ak sme chyby dokézali podl'a nasej tedrie opravit jednoznacne.



3 Ako funguji samoopravné kody

3.1 Detekcia chyb

V tejto Casti ukdZeme, ako zavisi od vlastnosti kddu, kol'ko chyb vie odhalif. Hovorime, Ze
kod odhali (detekuje) chybu, v§eobecnejsie, odhali nejaky chybovy vzor u, pokial pre vSetky
kédové slova v, plati, Ze v + u nie je kddovym slovom. Inak povedané, ak na zasielanom ko-
dovom slove v nastant chyby podla vzoru u, prijimatel odhali, Ze prijaté slovo nie je kddové,
¢ize detekuje chybovy vzor u. Ak kéd chybovy vzor odhal'uje, nemusi nutne chyby, ktoré vzor
na slove spdsobil, lokalizovat a opravovat (¢iZe urcit o aky chybovy vzor ide), urcuje len, Ze
k chybe doslo.

MnoZstvo chyb, ktoré kéd dokaze odhalit, zavisi od jeho minimalnej vzdialenosti. Uva-
Zujme kod, ktorého je minimalna vzdialenost d. Uvazujme tieZ nejaky nenulovy chybovy vzor
u, ktory ma vahu najviac d —1 a kédové slovo v. Potom d (v, v+u) = wt(v+v+u) = wt(u) < d.
KedZe miniméalna vzdialenost kodu je d, vieme, Ze v +u nie je kddové slovo. Tento kdd preto
odhal'uje chybovy vzor u.

Zaroven dokaZzeme zvolif dvojicu slov v a w, ktorych vzdialenosf uréuje minimalnu vzdia-
lenost kédu. Ich chybovy vzor u ma potom vahu d a zarovein ho kéd neodhal'uje, pretoZe
w = v + u je kddové slovo.

Z tychto Gvah plynie, Ze tento kod dokéze odhalif vSetky nenulové chybové vzory, ktorych
vaha je najviac d — 1, ¢ize dokédze odhalif azZ d — 1 chyb. Navyse, existuje aspoil jeden chybovy
vzor vahy d, ktory neodhali.

Napriklad paritny kéd s miniméalnou vzdialenosfou 2 dokaze odhalif jednu chybu a 3-
opakovaci kéd s minimélnou vzdialenostou 3 az dve, kedZe aspon jeden blok obsahujici
spravu ostane stile zachovany.

Informécie v tejto podkapitole boli ¢erpané zo zdroja [1].

3.2 Korekcia chyb

Pocet chyb, ktoré vie kod opravif, opaf zavisi od jeho minimalnej vzdialenosti. Hovorime,
Ze koéd opravuje chybovy vzor u, ak pre vSetky kédové slova v, plati, Ze slovo v + u ma
mensiu vzdialenost od slova v neZ od kazdého iného kédového slova. V principe, pokial sa
na slove v pri prenose poskodia cifry, ktoré determinuje chybovy vzor u a prijaté slovo bude
stale najbliz§im slovom k odosielanému, budeme spravne predpokladat, Ze toto slovo bolo
odoslané, ¢ize dokaZeme chyby opravif.

Uvazujme preto koéd s minimalnou vzdialenostou d a dve rd6zne kédové slova v a w. Uva-
Zujme tieZ chybovy vzor u, spliujuci wt(u) < (d — 1)/2. Z vlastnosti vzdialenosti slov a
minimalnej vzdialenosti kodu vieme, Ze plati:

dlw,v+u)+dv+u,v)>dw,v)>d
VyuZijeme vzfah pre vahu chybového vzoru u a fakt, Ze d(v + u, v) = wt(u).
d(w,v+u)+ wt(u) > 2wt(u) + 1

dlw,v+u)>wtw)+1>dw,v+u)

Odetial plynie, Ze pre T'ubovolny chybovy vzor u splitujici wt(u) < (d — 1)/2 plati, Ze v + u
je blizsie k Tubovolne zvolenému slovu v neZ k akémukol'vek inému kédovému slovu. Cize
kdd so vzdialenostou d opravi kazdy takyto chybovy vzor, a teda opravuje |(d — 1)/2] chyb.



Podobne ako v predoslom pripade, vieme skonstruovat chybovy vzor u s vahou o 1 vysSou,
ktory uz tento kéd neopravuje.

Napriklad paritny kéd ma vzdialenost 2 a preto nedokaze opravit Ziadnu chybu. Naopak
3-opakovaci kod so vzdialenostou 3 dokaZe opravit jednu chybu.

Informécie v tejto podkapitole boli ¢erpané zo zdroja [1].

3.3 Linearne kody

Linearnym kédom nazyvame taky kod (pripomerime, Ze kéd chipeme ako mnoZinu
slov), ktory tvori podpriestor vektorového priestoru Z7. Vzhl'adom k telesu, nad ktorym pra-
cujeme, vlastne poZadujeme, aby kdd obsahoval nulové slovo a bol uzavrety na s¢itanie. Li-
nearne kdédy je jednoduché zadaf, staci totiZ uviest nejaki ich bazu. Rovnako kédové slova
st jednoznacne uréené prostrednictvom ich siradnic vzhladom k zvolenej baze. V podstate
vSetky pouZivané samoopravné kody s linearne. [1]

3.3.1 Generujiaca matica

Generujicou maticou linearneho kédu nazyvame kazda maticu, ktorej riadky tvoria
bazu tohto kddu. Pocet jej riadkov je rovny dimenzii daného linearneho kddu (chapaného ako
vektorovy priestor), ozna¢me ju r. Pre potreby kddovania je uzitoéné pouZzivat generujicu
maticu v odstupiiovanom tvare, idedlne v redukovanom odstupfiovanom tvare.

Niektoré kédy majd vlastnost, Ze prvé stipce ich generujicej matice v redukovanom od-
stupfiovanom tvare tvoria identickd maticu /,. V takom pripade hovorime, Ze linearny kod ma
generujicu maticu v Standardnom tvare. V pripade, Ze to tak nie je, existuje ekvivalentny
linearny kod s prehodenym poradim cifier v slovach, ktory tato vlastnost ma. [1]

Koédovanie pri pouZiti linearneho kédu s generujicou maticou v Standardnom tvare je
potom vel'mi prirodzeny proces.Na zaciatku ma odosielatel’ k dispozicii spravu, ktord chce
poslaf. Pripustné spravy vlastne predstavuji vSetky mozné sdradnice vzhl'adom k zvolenej
baze kodu. Takito spravu potom mdZeme chapat ako riadkovy vektor, ktory ma r zloZiek, ¢o
je rovnako ako pocet riadkov generujicej matice. Po prenidsobeni tohto riadkového vektoru
generujucou maticou dostaneme riadkovy vektor, ktory je kodovym slovom. Zaroveni ma pr-
vych r symbolov zhodnych s povodnou spravou (vd'aka Standardnému tvaru matice). Tychto
prvych r symbolov predstavuje informacné cifry a zvySné predstavuju kontrolné cifry. [1]

Napriklad si predstavme, Ze mame linearny kod C s bazou (10010,01001,00100). Kod
ma dimenziu 3, preto moéZeme chciet napriklad poslat spravu 011. PouZijeme pri tom gene-
rujicu maticu, ktord ma v riadkoch bazické vektory. Zvolena generujica matica je v Stan-
dardnom tvare. Spravu zakddujeme vynasobenim spravy generujiicou maticou a vysledkom
je sprava 01101. Zachovali sme pri tom prvé tri informacné symboly spravy a dodali dva
kontrolné.

(0110 1)

O =
Il

3.3.2 Kontrolna matica

Druhou vyznamnou maticou pre linearny kdd je jeho kontrolna matica. Pod tymto naz-
vom rozumieme maticu, ktorej jadrom je prave dany linearny kéd. Zéaroven je to v istom



zmysle najmengia tak4 matica, presnejsie, ak ma kéd dimenziu r a kédové slova dizku n, tak
tato matica mé n — r riadkov. Jej vyznam je najmé v jednoduchom overeni, i je prijaté slovo
kédovym slovom — sta¢i nim prenasobit kontrolnd maticu (v podobe stipcového vektoru) a
overit, ¢i je vysledkom nulové slovo. V praxi sa linearne kddy zadéavaji najmd pomocou ich
kontrolnej matice. [2]

Napriklad pri kéde C z ¢asti 3.3.1 je n = 5 ar = 3 a jeho kontrolnou maticou je napriklad

matica typu 2x5:
1 0010
1 1001

Lahko overime, Ze slovo 01101 je v jadre tejto matice, ¢iZe je kodovym slovom a napriklad
slovo 01111 nie je, ¢iZe do kédu nepatri.

3.3.3 Vzdielenost linearneho kodu

Pri linedrnom kdéde vieme viac povedaf aj o jeho minimélnej vzdialenosti. UvaZujme
nejaky linearny kdéd so vzdialenostou d. Pre I'ubovolné nenulové kédové slovo v plati, ze
wt(v) = d(v,0) > d, kde o je nulové slovo. Zarovei existuji nejaké rozne kddové slova a,
b, ktoré spiﬁajﬁ d(a,b) = d. KedZe plati d(a,b) = wt(a + b) a a + b je z linearity kodu
(nenulovym) kédovym slovom, tak existuje nenulové kodové slovo s vahou d. Z toho plynie,
7Ze vzdialenost linearneho kodu je rovna minimalnej vdhe nenulovych kdédovych slov. [1]

Vzdialenost linedrneho kédu sa da tiez zistif priamo z kontrolnej matice. Plati totiz, Ze
hnearny kéd ma vzdialenost d prave vtedy, ked je Tubovolna (d — 1)-prvkova postupnost
stipcov kontrolnej matice linearne nezavisla a existuje d-prvkova postupnost jej stipcov, ktora
je linearne zéavisla. Dokaz plynie z toho, Ze kdd neobsahuje Ziadne nenulové slovo s vdhou
najviac d — 1 a naopak obsahuje nejaké s vahou d. [2]

3.3.4 Korekcia chyb v linearnom kode

Opravovanie chyb pri pouZiti linedrneho kddu sa d4 znacne zjednodusit. UvaZzujme kdd
C. Pri prijati slova w, ktoré nie je kddovym slovom, vieme vytvorit skupinu slov, ktoré mozu
byt potencidlnymi chybovymi vzormi. VyuZijeme, Ze hl'adany chybovy vzor je sic¢tom odo-
sielaného kédového slova a prijatého slova. Preto ndjdeme vsSetky slova v+w, kde v je kodové
slovo, ¢ize mnoZinu slov {v+w : v € C} . Tato mnoZina sa nazyva coset! uréeny slovom w.
KedZe predpokladame vyskyt vzoru s najniZzSou vahou, z tejto skupiny vyberieme to slovo,
ktoré ju m4, a pomocou neho ur¢ime odosielané slovo. [1]

V pripadoch, kedy je tato procedira privelmi zdihava, moZzeme vyuZif daliiu vlastnost
slov v rovnakom cosete. Tou je, Ze vysledkom nasobenia kontrolnej matice vektormi z rov-
nakého cosetu je vzdy rovnaky vektor. Ten sa nazyva syndrom. Miesto vytvarania celého
cosetu tak moZeme prehladat chybové vzory s nizkou vdhou a vybraf z nich ten, ktory ma
rovnaky syndrém ako prijaté slovo. [1]

3.4 Hammingove kody

Richard W. Hamming je otcom prvych samoopravnych kédov. Navrhol niekol'ko kédov,
ktoré kombinuju viacero paritnych testov. Zakladny priklad Hammingovho kédu, ktory sa

lvyraz je prevzaty z angli¢tiny, nenasli sme vhodny slovensky ekvivalent v literatiire



da pochopitelne rozsirif na vicsie rozmery, ukdZeme na konstrukcii so Styrmi informa¢nymi
symbolmi.

3.4.1 Hammingov kod s 6smimi symbolmi

Predpokladajme, Ze chceme odoslaf text so Styrmi informa¢nymi symbolmi a, b, ¢ a d.
Vsetky symboly si pre ilustraciu budeme vkladat do matice typu 3x3, pri¢om tie informacné
budi uloZené na poziciach (1,1), (1,2), (2,1) a (2,2). Zvy$né bunky vyuZijeme na paritné testy.
Do prazdnej bunky v prvom a druhom riadku vloZime ¢isla r, a r,, tak aby bol v kazdom
riadku péarny pocet cifier 1. Rovnako doplnime &isla s, a s, na prdzdne miesta v prvom a
druhom stipci. Poslednd bunku mbZeme nechaf prazdnu. Vysledkom je matica:

a b r
c d r
S1 52

Pouzitie matice je len ilustra¢né, v praxi mdZeme spravu napriklad previest po riadkoch na
8-znakové koédové slovo abr,cdr,s,s,. Zo vztahov, ktoré maticu definuju, je zrejmé, Ze tento
kod opravuje jednu chybu, pretoZe ak ku nej dojde, chybny bude paritny test v prisluSnom
riadku a stipci, teda je presne uréené, ktory symbol je chybny.

Paritné testy, ktoré sme pouZili pri vypliiani matice sa dajii vd'aka vlastnostiam poéitania
v telese Z, zapisat nasledovnymi vztahmi:

a+b=r c+d=r, at+c=s,; b+d=s,

Tieto vzfahy nam vlastne udavaji ststavu rovnic, resp. jej maticu, ktorej jadrom st prave
kédové slova. Inak povedané, vieme z nich zostavit kontrolnd maticu, ktorou je

1 110000O0
00011100
1 0010O0T1O0
01 00T1O0O0T1

Tento Hammingov kéd je linearny (kedZe je jadrom matice a teda podpriestorom Z7), preto
z uvedeného vzfahu pre linearne kédy vieme overit, Ze jeho minimalna vzdialenost je 3, teda
dokaZe odhalif dve chyby a opravit jednu. Navyse, z 8 potrebnych cifier st 4 informacné,
takZe prenosova rychlost je 1/2, ¢o je podstatne lepsie neZ pri 3-opakovacom kéde s rovnakou
vzdialenostou.

3.4.2 Hammingov kod so siedmimi symbolmi

Nasledovny kéd definujeme priamo pomocou kontrolnej matice:

(el
o~ O
- o O

1101
1 011
0111

Kodové slova s slova z jadra kontrolnej matice. Matica je v riadkovo odstupfiovanom tvare,
takZe z nej vidime, Ze dimenzia kodu je 4. Pre kddové slovo x;x,x3x,x5Xx4X, plati, Ze pre-
menné x,, X5, X, a X; st volné, teda moZu predstavovat informacné symboly, zatial o zvySné
budu kontrolné. Z charakteru rovnic v kontrolnej matici vidime, Ze ide o 3 paritné testy. Zo 7



symbolov v slove st 4 informacné, ¢iZze prenosova rychlost je este o nieco lepSia, konkrétne
4/7.

Zo vztahu pre vzdialenost linearneho kédu vieme, Ze minimalna vzdialenost uvedeného
kodu je 3. Kod teda opravuje jednu chybu.

Vysvetlime si mechanizmus, ako tito chybu opravif. VyuZijeme pri tom, Ze kontrolna
matica obsahuje v stipcoch vietky nenulové vektory v Z;. Predpokladajme, Ze sme prijali
slovo y = ¥,¥,Y3V4V5Y¢y;. Bud dostaneme vynasobenim kontrolnej matice tymto slovom
nulové slovo, a teda sme prijali kédové slovo, alebo dostaneme nenulovy vektor s v Z;, ktory
je syndrémom slova y. Tento vektor je v niektorom stipci kontrolnej matice, povedzme v
j-tom. Preto ho rovnako vieme ziskat vynasobenim kontrolnej matice vektorom e; (j-tym
kanonickym vektorom v Z;). Vysledkom nésobenia kontrolnej matice vektorom y + ¢; bude
preto (z distributivnosti ndsobenia matic) vektor s + s, ktory je nulovym slovom. Slovo y +e;
je preto kddovym slovom, ktoré sa navySe 1iSi od y len v jedinom znaku. Z toho moZeme
usudif, Ze je to hl'adané kédové slovo, pricom poskodeny bol j-ty symbol.

Napriklad ak by sme prijali slovo 1010101, tak jeho syndrém bude (1, 1, 1)7. To je siedmy
stipec kontrolnej matice, preto bol poskodeny siedmy symbol a odosielané kédové slovo bolo
1010100. [2]

Uvedeny kod patri medzi perfektné kody, pretoZe na pocet chyb, ktoré opravuje, a pocet
informacnych symbolov v fiom uZ nemdzZe obsahovat menej kontrolnych symbolov. Pres-
nejSie, kéd s minimalnou vzdialenosfou d je perfektny, ak méa kazdé slovo vzdialenost od
nejakého kédového slova najviac d — 1, o tento kéd spiiia, ako sme videli na principe jeho
dekodovania. KonStrukcia Hammingovych kédov, ktoré opravuji jednu chybu a s perfektné,
sa d4 zoveobecnif na vietky kody so slovami dizky n = 2" —1, kde rxn st rozmery kontrolnej
matice, ktora obsahuje v stipcoch vietky nenulové vektory v Z:.

Informécie v tejto podkapitole boli ¢erpané zo zdroja [2].



4 Vyznam samoopravnych kodov

Dosledky vzniku samoopravnych kédov maji obrovsky vyznam a dopad na realny Zivot
¢iuz v kazdodenne pouzivanych technol6giach alebo tych, ktoré sliZia na vyskumnt ¢innost.
Ich typické pouZzitie v beZnom Zivote je predovSetkym pri odosielani dat po internetovej sieti
alebo uchovavani dat napriklad na CD nosicoch. [5] Vo vedeckej sfére je znama napriklad
komunikécia s vesmirnymi sondami pocas misii Voyager 1 a Voyager 2, prostrednictvom
ktorej boli ziskané napriklad farebné fotografie planét Jupiter a Saturn. [6]

PouZivanie samoopravnych kédov v praxi dokdZe dramatickym spdsobom zniZif mnoZz-
stvo neodhalenych resp. neopravenych chyb pri odosielani velkého mnoZstva dat dokonca
aj pri pouZziti pomerne spolahlivého komunikacného kandlu. V pripade problematickejse;j
spol'ahlivosti komunika¢nych kanédlov spdsobenej vzdialenosfou alebo opotrebovanim je ich
pouzitie prakticky nevyhnutné. Samoopravné kédy st vyznamnou sicastou podstaty elektro-
nickej komunikécie.
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