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1 Uvod

1.1 Zaznam zvuku

Prvé zariadenie na zaznam zvuku bolo patentované v roku 1857. Volalo sa fonoau-
tograf a na Specidlny papier dokdzalo zaznamenat zvukové vibracie. Neskor sa tento
sposob zaznamu zdokonalil a standardizoval prichodom gramofénu. Zasadnt revoliciu
priniesol vynalez mikrofénu, ktory dokdzal premenit zvuk na elektricky signal. Tento
sposob nahrdvania spolu so zdznamom na magnetickti pasku bol populdrny niekolko
desatroci a dodnes sa vyuziva v niektorych nahrdvacich studidch. Vsetky tieto sposoby
maju jednu vec spolo¢nt. St analégové.

Prechod na digitdlny zéznam spolu s formatom CD bol prelomovy, kedze zdsadne
zjednodusil pracu so zvukom, najmid moznosti pri nahravani. Stale vSak nevyriesil
pomerne velky problém. Ak sa ¢lovek chcel dostat k nahravke, musel si ju fyzicky
kipit na nejakom nosici, alebo si ju, v pripade, Ze mal internet, mohol stiahnut. CD
formét mé déatovy tok 1411 kbps, ¢o v minulosti znamenalo, Ze stiahnut si cely album
trvalo niekolko hodin, ak nie dni. RieSenim je tento stibor zmensit, ¢ize komprimovat.

1.2 Kompresia

Kompresia je proces, pri ktorom sa spractiva sibor, zvycajne za ic¢elom zmensit pamitové
naroky na jeho ulozenie. Tato kompresia moze byt bud bezstratova, v takom pripade
je mozné dekompresiou obnovit povodny stibor bez akejkolvek zmeny, alebo stratovi,
kde sa cast informdcie strati a nie je mozné ju obnovit. Pri zvukovych stiboroch ide
zvycajne o nekomprimovany format wav, ktory je mozné bezstratovo komprimovat na
format flac, alebo stratovo napriklad na format mp3.

Faktor kompresie je pomer medzi velkostou vystupného a vstupného siboru. Cim
mensie je toto &fslo, tym viac paméte sa ndm podari kompresiou usetrit.

1.3 CD zaznam

Na vytvorenie digitdlneho zdznamu sa pouziva PCM (pulse code modulation). Tato
metéda spociva v pouziti A/D prevodnika na prevod spojitého analégového signalu na
digitalny, ktory je uz diskrétny. V urc¢itom intervale (pri CD je to 44100 krét za sekundu)
sa zaznamend napétie elektrického signalu. Tomuto procesu sa hovori aj samplovanie.
Napiitie sa zaznamendva so 16 bitovou presnostou, teda sa rozlisuje 65536 roznych
napati. Jednym samplom rozumieme jednu namerant hodnotu.

Tomuto zdznamu zodpovedd nekomprimovany formét wav. Nanestastie, beznymi kom-
presnymi metédami, ako napriklad zipovanim, sa takyto zdznam déa bezstratovo kom-
primovat len o 10%. Formét flac pracuje s premenlivym ddtovym tokom a preto sa u
neho faktor kompresie pohybuje od 20% az takmer po 100%, teda nie je schopny vzdy
zabezpecit dostatoéni kompresiu dat.



1.4 Stratova kompresia

Ludské ucho nie je schopné vnimat vsetky zvuky, ktoré sme schopni nahrat. V skutoc¢nosti
je jeho rozsah priblizne 20 Hz az 20 kHz. Navyse frekvencie, ktoré su pri sebe prilis
blizko, casto vnimame, ako keby splynuli do seba. Nepocujeme ani tiché zvuky, ak si
zamaskované ovela hlasnejsimi. To je pomerne vela informécii, ktoré moézeme odstrénit
bez toho, aby sme si to v§imli. Najprv vSak musime tieto informécie od seba oddelit.
V nasledujiicej casti si ukdzeme, ako dokdzeme vstupny signal rozdelit na jednotlivé
frekvencie.



2 Fourierova transformacia zvukovej viny

Po digitalizacii zvuku méame k dispozicii subor, ktory vyzera ako vina. Tato vina mé za-
znamenant hodnotu 44100 krat za sekundu. Cize pre kazdi sekundu méme k dispozicif
44100 samplov. Nésledne si vyberieme nejaky tsek tejto viny (isty pocet samplov) a
skisime ho rozlozit na viacero zvukovych frekvencii. Tato vec sa ndm podari vdaka
Fourierovej transformécii. Fourierova transformdcia dokazZe rozlozit spojiti periodicki
funkciu na sumu sinusoid. [1]
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Thto konkrétnu funkciu vieme rozlozit na stcet styroch sinusoid.

-
.
-

c
c

—
—

i

"y
"

—

=]
i N R

=]
11%1 -

0 5 t 0 5 t
A A
Th U
1 1
: £ 0 PAAAAAAA
0 7 07
1 1]
— LI S — T e e T
0 5 t 0 5 t

~ . ’ . ~ 3 Y s .
Navyse, po rozklade na tieto sinusoidy sa na nasu vlnu nemusime pozerat v zavislosti
na case, ale v zavislosti na frekvencii, ¢o sme chceli.

A

Teraz potrebujeme ukdzat, ako presne nasu periodicki funkciu rozlozime.



2.1 Fourierova rada

Spojitu periodicku funkciu s periédou T dokdzeme vyjadrit ako sumu sinusoid. Tito
sumu nazyvame Fourierovou radou a vyzera nasledovne. [2]

> 2mmt > 2mnt
g(t) = ap + ;amCOS( 7;71 )+ ; bnsm(%”)

Zostava vypocitat jednotlivé koeficienty a,, a b,. Tieto koeficienty vyjadruju zavislost
nasej povodnej funkcie od sinusoid v sume. Thito zavislost vieme spoéitat pomocou
urcitého integralu na intervale 0 az T, ¢o je periéda nasej funkcie.

T
ao — % /0 F(t)dt

2mmt

A = %/0 f@t)cos( )dt

2 [T 2
by = T/o f(t)sm(%m)dt

2.1.1 Naznak dokazu pre pre T'=m

Dékaz. [3] Funkciu si zapiSeme v tvare

flz) = % + Z[an cos(nx) + by, sin(nx)]

Nésledne si Tubovolne zvolime prirodzené m a obe strany prendsobime sin(mz) a zin-
tegrujeme od 0 po 7. Ked'ze plati

/7r sin(nz) sin(mz) do = {O’ akn #m
0

™ N
5, akn=m

dostavame

2 (7 )
by, = ;/0 f(z)sin(mx) dx

ked'Ze m bolo volené Tubovolne, tak dostdvame poZadovany tvar pre T' = m. Obdobne
aj pre koeficienty a,, kedZe plati

T k
/ cos(nx) cos(mx) dx = {27 akn # m
0

5, akn=m

[]

Podla eulerovej identity plati e = cost + isint. Vdaka tomu moézeme vyjadrit nasu

funkciu novym sposobom.
o0

g(t): Z Cn6i27r%t

n=—oo
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Koeficienty ¢, mozeme vypocitat takto:
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V skutoc¢nosti ale nemdzeme pouzit nekonecne vela sinusofd. Preto presnost vyjadrenia
funkcie zavisi od poctu sinusoid, ktorymi ju vyjadrujeme. Pri vyjadreni stvorcovej viny
vidno, Ze uz 15 sinusoid dokaZe tiito funkciu popisat pomerne presne. Pri mp3 kompresii
sa tychto sinusoid pouziva niekolko sto. [4]
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2.2 Diskrétna Fourierova transformacia (DFT)

KedZe nase data po digitalizdcii uz nie si spojité ale nasamplované v pravidelnych
intervaloch, mozeme na nich pouzit diskrétnu Fourierovu transforméciu (DFT). T4 je
definovand nasledovne [5]:

DFT transformuje postupnost N komplexnych é&fsel zg, 21, ..., £y_; na druhi postup-
nost N komplexnych éisel Xy, X, ..., Xy_; podla vztahu
N-1
kn
X = Z Tpe TN
n=0

U nés je N pocet samplov (vzoriek), n je index momentalneho samplu, x,, je jeho hod-
nota, k je momentalna frekvencia medzi 0 a N-1 Hz a X, je vysledny podiel frekvencie
k v povodnom signéli. Inverznou Fourierovou transforméciou (IFT) dostaneme naspét
povodné hodnoty samplov podla vztahu

N—

1 i2mkn
T, = ¥ kz_: Xpe“™N
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¢o sa zna¢éne podoba na vztfah, ktory popisuje funkciu ako sicet sinusoid pomocou Fou-
rierovej rady. Navyse DFT moZeme zapisat aj pomocou matice tak, ze plati X = Wa,
kde z je vektor vstupného signalu, t. j. x = (xg, z1,...,2zx_1)7, X je vystupny vektor,
t.j. X = (Xo, X1,..., Xn_1)T a W je matica, ktord vyzerd nasledovne [6]:

1 1 1 1 1

1 w w? w3 wh-1

1 w2 Wl Wb W2(N-1)
W =1/VvN 1 W3 Wb W WBN=1)

1 W1 w2(J.V—1) ws(fv—n w(N—l.)(N—l)

2mi
kde w=¢e~

2.2.1 Naznak doékazu unitarnosti DFT matice

Dokaz. Matica W ma spfﬁat’ W*W = WW* = I. Oznac¢me W, ; prvok na mieste 7, j v
matici WW*. Plati, ze

=

-1
)2 U=k

1 N-—1
VVZ' - 2 wjkwik —
) (m) g (

Pre prvky na diagondle, teda ak ¢+ = 7, dostavame

=l
i

0

Pre prvky mimo diagondly plati, ze i # j, a teda wU=9 # 1. Oznaéme WV~ = .
)\ , —2mi . ) e . . /
Ked7ze plati (e v )V =1, tak aj w)¥ = 1. Podla si¢tu geometrickej rady dostavame

N-1
1—wl
_ k _ 0 _
k=0
Teda matica WW* = I. Obdobne pre W*W'. O

Tento fakt ulahéuje a zrychluje pracu s touto maticou.

2.3 Rychla Fourierova transformacia (FFT)

Casové narocnost vypoétu DFT podla definicie v zévislosti na N je O(N?). Pri maljch
N je tdto narocnost postacujica, nie vsak pri velkych. Pri mp3 kompresii sa zvycajne
pouziva 1024 samplova DFT. Nastastie sa pomocou roznych symetrif a periodicit poda-
rilo tito naro¢énost znizit na O(NlogN) s rovnakym vysledkom ako pri poc¢itani podla
definicie. FFT oznacuje akykolvek algoritmus, ktory dokdze spocitat DFT v tomto
case. Najznamejsim a najpouzivanejsim z nich je Cooley-Tukey algoritmus. Najprv
dokazeme periodicitu DFT, ktort pouziva aj tento algoritmus.
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2.3.1 Periodicita DFT

Dokaz. Cheeme ukdzat, ze Xj, = X, v. Podla definicie DF'T

N-1 e N-1
+N/2)n o kn . Nn
X]H-ﬂ _ Tpe L Tpe 127 e 127 557
2
n=0 n=0
Ked'ze e™™ = 1 tak mozeme nas tvar prepisat ako
N-1 N-1
_iopkn _ o kn
2 Tpe 127 N e min __ 2 Tpe 127 N
n=0 n=0
¢o je z definicie rovné Xj. O

2.4 Cooley-Tukey algoritmus

Tento algoritmus spociva v rekurzivnom rozdelovani povodnej DFT na N prvkoch na
N7 mensich DFT po N, prvkoch tak, ze N = N;N,. Ukdzeme si najjednoduchsiu
verziu, kde sa DFT deli na dve. [7]

V tomto pripade sa suma rozdeli na dve pre parne a neparne indexy.

N/2—1 N/2—1
_2mi _2mi
X = Tome N @m)k 4 E Tom+1€ N (2m+-1)k
m=0 m=0

A~ ~ ) ~
teraz mozeme vyuzit, ze

N/2—1 N/2—1

_2mi —2mi _2mi
Tomir€ N (2m+1)k _ e N k E Tomi1€ g™
m=0

m=0
¢im dostavame
N/2-1 N/2—1
271 —27i 271
__ &7t k; T —
X, = E Tome N2 LNk § Tomire N2

mk

Nésledne ak oznac¢ime Ej, sumu cez parne indexy a O sumu cez neparne indexy, tak

z dokdzanej periodicity vieme, ze By = B, ~ a Oy = O, ~. Preto vieme X}, vyjadrit
2 2

nasledujicim sposobom

—2mi

Ly +ew kOk_%, pre & <k <N

{Ek—ke_zgvkak, pre 0 < k<&
X; =

Takymto sposobom sme povodnii DET na N prvkoch rozdelili na dve DFT s velkostami
N/2. Rekurzivnym delenim a pouzitim medzivysledkov takto zrychlime povodny algo-
ritmus na O(NlogN).

Tato verzia navyse predpokladd, ze vstupny pocet prvkov je mocnina ¢isla dva, pricom
takyto pocet prvkov viicsinou nie je problém zvolit, existuji aj algoritmy, ktoré delia
DFT na iny pocet ¢asti tak, aby mohlo byt N Tubovolné prirodzené &islo.
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3 Kodovanie

Velkost dat ziskanych Fourierovou transforméciou predstavuje zlepsenie oproti povodnej
velkosti, najmé ked Ze niektoré frekvencie, ktoré ucho nezachyti moézeme odstranit. Na-
priek tomu sa toto mnozostvo dé este zmensit vhodnym kédovanim. Pri mp3 siboroch
sa Standardne pouziva Huffmanovo kédovanie. [§]

3.1 Huffmanovo kédovanie

Tento kod vyuziva fakt, ze niektoré znaky sa v subore vyskytujui castejsie ako iné. Preto
je idedlne znakom, ktoré sa v sibore nachddzaji najcastejsie priradit ¢o najkratsi kéd.
Algoritmus vytvori binarny strom, kde sa dané znaky vyskytuju v listoch tohoto stromu
a ich kdd je jednoznacne popisany cestou z korena do tohoto listu.

Postup vytvarania stromu je pomerne jednoduchy a intuitivny. Na zaciatku mame
vstupnt abecedu, pricom kazdy znak mé vypocitant pravdepodobnost vyskytu a sticet
tychto pravdepodnosti je jedna. Znaky zoradime podla tejto pravdepodobnosti a v
kazdom kroku vyberieme dva znaky s najnizsou pravdepodobnostou vyskytu. Ndsledne
tieto znaky zli¢ime do jedného znaku, ktorého pravdepodobnost je stiétom povodnych
dvoch a pridame tento znak do upravenej abecedy namiesto povodnych znakov. V
binarnom strome vytvorime vrchol zodpovedajuci tomuto znaku a povodné dva znaky
budt predstavovat jeho synov. Tento proces opakujeme, az kym nevytvorime znak s
pravdepodobnostou vyskytu 1, o je koreii stromu.

Napr. pre text ABBABABBABCCDDCA bude Huffmanov strom vyzerat takto [9]:

D\z c\s
100 101

Vidime, ze najmenej casto sa vyskytujui znaky C a D, teda st zlucené do jedného. Tento
znak je nasledne zluc¢eny so znakom A a nakoniec aj so znakom B. Kédy pre jednotlivé
znaky si A:11, B:0, C:101 a D:100. Vidime, ze znak s najvic¢sim poc¢tom vyskytov ma
kéd najkratsi a znak s najnizsim poc¢tom najdlhsi, ¢o sme cheeli dosiahnut.



4 Zhrnutie

Teraz, ked méme popisané najdoleZitejsie matematické metédy pouzité pri kompresii
zvukového stiboru, mézeme si zhrnit cely vznik mp3 stiboru.

Na zaciatku mame analégovy zvuk, ktory sa §iri vzduchom ako mechanické viny. Tieto
viny vieme zaznamenat a zosilnit pomocou mikrofénu na elektricky prid. Hodnoty
napétia tohoto elektrického priudu zaznamename pomocou PCM metédy 44100-krat
za sekundu so 16 bitovou presnostou. Teraz mame stibor wav s ddtovym tokom 1411

kbps.

Nasleduje najddlezitejsia ¢ast. Vzniknutt digitalnu vinu rozdelime na kratke iseky, na
ktorych prevedieme diskrétnu Fourierovu transforméciu pomocou Cooley-Tukey algo-
ritmu. T4 nam rozlozi vinu na sicet frekvencii, pricom pre kazdua frekvenciu vieme aj
silu, s akou sa v danom ¢ase vyskytuje. Podla psychoakustického modelu sa vyhodnoti,
ktoré z danych frekvencii je schopné Iudské ucho rozpoznat a zvysné sa vymaZzi.

Nakoniec sa ziskané data spracuju a zakéduji pomocou pomocou Huffmanovho kédovania.
Po celom procese ziskame subor, ktory méa datovy tok 128 kbps namiesto poévodnych
1411, ¢o znamena, ze nas kompresny faktor je priblizne 9 precent a hudbu si vieme
stiahnut aj s ovela pomalsim internetom.
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