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Uvod

V oblasti genetiky se nachazi spousta zajimavych matematickych procesq, jenz se daji najit u jiz
elementarnich zalezitostech napfiklad jakou barvu oci bude mit potomek a s jakou
pravdépodobnosti. Matematickymi procesy v genetice se zabyva specidlni algebra, ktera se nazyva
Geneticka algebra (Genetic algebra). Ta se poté déli na dalsi ¢asti, podle toho, kterou c¢asti se zabyva.

Na spoustu genetickych situaci v oblasti genetiky se da pouzit tzv. Markovlv retézec (Markov chain)

Markovuv retézec

Jedna se o zplsob, jak popsat diskrétni ndahodny proces, po ktery plati, Ze nasledujici akce zalezi
pouze na aktualni situaci, a nikoliv na pfedchozich (tzn. dany systém spliiuje Markovovskou
vlastnost), proto mizZeme proces znazornit stavovym diagramem.

Tento stavovy diagram fika: 0.3

Je-li proces v A pak s pravdépodobnosti 0,6 zlistane v bodé A
a s pravdépodobnosti 0,4 prejde do bodl E

0.7

Je-li proces v bodé E tak s pravdépodobnosti 0,3 zistane v bodé Ea s
pravdépodobnosti 0,7 prejde do bodu A.

0.4
(Dvou stavovy Markov(v retézec) @
Diky tomu, Ze ndm stadi pouze aktualni stav fadi se tento zpUlsob 0.6

k bezpamétovym.

Obrdzek 1- Priklad Stavového diagramu

e Obrdzek je pevzat z [1

Formalni definice rdzek je prevzat z [1]

Definice (Markoviyv fetézec)

Budte X, X;, X,,..., X,,,... celotiselné nahodné veli¢iny. Systém {Xn}noio je Markoviv fetézec,

jestlize plati:

PIX, =i/ X, = j AX = o A AX = i AXy = o= P[X,n =0/ X, =]
pro kazdé NeNy; Jo, Jis--- Jns J €Ngs
Poznamka

Celociselné nahodné veliciny, jsou nahodné veli¢iny, jenZ nabyvaji pouze hodnot z mnoziny celych
Cisel.

Definice (Matice pravdépodobnosti prechodu, vektor absolutnich pravdépodobnosti)

V Markovoveé fetézci se pravdépodobnosti P, (n) nazyvaji absolutni pravdépodobnosti,

pravdépodobnosti Pj; (n;m) se nazyvaji pravdépodobnosti prechodu.



j=0.1,...

Dale definujeme matici pravdépodobnosti pfechodu takto: P(n;m) = (pij (m; m))i:01 ,

vektor absolutnich pravdépodobnosti takto: P’ (N) = (pi (n)) o1 -

Poznamka:

Matice pravdépodobnosti pfechodu muze mit téZ nekonecné mnoho radku i sloupctl. Vektor
absolutnich pravdépodobnosti mlze mit nekonec¢né mnoho slozZek.

RozliSujeme Markovovy retézce s kone¢né mnoha stavy a nekone¢né mnoha stavy.

Radkovy souéet prvkd v matici pravdépodobnosti pfechodu musi dat 1, tj. Z P =1
i

Definice (Homogenni Markovuyv retézec)

Plati-li p;; (N;m) = p;(n+I;m+1) Vn,m,1 eN Vi, j €Ny, nazyvé se Markoviv Fetézec

homogenni. (Znamena to, Ze pravdépodobnosti pfechodu nezavisi na case.)

Vsechny tyto definice jsou prevzaté z [4].

Poznamka

Rekneme, ze Markovilv fetézec je nehomogenni, pokud neni homogenni. (Jednotlivé
pravdépodobnosti zavisi na ¢ase.)

V nasem pfipade si vystacime pouze s homogennim Markovovym fetézcem.

Maly priklad

Vratme se k pfedchozimu stavovému diagramu Markovova retézce. Jednd se o

konecny systém. TudiZ matice pfechodu bude mit kone¢né mnoho radk( i 0.3
sloupctl a vektory absolutnich pravdépodobnosti budu mit koneény pocet

sloZek. Konkrétné:

Stav A ozname stavem 1 0 )

Stav E oznac¢me stavem 2
0.4
Poté vektory absolutnich pravdépodobnosti budou mit dvé slozky a to:
T
P’ =((0,6),(0.4)) 0.6

pT (2) = ((017)1 (013)) Obrdzek 2- Priklad Stavového diagramu
Obrdzek je prevzat z [1]

Z téchto dvou vektor(i snadno sloZzime matici prechodt P, jez bude mit rozméry 2x2 a jeji fadky
budou tvofit transponované vektory absolutnich pravdépodobnosti. Tedy:




Povsimneme si, Ze soucet sloZek jednotlivych absolutnich vektor( se rovna 1 a tudiz také soucet
sloZzek v jednotlivych fadcich matice pfechodu se rovna 1. Takové to matici se fika stochasticka
matice. Pokud navic plati, Ze i soucet sloZzek ve vSech sloupcich se rovna 1 pak ji nazveme dvojné
stochasticka matice.

Homogenni Markov(yv fetézec
Pokud je Markov(v fetézec homogenni pak necht xq je pocatecni stav daného jevu a necht P je
matice pravdépodobnostniho prechodu. Potom plati:

V Case 1 je systém ve stavu x; a ten je definovan vztahem: X1=PXo

Expresné mlizeme vyjadrit stav x, v ¢ase n a to vztahem: Xn=P"Xo

Priklad: Genetika oci

U oci rozliSujeme dva zakladni faktory a tj. faktor tmavy (hnéda az ¢ernd) a faktor svétly (modra az
zelend). Faktor tmavy je dominantni a faktor svétly je recesivni

Dominantni gen je gen, ktery se po sparovanim s recesivnim vidy projevi.

Recesivni gen je gen, ktery se projevi pouze po sparovanim s recesivnim genem naopak pfi
sparovanim s dominantnim genem je potlacen.

Pokud jsou v paru dva recesivni nebo naopak dva dominantni geny pak maji oba 50% Sanci ze prebiji
onen druhy gen.

Recesivni x Dominantni => Dominantni
Recesivni x Recesivni => Recesivni

Dominantni x Dominantni => Dominantni

Kazdy ¢lovék ma dva faktory pro barvu svych oci (po jednom od kazdého z rodic(). Ty podle vyse
uvedenych vztah( urci barvu jeho oci.

Nasledujici tabulka a diagram zobrazuji pravdépodobnostni prechody do jednotlivych uzl(. V tabulce
vidime v prvnim sloupecku rodice A ve druhém rodice B, poté ve tfetim je pravdépodobnost, Ze
budou mit potomka s tmavym faktorem a na konec ve ¢tvrtém, Ze potomek bude se svétlym
faktorem. Pravdépodobnosti jsou vyjadieny zlomkem.

Tabulka 1-Prechod mezi faktory

Rodic A Rodic B Potomek Potomek
s Tmavym f. se Svétlym f.
Tmavy f. Tmavy f. 15/16 1/16
Tmavy f. Svétly f. 3/4 1/4
Svétly f. Svétly f. 0 1




Pozndmka: SS& Oba rodice se Svétlym faktorem.

TT&Oba rodic¢e s Tmavym faktorem.

TS<>Jeden rodi¢ s tmavym faktorem a druhy se svétlym.

1 1/4 3/4 1/16 15/16

Obrdzek 3-Prechody mezi faktory

Nyni jednoduse sestavime tabulku, ze které vybudujeme Markoviyv fetézec. Projdeme vSechny
mozné kombinace, jaké mohou nastat pro oba rodice a u kazdé evidujeme pravdépodobnost
pfechodu do stavu TT, ST a SS. Pravdépodobnosti jsou opét uvadény ve zlomcich

Tabulka 2-Tabulka prechodu TT, ST, SS

Rodic A Rodi¢ B T ST SS
T T 1 0 0

T ST 0,5 0,5 0

T SS 0 1 0

SS T 0 1 0

SS ST 0 0,5 0,5
SS SS 0 0 1

ST T 0,5 0,5 0

ST ST 0,25 0,5 0,25
ST SS 0 0,5 0,5




Z udaja v tabulce zrealizujeme Markovlyv fetézec s tfemi stavy TT, SS, ST.

Nejprve sestavime matici pfechodu P 0,5 0,5 0
0,25 0,5 0,25

0 0,5 0,5

Chceme urcit matic P" pro vSechna ptirozend n.

Nejprve spocteme vlastni ¢isla a jim prislusné vlastni vektory. Vlastni ¢isla nam umozni sledovat, jak
se bude libovolny pocatecni stav xo chovat po n krocich také mlzZeme zjistit, jak bude vypadat stav,

kdy? ptjdeme s n do nekoneéna (tedy limitu). Vlastni &isla 4, =0, 4, =1 jsou ihned zFejm4, protoze
matice je singuldrni tudiz je 0 vlastni ¢islo a soucet vSech slozek v fadku je 1 pak si staci uvédomit, Ze
matice transponovana ma stejna vlastni Cisla jako ta pivodni a také co to znamenad, pokud ma matice

ve vSech radcich stejny soucet. Spocteme prislusné vlastni vektory vi avy, vi = (1 -1 1)7,
v2=(1 1 1)" ze stopy matice zjistime posledni vlasti ¢islo A, = 0,5a dopocitame
vs=(-1 0 1)7.
To nam dava diagondlni matici D= 0 0 0

0 1 0

0 0 0,5

Nyni potfebujeme najit matici A takovou, e P=AD A .

Sloupce matice A tvofi vlastni vektory matice P. Tedy A= 1 1 -1
-1 1 0
1 1 1
Dopotteme matici A= 1/4 *( 1 -2 1
1 2 1
-2 0 2

Tudiz mdme P=ADA'=1/4 *

1 1 -1 0 0 0 1 > 1
-1 1 0 0 1 0 1 5 1
1 1 1 0 0 0,5 2 0 2
Poté jest matice P"=A D" A’ =1/4 *
1 -1 0 0 0 1 -2 1
-1 1 0 0 N 0 1 2 1




P"=1/4 * 1+2(0,5)" 2 1-2(0,5)"

1 2 1

1-2(0,5)" 2 1+2(0,5)"
Limn -> infinity P'H 1 2 1

1 2 1

1 2 1

Pomoci udajli z tabulky ¢. 2 mlzZeme postavit stavovy diagram Markovova fetézce se tfemi stavy, tj.
SS, ST a TT staci jen spocitat pro kazdy stav s jakou pravdépodobnosti zlistane ve svém stavu a s jakou
pravdépodobnosti pfejde do ostatnich dvou stava:

C® @&

Obrdzek 3- Stavovy diagram markovova retézce



Citace

Vsechny vypocty v prikladu Genetika oci jsem si sdm vypocital a z nich sestavil ptislusné stavové
diagramy, pfi tvorbé celého prikladu jsem vyuzival odbornych znalosti a vlastnosti ze zdrojua [2], [3],
(5], [6].
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