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Co je geometrické modelovani?

@ moderni teoreticka geometricka disciplina
@ studuje objekty a reprezentace vhodné pro geometrické aplikace

Robotika a kinematika FEM, numerické simulace

N

CAD systémy | Geometrické modelovani |- CAM systémy

RN

PocitaCova grafika, animace  Umélé vidéni, zprac. obrazu
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Teoretické a metodologické souvislosti

Vzajemné ovliviiovani:

Vypodetni geometrie Teorie aproximace
Diferencialni geometrie «—| GM —— Algebraicka geometrie
Numericka matematika Symbolické pocitani
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Spravné pochopeni geometrie je zasadni

Obrabéni rotoru turbodmychadla:

@ pouze rozvinutelné plochy je mozno obrabét valcovou frézou,
jinak nutné dochazi k podfezu

N

@ chyby jsou €asto marné odstrafiovany pokusy o vysSi kvalitu a
presnost frézovani

@ navrh spravného nastroje je obtizny geometricky problém
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Spravné pochopeni geometrie je zasadni

Singularity paralelniho robota (Steward platform):

@ dvé Sestice bodU leZi na kuZeloseckach a jsou projektivné
pfibuzné = samopohyb

@ Sest spojnic tvofi projektivni linearni komplex = robot lokalné
ztraci stupen volnosti
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Dva hlavni typy geometrickych reprezentaci v GM

@ diskrétni ¢i po ¢astech linearni objekty, mnohostény, mra¢na bodtl

@ predevsim v pocitaCové grafice,
animacich, FEM ...

@ paradigmatem je trojuhelnikovy mesh

@ metody vypocetni geometrie, diskrétni
matematiky, diskrétni diferencialni
geometrie ...

@ vyuZziva se zejména v CAD, CAM,
robotice ...

@ paradigmatem je po ¢astech
polynomialni €i racionalni parametrizace

@ uziva metod diferencialni a algebraické
geometrie, teorie aproximace ...
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R4j racionalnich parametrizaci

@ Bézierovy kfivky maji mnoho dobrych viastnosti (vysoka stabilita,
intuitivni ovladani tvaru, efektivni vykresleni, vypocet polohy,
omezeni konvexnim obalem, omezena variace)

@ racionalni po ¢astech = NURBS (non-uniform rational B-splines)
@ v CAD, CAM systémech jsou reprezentovany velmi efektivné
@ neracionalni reprezentace tradi€né podporovany nejsou
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Bézierovy kfivky a Bernsteinovy polynomy

V3e je zaloZeno na Bernsteinové bazi polynom{ stupné nejvyse n

(B(r)](t)v B:T(t), T Brrll(t)) )

kde B(t) = (})t'(1 — t)(™). Kfivku potom parametrizujeme jako

i=0
c(t) = > PiBN(t),

kde P; € RN jsou kontrolni body.

http://cagd- appl ets. webarchi v. ki t. edu/ moccal/ ht m / nopl ugi n/inhalt.htm
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Hermiteovska interpolace

Jedna z moznych zakladnich konstrukénich Uloh je sestroijit kfivku,
ktera inerpoluje hranicni data

¢(0),¢(0),{c"(0)} C/ c(2),¢'(1),{c"(1)}

Dostatecna ke konverzi obecné zadanych kfivek.

2

1

0 ) \1\/ 2 X/f
-1

-2

Vyzkou$ejme si C! Hermitovskou interpolaci v rliznych bazich:
monomialni, Bernsteinova, existuje néjaka optimalni baze?
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Vyhnani z raje

Rada vlastnosti a konstrukci pro polynomialni &iracionalni kfivky neni
racionalni:
@ vyjadreni délky kfivky c(t), ale i normaly, kfivosti, torze

s<t>=/t:|\c'<r)\|dr=/t:mdr

Zbyné&k Sir (MU UK) - Linearni a nelinearni problémy v geometrickém modelovani 12. 3. 2015



Vyhnani z raje

Rada vlastnosti a konstrukci pro polynomialni &iracionalni kfivky neni
racionalni:
@ vyjadreni délky kfivky c(t), ale i normaly, kfivosti, torze

s<t>=/t:|\c'(r)\|df=/t:mdf

@ offset (paralelni kfivka, plocha) ve vzdalenosti d:

Pu X Pv

04 = € + dn, kde napf. pro plochyn = ————
[IPu x P

Zbyné&k Sir (MU UK) - Linearni a nelinearni problémy v geometrickém modelovani 12. 3. 2015



Vyhnani z raje
Rada vlastnosti a konstrukci pro polynomialni &iracionalni kfivky neni

racionalni:
@ vyjadreni délky kfivky c(t), ale i normaly, kfivosti, torze

s<t>=/t:|\c'(r)\|df=/t:mdr

@ offset (paralelni kfivka, plocha) ve vzdalenosti d:
Pu X Pv

04 = € + dn, kde napf. pro plochyn = ————
[IPu x P

==

A
(1

@ offsety jsou kliCové v aplikacich = tento problém je zasadni
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Ztrata racionality - repér podél kfivky

@ pro prostorovou racionalni kfivku neexistuje racionalni repér

N
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Ztrata racionality - repér podél kfivky

@ pro prostorovou racionalni kiivku neexistuje racionalni repér

@ konvoluce (hranice Minkowskiho souctu), neni obecné racionalni

OAx0B ={a+b:acdADbeciB,nyg=n}

@ ( j

&)
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Ztrata racionality - repér podél kfivky

@ pro prostorovou racionalni kiivku neexistuje racionalni repér

@ konvoluce (hranice Minkowskiho souctu), neni obecné racionalni

OAx0B ={a+b:acdADbeciB,nyg=n}

@ ( j

&)

@ konvoluce s kruZnici je offset
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~ 7

| elementy, kruhovy splajn

Re&eni 1 - nejjednodus

KFivka sloZzena ze 16 kruhovych obloukd.
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Interpolace dvojobloukem

o—Us

Uo
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Interpolace dvojobloukem
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Analyza geometrického problému
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Vybeér dvojoblouku

O

Equal chords Parallel tangent New method
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Vybeér dvojoblouku

AOANLS;

Equal chords Parallel tangent New method
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Vybeér dvojoblouku

AOANLY;

Equal chords Parallel tangent New method
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Konverze regularnich kfivek

Nasamplujeme G?! data z dané kfivky, jeli chyba pfilis vekla, rozdélime
na vice Casti.
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Asymptotické chovani konverze

| Error | Ratio | | Error | Ratio
1 4.97
2 2.23 2.233 || 256 3.3210°° | 5552
4 39810 1]5594 | 512 4321075 |7.699
8 1.89101 | 2110 1024 |54510 7 | 7.928
16 |4.0210°2 | 4.697 || 2048 | 6.8210°8 | 7.988
32 [5.9310°|6.780 || 4096 | 857109 | 7.956
64 |1.0310°|5.767 || 8192 | 1.0710°° | 7.979
128 | 1.8510* | 5.568 || 16384 | 1.34 1010 | 8.009

Aproximacni stupen 3 nelze kruhovymi oblouky zlepsSit.
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Reseni 2 - kfivky s Pythagorejskym hodografem

@ Bézierova kfivka se nazava s Pythagorean Hodograph, jestlize
délka jejiho tecného vektoru (rychlost) zavisi polynomialné na
parametru. To znamen4, Ze existuje polynom o(t) tak, ze

X'(t) +y'(1)? = o*(1). (1)

@ Véta (Kubota 1972): Polynomy x’,y’, o splfiuji (1) pravé tehdy,
kdyz existuji polynomy u,v,w takové, ze

xX'=wu2-v?), y =wu), o=wu?+v?).

@ Interpolace bude nelinearni problém.
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Vyhodné uziti komplexnich Cisel

Rovinna kfivka

p(t) =x(t) +y(b)i
, pro kterou plati gcd(x’,y’")=1 je PH pravé tehdy, kdyz existuje
komplexni polynom (nazyvany preimage)

z(t) = u(t) + v(t)i
takovy, ze

p'(t) = 22(t).

Délka teéného vektoru je pak rovna ||z(t)]|2.
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C! interpolace s PH kfivkami stupné 5

4 2
p(t) = hiB(t), z(t)=) zB(), telo,1]
i=0 i=0

Interpolacni podminky jsou
18
ho=to, hs=t5, and ¢ ;hi = (P1 — Po)

a s uzitim p’(t) = z?(t) dostavame 3 kvadratické rovnice

z5=to, Z5=ty,
(320 + 4z, + 322)2 = 120(p1 - po) — 15(t1 + to) + 10zpz,.

Obecné dostaneme Ctyfi rlizné interpolanty p(t).
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