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Inzenyr, jerab a matice

Vypocet sil v prutovych soustavdch stycnikovou metodou

Uvod

Rada bych ve své praci predstavila pocitani prutovych soustav. Jedna se o pomérné rozsahlé téma,

a proto nebudu vysvétlovat metodu uvolfiovani ani principy statické urcitosti. Zaroven se budu snazit
omezit pojmy ze strojirenstvi a ukazat jen princip samotného vypoctu.

Realna situace

Pti ndvrhu konstrukce Zelezni¢niho mostu se inZzenyr mize ubirat nékolika sméry; miZe se jednat

o most lanovy, betonovy, kovovy a mnoho dalsich. Pokud si inZenyr vybere kovovy most typu
prihradového nosniku, bude ve vétsiné pripad fesit jednoduchou rovinnou prutovou soustavu.
Zacina geometrickym ndvrhem (vypoctovym modelem) prutové soustavy. Pfi ndvrhu musi dodrzet
podminky statické a tvarové urcitosti. Po navrhu tvaru (vzhledu) celkové konstrukce potrebuje zjistit
parametry jednotlivych ¢asti (profil a rozmeér).

Prutova soustava je tvotrena pruty (Stihla télesa), které jsou spojeny svymi konci ve sty€nicich, viz
Obrazek 1.
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Obrdzek 1: Vysvétleni zdkladnich pojmu
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Zajima nas, jaké sily budou v konstrukci mostu plsobit a tedy jak ji budeme muset uzpUsobit tak,
aby splfiovala poZzadovanou nosnost'. Vnéjsi sily piisobi pouze ve styénicich a pruty potom prenaseji
tzv. osové sily, které vytvareji v prutech tlak nebo tah.

Na Obrazku 1 vidime 3 vnéjsi sily Fy.3, jejichz velikost zname. Sily F, a Fg(vnéjsi reakce) jsou sily
neznamé spolecné s osovymi silami plsobicimi v prutech.

Matematicky model, princip vypoctu

Pocitame tak, Ze vSechny pruty jsou dokonale tuhé, vSsechny sty¢niky dokonalé klouby a podpéry
(uloZeni) jsou dokonale pevné; ani zatizenim konstrukce se nevyvola posun podpéry. Vlastni
hmotnost konstrukce je pfi zakladnim statickém vypoctu zanedbana. Pri presnéjsich vypoctech
v softwarovém prostfedi je mozné vlastni hmotnost zahrnout jako neznamou, sloZzenou pravé

z hmotnosti jednotlivych ¢asti konstrukce.

Formulace problému v matematice vychazi z vypoctového modelu mostu, kde si stycniky oznacime
jako body a pruty jako primky, které je spojuji. VSechny sily budou reprezentovany vektory. Vnéjsi sily
pUsobi pouze v bodech a jsou rozlozeny ve sméru primek.

Abychom zjistili velikosti sil, napiSeme si pro kazdy bod silové podminky rovnovdhy. Chceme, aby
soucet vSech silovych vektor(l plisobicich v jednom bodé dal dohromady nulovy vektor. Pokud si
potom podminky rozlozime tak aby byla zvlast rovnovaha v ose x a y, dostaneme soustavu n rovnic o
n neznamych, kde n je dvojnasobek poctu bodl v nadkresu (poctu stycnik).

Velikost sily, kterou chceme vypocditat, odpovida délce vektoru v néjakém predem zvoleném méftitku.

Reseni realného prikladu
PfestoZe jsme se v Uvodu zabyvali konstrukci Zelezni¢niho mostu, vypocitame si nyni sily plsobici

vvvvvv

nasledujici priklad prevzaty véetné feseni ze skript ZU v Plzni [3].

Rada bych si vymyslela vlastni priklad prutové sestavy, ale sama bych si troufla pouze na néjaky
jednoduchy priklad mostu z Uvodu prace. Tento pfiklad jsem zvolila proto, aby byl zajimavéjsi a
sloZitéjsi. Snazila jsem se feSeni neopsat, ale pochopit a vlastnimi slovy popsat postup vypoctu.

Mechanicky model rovinné prutové konstrukce jerdbu, obrdzek 2, je zatiZzen tihou G bfemene

zavéseného na lané, které je opdsdno pres kladku o poloméru r.

Ddno: G=400N;a=1,5m;b=0,9m;r=0,3m

! profil prutu vyplyva z typu konstrukce a druhu sty¢niku. Rozmér prutu vyplyva z pouZzitého profilu a typu sil,
které na néj budou pUsobit.
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Obrdzek 2: Oznaceni vypoctového modelu Obradzek 3: Neznamé plsobici sily

Nakres na obrazku 2 je oznacen pismeny a Cisly podle zvyklosti ve strojirenstvi. Na obrdzku 3 jsou
vsechny sily oznaceny vektorem, ktery jde smérem od bodu, ze kterého pUsobi, tedy to vypada,
Ze vSechny pruty jsou namahany na tlak. Toto oznaceni je ovSsem jen pro zjednoduseni vypoctu

a nakresu; pokud sila plsobi v obraceném sméru, vyjde nam jeji hodnota zaporna.

Pti vypocltu je nejdrive nutné transformovat sily plsobici na kladku, abychom mohli poditat s prosté
zatizenou prutovou sestavou. Principem tohoto vypoctu je metoda uvolriovani prvk, ktera je
pfiblizena na obrdzku 4 a v rovnicich (1) a (2).

P,—Gcosa=0 (1)
P,-G-Gsina=0 (2)
Obrdzek 4: Uvolnovani kladky
Dostaneme:
P,.=Gcosa (3)
P,=G (1 +sina) (4)
a = arcsin (r/3a) (5)

Py a P, jsou dvé slozkové podminky rovnovahy ve sméru os x a y. Na obrazku 3 si také mizeme
vsimnout sily G, ktera pUsobi v bodé C, to je také dusledek uvolnéni kladky.

Vektory Ray, Ray @ Ngjsou neznamé sily, reakce uloZeni jefabu, také je budeme chtit spocitat.
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Podle udajli na obrazku 2 si vypocitame velikosti thl{ B a y. Z geometrickych parametr( dostavame,
Ze

tanB=1=B=45¢ tany = b/a =y = arctan (b/a) (6)
Dale mame, Ze pro bod A plati podminka rovnovahy:

Rax + Ray =55 +55+ 51 (7)
Tuto podminku si rozdélime na dvé slozky ve sméru os x a y.

Sg+S10C0S B —Rax =0 (8)

S, +Siosin B -Ra, =0 (9)

Takovéto podminky napiSeme pro vsechny ostatni body:

Bod B: -Sg—-SgcosB=0 (10)
Ng +SgsinB=0 (12)
Bod C: S;1+S3cosy+Gcecosa=0 (12)
S3siny-S,+Gsina=0 (13)
Bod D: S;+Si3c0sy—S;;+SgcosB-SypcosB=0 (14)
S1»+Si3siny —Sgsin B—S;psinB=0 (15)
Bod E: S¢—S;=0 (16)
S14=0 (17)
Bod H: Ss—Szcosy=0 (18)
-S;,-S;3siny=0 (19)
Bod K: Sscosy-Ss-Sizcosy=0 (20)

=Sssiny =S4 —S13s5iny=0
Bod P: -P,—S¢-Sscosy=0 (21)
-Py +Sssiny=0 (22)

V rovnici (17) vidime, Ze sila S;4 ma nulovou velikost, tedy ji reprezentuje nulovy vektor. To je
zpUsobeno tim, Ze je konstrukce tvarové preurcena tzn., obsahuje vic prutll a styénik(, nez by
musela. Prut ¢islo 14 ma v konstrukci vyznam pro rozloZeni sil v prutech 6 a 7, aby tyto pruty

nemusely byt pfilis masivni. Dale proto tuto silu nebudeme zahrnovat do vypoctu.
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Na obrazku 5 vidime, jak by prutova soustava vypadala, bez prutu ¢islo 14 a sty¢niku E. Prut 6a ma
délku rovnou souctu délek prutl 6 a 7 a bude namahan stejnou silou jako tyto dva pruty, ale
s ohledem na délku by musel byt jeho profil vétsi.
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Obrdzek 5: Zjednodusend konstrukce

Dostali jsme soustavu 15 rovnic o 15 neznamych. Mohli bychom ji fesit tradi¢nim zplsobem,
ale radéji si ji zapiSeme pomoci matice, pfinese ndm to veliké zjednoduseni.

Maticovy zapis, ktery dokaze obsahnout vSechny prvky z predchazejici soustavy rovnic, vypada takto:
Ax=b (23)

Kde A je matice geometrického usporadani soustavy,

-1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 cosB o 0 0
0 -1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 snf 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0 0 0 ~—cosB —1 0 0 0 0
0 0 1 o0 0 0 0 0 0 sinB 0 0 0 0 0
0 0 0 0 ¢cosy o 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 -1 siny o 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0 0 1 «cosp 0 =—cosp -1 0 COSY
A=l 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —sinp 0 —sinp O 1 Sy
0 0 0 O 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 =-cosy 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 —siny O 0 0 O 0 0 0 0 -1 0
0 0 0 0 0 -1 cosy 0 0 0 0 0 0 0 —cosy
0 0 0 O 0 0 -siny 0 O 0 0 0 0 0 —siny
0 0 0 O 0 0 —cosy -1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 O 0 0 siny 0 0 0 0 0 0 0 0

X je vektor neznamych, kde
X= (RAXI RAy/ NBI SZI 53/ 541 SSI 56/ 571 58/ 591 SlO/ S]_]_, SlZ/ 513)T
a b je vektor znamych velic¢in, kde

b=(0,0,0,0,-Gcosa,-Gsina,0,0,0,0,0,0,0, P, Py)T.
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Pomoci elementarnich fadkovych Uprav se mizZeme presvédcit, Ze matice A ma hodnost rank(A) = 15,
takZe soustava rovnic ma jednoznaéné feseni x = A™'b, které uréime pomoci programu MATLAB nebo
Mathematica.

Vysledny vektor je
X = (0; 240; 640; 880;1658,6; 1422, 2; 829, 3; -1110, 2; -905, 1; 640; -905, 1; -1821, 3; -853, 3; -829, 3)T

kde uvedené hodnoty jsou v newtonech (N). Sily, které vysly zaporné, plsobi v opacném sméru,
neZ je zobrazen na obrazku 3.

Takto celkem jednoduse jsme spocitali vSechny neznamé sily.

Zavér

Pravé provedenym vypoctem jsme udélali statickou analyzu prutové sestavy, coz je dulezita ¢ast
navrhu konstrukce. Dale je tfeba zabyvat se i strankou pruznosti materialu, ktera ¢astecné (ve vétsiné
pfipadl zanedbatelné) zméni parametry (Uhly a délky) konstrukce, a dynamikou konstrukce
(pFedevsim rezonancnimi stavy), abychom zajistili, Ze nase konstrukce bude odpovidat poZzadavkim

a nedojde k destruktivnim zménam.

Vypocet sil v prutové soustaveé Ize provadét i jinymi zplsoby a to napf. priasec¢nou metodou. Tento
zpUsob vypoctu pouzivame ve chvili, kdy chceme zjistit jen nékteré sily v pfihradovém nosniku. Tato
metoda je o dost sloZitéjsi a jeji UspésSnost zdvisi na volbé spravného fezu konstrukci, viz obrazek 6.
Celou konstrukci je také mozné resit graficky, avsak tato metoda je pro konstrukce, které obsahuji 5
a vice sty¢nikd nevhodna. Pokud tedy umime rychle napsat maticovou variantu rovnovaznych rovnic
a umime pouZit program MATLAB, je sty¢nikova metoda rychlejsi, prestoZe toho musime vypocitat
vic.

Obrdzek 6: Ukdzka prisecné metody (vhodny rez znaci ¢ernd ¢dra)
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