Kapitola 12

Neékolik aplikaci

Diskrétni a rychla Fourierova transformace

Diskrétni Fourierova transformace spoc¢iva ve zméné reprezentace po-
lynomu s koeficienty v néjakém télese T. Obvykla reprezentace polynomu
stupné n — 1

f(x) = ap+ a1x + agx® + - + ap_12™ !
sestava ze zadani koeficientti ag, a1, ..., a,—1 € T. Stejné tak ale mizeme za-
dat polynom f pomoci jeho hodnot v n riznych bodech zg, z1,...,z,-1 € T.
Pfedepiseme-li hodnoty f(z;) =b; € T proi =0,...,n — 1, pak podle Tvr-
zeni 4.14 existuje pravé jeden polynom f stupné n — 1 s koeficienty v télese
T, ktery ma v bodech zg,...,z,_1 pfedepsané hodnoty. Jeho koeficienty

ag, - - - ,ap—1 najdeme jako feseni soustavy linedrnich rovnic
n—1 _
ap +a1wo + - +ap—17g - = bo
-1
ap +a1x1 + -+ ap—1x7 = b

1

n—
-1 = bn—l-

ap + a1Tp—1+ -+ ap_17,

Matice této soustavy je Vandermondova matice

1 o g - apt
1 x 3 oo !

VLBQ,LB1,...,£E7L71 =
1 z,.1 a2

n—1

1
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Jednoznacnost polynomu f vyplyva z regularity Vandermondovy matice v
pripadé, Ze body xg, x1, ..., ZTy_1 jsou navzajem ruzné, kterou jsme dokazali
v Uloze 10.3.

Piedpokladejme nyni, Ze méme vynasobit dva polynomy f(z) = ag +
a1z + agr? + -+ ap—12" 1 a g(x) = co + 1w + cow® + -+ + cpogz™ !
stupné nejvyse n — 1. Jejich soucin fg je polynom stupné nejvyse 2n — 2.
Budeme jej znat, pokud budeme znat 2n — 1 koeficienti sou¢inu fg nebo
hodnoty sou¢inu fg ve 2n — 1 ruznych bodech xzq,z1,...,To,_2. Zname-li
hodnoty obou polynomi f(z;) = b; a g(z;) = ¢; v téchto 2n — 2 bodech,
mizeme snadno spoéitat hodnoty souéinu fg(x;) = bjc; v téchto bodech.
Potfebujeme k tomu pouze 2n — 1 nasobeni, zatimco pri vypoctu koeficientt
d; pri klasické reprezentaci souc¢inu

(fg)(l') =do+dix+---+ d2n_2x2n72

pomoci vztahi
k
dy =Y aicp—, k=0,1,...,2n -2,
i=0

potfebujeme celkem
20+2+---+n)=n(n+1)

nasobeni a radové stejny pocet sc¢itani. Nasobeni polynomi je tak mnohem
rychlejsi, pokud mame polynomy zadédny pomoci jejich hodnot v dostateéné
mnoha bodech.

Problém samoziejmé spociva v cené prechodu od zadani polynomu po-
moci koeficienti k jeho zadani pomoci hodnot v predepsanych bodech a
obracené. Hodnotu polynomu f(z) = ag + a1x + agx® + -+ + a,_ 12" 1 v
bodé x; miizeme spocitat pomoci vyjadieni

f(a:z) = Qo + a1x; + CLQ(E% + -+ an_lx?_l =

= ag+z(ar +z(ag +x(- -+ x(an-1)---)))-

Tomuto vyjadfeni se tikd Hornerovo schéma. Vyzaduje n — 1 nasobeni a
stejny pocet s¢itani. Potfebujeme-li spocitat hodnotu polynomu f v n raz-
nych bodech, musime tak pouzit celkem n(n—1) ndsobeni a n(n —1) séitani.
To je fadové stejny pocet nasobeni jako pii primém vypoctu koeficientii sou-

N 4

na Cas nez s¢itani, mizeme Tict, Ze vypocet hodnoty polynomu stupné n — 1
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v n bodech je priblizné stejné casové naroény jako spocitat soucin dvou
polynomil stupné n — 1 pomoci pfimého vypoctu koeficientii.
V&imnéme si, Ze hodnoty polynomu f(z) = ag + a1z + agz® + -+ +

an—12""1 v bodech zg, ..., x,_1 miZeme spocitat jako soufadnice sou¢inu
matic 1

1 x0 w3 e xfT ap

1 2 . x?_l a1

2
1 zp—1 x4

coz muzeme rovnéz zapsat ve tvaru

(f(wo), f(1),. .., f(xn—l))T = Vao,e1,zn (@0, @1, - an—l)T~

Vypoctu hodnot polynomu f v bodech zg, ..., z,_1 budeme fikat evaluacni
transformace a budeme ji oznacovat Ty, o1, 2,y (f)-

Pokud naopak chceme z hodnot polynomu f stupné n — 1 v n bodech
najit koeficienty polynomu, musime vytesit soustavu n linearnich rovnic o n
neznamych s regularni matici, coz pfi vypoc¢tu pomoci Gaussovy eliminace
vyzaduje dokonce Fadové n3 nasobeni a Fadové stejny pocet s¢itani. K tomu
je jesté tfeba pridat cenu vypoctu prvkd Vandermondovy matice, ktera je
matici soustavy.

Abychom mohli vyuzit “rychlejsiho” nasobeni polynomu pfi jejich zadani
pomoci hodnot v dostate¢né mnoha bodech, potfebujeme mnohem ryhlejsi
algoritmy pro vypocet hodnoty polynomu v bodé nez je vypocet pomoci Hor-
nerova schématu. Stejné tak potfebujeme mnohem rychlejsi algoritmus pro
vypocet koeficientti polynomu, zname-li jeho hodnoty v dostatecné mnoha
bodech, nez je algoritmu zalozeny na Gaussové eliminaci pouzité na Van-
dermondovu matici. Tyto algoritmy si nyni ukazeme.

Podstata urychleni Hornerova schématu spoc¢iva ve vhodném vybéru
bodt zg,z1,...,2,—1 € T, ve kterych hodnoty polynomu f pocitdme. Po-
kud predpkladame, ze n = 2k je sudé ¢islo, pak mizeme polynom f(z) =
ag + a1 + a2$2 + -4+ an_la:”_l napsat ve tvaru

f(@) = g(2®) + zh(a?),

kde

9(y) = ap + a2y + asy® + - + ap_oy" !

h(y) = a1 + azy + asy® + -+ an_1y" L.
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Oba polynomy g, h maji polovi¢ni stupen oproti polynomu f, pocitame ale
jejich hodnoty stéle v n bodech x3,...,22_; a protoZe polynomy jsou dva,
zadné snizeni poctu nasobeni zatim neni vidét. Pokud ale navic predpokla-
dame, ze body =z, ..., T,_1 jsou zvolené symetricky, tj. ze plati

Lpti = — X4

proi=0,1,...,k—1, tak vidime, Ze jsme nejenom snizili stupenn obou poly-
nomi na polovinu, ale rovnéz jsme snizili na polovinu pocet bodt, ve kterych
musime pocitat hodnoty obou polynomi. To uz vede k podstatnému snizeni
poctu potfebnych algebraickych operaci, jak ukazuje néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 12.1 Predpoklddame, Ze f(x) = ag+arx+asr®+- - +an_12" ! je
polynom stupné n — 1 s koeficienty v télese T, c¢islo n = 2k je sudé, a prvky

0,21, .-, Tn—1 € T splnuji podminku zpy; = —x; proi = 0,1,... .k — 1.
Oznacime-li C(n) pocet operact, které jsou treba k vypoctu hodnot néjakého
polynomu v n bodech xg,x1,...,Tn_1, pak
n
C(1)=0, a Cn)=2-C(z)+4- 5

Dikaz. Protoze plati xzﬂ» =z? proi=0,...,k— 1, potfebujeme spo-
¢itat hodnoty polynomu g,h pouze v k = n/2 bodech. To vyzaduje cel-
kem 2-C(n/2) operaci. Kromé toho potfebujeme 71/2 nésobeni pro vypocet
¢tverctt 27 pro i = 0,1,...,n/2 — 1. Dale n/2 nasobeni, n/2 séitani a n/2
odéitani, abychom zkombinovali hodnoty g(z?) a h(z?) do hodnot f(x;) pro
i=0,1,...,n—1. O

Vhodna volba evalua¢nich bodi je popsana v nasledujici definici.

Definice 12.2 Prvek w télesa T se nazyvd primitivni n-td odmocnina z 1,
pokud w" = 1(= w°) a mocniny

jsou navzdjem rizné. MnoZina prvki {1,w,w? ... ,w" 1} se nazyvd Fou-

rierovy body. Ewvaluacni transformace T}, -1 ve Fourierovych bodech

1=ww w? ... ,w" ! senazjvd diskrétni Fourierova transformace (DFT).

Priklad 12.3 1.Prvek

2T .
w = cos — +1sin27mn
n
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je primitioni n-td odmocnina z 1 v télese komplexnich cisel C, jak vyplyva
z Moivreovy véty. Fourierovy body

k

w"” = cos 7T+zsin/7<:-27rn, k=0,1,...,n—1

tvori vrcholy pravidelného n-uhelnika vepsaného do jednotkové kruZnice tak,
aby bod (1,0) byl jednim z vrcholi tohoto n-uhelnika.

2. V konecném telese Zy7 je prvek w = 4 primitivni cturtou odmocninou
z 1, nebot v tomto télese plati 4* = 256 = 1 mod 17 a mocniny

4t =4, 42 =16, 4> =13

jsou navzdjem ruzné. Vandermondova matice

1 1 1 1
1 4 16 13
Vi4,16,13 = 116 1 16
1 13 16 4

popisuje diskrétni Fourierovu transformaci 11 4,16,13-
3. V télese Zy41 je cislo 14 primitivni osmou odmocninou z 1, odpovidajici
Fourierovy body jsou 1,14,—-9, -3, —1,—14,9, 3.

Je-li w € T primitivni n-t4 odmocnina z 1 pro sudé n = 2k, pak n
Fourierovych bodii 1,w,w?,...,w" ! spliiuje podminku

(wk+i)2 — w2k+2i — W — P =1 (wi)Q _ (wi)2.

proi=0,1,...,k—1. Navic je o¢ividné w? primitivni (n/2)-t4 odmocnina z
1 a v piipadé, ze n = 41 splituje k = n/2 sudych mocnin 1, w?, w4, - - w2k~ 1,

také stejnou podminku symetrie
((w2)l+i))2 — w4l+4i — w4z’ — ((wZ)i)2'

K vypoétu hodnot polynomii g, h v n/2 bodech w?,i = 0,1,...,k = n/2 mi-
Zeme pouzit stejny trik s vypoétem hodnot 4 polynomi ve [ = n/4 bodech.
A tak déle.

Pokud je tedy n = 2™ a w € T primitivni n-t4 odmocnina z 1, mizeme
rekurzivné spocitat hodnotu diskrétni Fourierovy transformace 77, n-1.
Tomuto vypoctu se iika rychlda Fourierova transformace (FFT). Nasledujici
vypocet ukazuje, jak moc FFT zrychluje vypocet hodnoty polynomu v n =
2™ bodech.
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Tvrzeni 12.4 Je-lin = 2™ a w € T primitivni n-td odmocnina z 1, pak
FFT vyzZaduje
C(n)=2-n-loggn

aritmetickych operaci.

Dukaz. Opakovanym pouzitim Tvrzeni 12.1 dostaneme

Cln)=C@2m) = 2.-C2™" H+4.2m1 =
= 22-C2™ %) +4-2"2) 44.2m71 =
= 22.002m Y +2.4.2m71 =
= 22.002™ %) +3.4.2" 1 =

= 2m.C(1)4+m-4-2m"1 =

n
0gy M 5
= 2-n-logyn.

O

Diskrétni Fourierova transformace a jeji spojita verze nazyvana prosté
Fourierova transformace jsou hojné pouzivany v elektrotechnice, jedno vyu-
Zitl spoc¢iva v odstrafiovani Sumu v signalech. V pocitacové algebte je rychla
Fourierova transformace pouzivana v systémech pro symbolickou manipulaci
k nasobeni polynomu velkého stupné.

K tomu potfebujeme znat inverzni diskrétni Fourierovu transformaci,
pomoci které ze znalosti hodnoty polynomu v n = 2 bodech spocitame
jeho koeficienty. Tato inverzni diskrétni Fourierova transformace

Tl,u%,u-,w"*l
odpovida vypoctu inverzni matice Vljwl’m’wn,l k matici V; , ... ,n-1. Lze uka-
zat, ze

1 1 1 1
1 w_l w_2 cee w_(n_l)
-1 1 1 w2 w4 cee w21
1=nN

1 w_(n_]-) w—Z(TL—l) e w(n_l)2
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Protoze w™! € T je rovnéz primitivni n-t4 odmocnina z 1, méiZeme pro
vypocet inverzni diskrétni Fourierovy transformace rovnéz pouzit rychlou
Fourierovu transformaci.

Rychlou Fourierovu transformaci poprvé uvetejnili panové J.W. Cooley
a J.W. Tuckey v roce 1965 a od té doby se stala jednim z nejpouzivanéjsich
algoritm.

Vyhledava¢ Google

Popularita vyhledava¢ Google spociva také v tom, ze usporada vyhle-
dané stranky k danému dotazu podle “dtlezitosti”. Ukazeme si, jak je tato
“dtlezitost” jednotlivych webovych stranek definovana a jak ji lze vypocitat.

Rekneme, Ze dileZitost néjaké webové stranky je primu dmérnd souctu
dulezitosti stranek, které na ni odkazuji. To na prvni pohled vypada na de-
finici kruhem. Zkusime ji ale vyjadfit matematicky. Oznacime x; dtlezitost
i-té webové stranky pro ¢ = 1,2,..., N, kde N je celkovy pocet webovych
stranek, které bereme v ivahu. Déle jesté potfebujeme néjak zachytit struk-
turu vzajemnych odkazii mezi jednotlivymi strankami. Pokud j-ta stranka
odkazuje na i-tou stranku, tak napiseme, ze

Qi = 1.

V opac¢ném pripadé, tj. pokud j-t& stranka odkazuje na i-tou stranku, po-
lozime
Qi3 = 0.

Struktura vzajemnych odkaz mezi jednotlivymi webovymi strankami je tak
popsana pomoci ¢tvercové matice A = (a;;) fadu N. Tuto matice mizeme
nazvat matice incidence webu.

Je-li K konstanta primé timérnosti pouzitda v neformalni definici dtlezi-
tosti i-té stranky, pak muzeme tuto definici formalizovat nasledovné:

N
xi:K‘Zaijxj pro ¢=1,2,...,N.
j=1

Prepsanim dostaneme

al 1

E aijr; = —-x; pro ¢=12,...,N.
, K

j=1

Oznaéime x = (21, 72,...,2x)" vektor dilezitosti jednotlivych stranek, pak
posledni rovnost zapiSeme ve tvaru

1
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Vidime tedy, Ze koeficient pfimé timérnosti K je prevracenou hodnotou né-
jakého vlastniho ¢isla matice A (matice incidence webu) a vektor dulezitosti
x je vlastnim vektorem piislusnym tomuto vlastnimu éislu.

Matice incidence webu A ma N (komplexnich) vlastnich ¢isel a ke kaz-
dému vlastnimu cislu existuje nekonecné mnoho nenulovych odpovidajicich
vlastnich vektort. Potfebujeme proto néjak vybrat vhodné vlastni ¢islo ma-
tice A, nejlépe tak, aby bylo kladné reilné, a k nému najit vhodny vlastni
vektor, opét by bylo nejlepsi, aby to byl vektor s kladnymi redlnymi soutad-
nicemi, nebo aspon s nezapornymi.

V tomto misté nastupuje Perronova-Frobeniova teorie nezdapornych ma-
tic. Jako prvni si uvedeme definici spektralniho poloméru matice.

Definice 12.5 Je-li B ctvercovd komplexni matice, pak cislo
p(A) =max{|A\|: A € 0(B)}

nazyvdme spektralni polomér matice B. KruZnici se stredem v pocdtku a
polomérem p(B) nazyvame spektralni kruznice matice B.

Spektralni polomér kazdé ¢tvercové komplexni matice je tedy nezaporné
realné ¢islo. Takovym maticim fikdme kladnd (pozitivni) matice. Pokud jsou
vSechny prvky matice nezdporné redlna ¢isla, pak mluvime o nezdporné ma-
tici. Matice, jejichz prvky jsou kladna realné ¢isla, maji nasledujici dilezitou
vlastnost.

Véta 12.6 Pro pozitivni ¢tvercovou matici B tddu n plati
1. p(B) € o(B),
2. pokud je x # 0 vlastni vektor matice B prislusny vlastnimu éislu p(B),

pak jsou bud viechny soutadnice vektoru x kladné a nebo jsou vsechny
souradnice vektoru X zdporne,

3. algebraickd ndsobnost vlastniho ¢isla p(B) je 1,

4. dimenze prostoru N (B—p(B)I,,) se rovnd 1, tj. kaZdy nenulovy vlastni
vektor prislusny vlastnimu cislu p(B) je redlnym ndsobkem libovol-
néeho jiného nenulového vlastniho vektoru prislusného k témuZ vlast-
nimu cislu.

7 téchto vlastnosti vyplyva existence jednoznac¢né urceného kladného
vlastniho vektoru p = (p1, ..., pn)T odpovidajiciho spektralnimu poloméru
p(B), pro ktery plati p; > 0 pro kazdé i = 1,...,n a dale

pr+p2+---+pn=1
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Tento jednoznac¢né urceny kladny vlastni vektor nazyvame Perronuv vektor
kladné matice B a vlastni ¢islo p(B) nazyvame Perrontv koren matice B.

Perrontiv kofen a vektor nemtizeme piimo vyuzit k vypocétu vektoru
dilezitosti webovych stranek, protoze matice incidence webu neni kladné, je
pouze nezaporna. Proto musime pouzit nasledujici zesileni predchozi véty,
kterému se tikd Perronova-Frobeniova véta.

Véta 12.7 Je-li B nezdapornd c¢tvercovd matice rddu n, pro kterou plati, Ze
BM je kladnd matice pro dostatecné velky exponent M, pak plati

1. p(B) € o(B),

2. pokud je x # 0 vlastni vektor matice B prislusny vlastnimu ¢islu p(B),
pak jsou bud viechny souradnice vektoru x kladné a nebo jsou vechny
soutadnice vektoru X zdporné,

3. algebraickd ndsobnost vliastniho ¢isla p(B) je 1,

4. dimenze prostoru N (B—p(B)I,,) se rovnd 1, tj. kazdy nenulovy vlastni
vektor prislusnyg vlastnimu éislu p(B) je redlnym ndsobkem libovol-
neho jiného nenulového vlastniho vektoru prislusného k témuZ vlast-
nimu ¢islu.

Také v pripadé nezapornych matic take existuje jednoznac¢né urceny
vlastni (Perrontiv) vektor p = (p1,...,p,)! odpovidajiciho spektralnimu
poloméru p(B), pro ktery plati p; > 0 pro kazdé i = 1,...,n a déle

prtp2t--+pn=1

Matice incidence webu A je sice nezidporna, s velkou pravdépodobnosti
ale nespliiuje druhy z predpokladtt Perronovy-Frobeniovy véty, totiz ze AM
je kladna matice pro dostatecné velky exponent M. Toto uz je ale drobny
problém.

Tato idea porovnavani vyznamu lidi nebo véci na zékladé vlivu, ktery
na sebe vzajemné maji, ma mnoho nejriznéjsich aplikaci ve statistice i v
dalsich oborech. Anglicky se ji fika Kendall- Wei theory of ranking a pochéazi
z padesatych let minulého stoleti.

Soustavy obydéejnych linearnich diferencialnich rovnic

Soustavou obzcejnych linedrnich diferencidlnich rovnic s konstatnimi ko-
eficienty rozumime soustavu rovnic nasledujiciho tvaru.

!
Uy = a11ul + appu2 + -+ Aipln,
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Uy = A21U1 + A22U2 + -+ + A2plnp,

Uy = AplUl + Ap2U2 + -+ + Applin,

spolu s pocatecnimi podminkami

(75} (0) = (1,
u9 (0) = C2,
un(0) = cp.

Predpoklddame, ze matice A = (a;;) je redlnad matice, funkce u; = u;(t)
jsou realné funkce realné proménné a c¢; jsou realna ¢isla pro ¢ = 1,...,n.
Oznacéime-li ¢ = (c1,...,c,)T a u = (ui(t),...,un(t)), mizeme soustavu
zapsat v maticovém tvaru

V tvodu predchozi kapitoly jsme si fekli, Ze jedna obycejné diferencialni
rovnice u/(t) = au(t) s po¢ateéni podminkou w(0) = ¢ ma jednoznacéné
urdené feseni u(t) = c-e*’. MiiZeme se proto pokusit najit analogicky vzorec
pro feseni soustavy o n neznamych funkcich.

Pokud je matice A diagonalizovatelna a

A=ME; + -+ E;

je jeji spektralni rozklad podle Véty 11.15, muZeme se pokusit definovat
matici funkci redlné proménné ¢ jako

eAt — e>\1tE1 Lt eAktEk.

Matici funkci redlné proménné muzeme derivovat tak, ze derivujeme kaz-
dou funkci zv1ast. Takto definovand matice redlnych funkci mé néasledujici
vlastnosti.

Tvrzeni 12.8 Je-li A diagonalizovatelnd matice fddu n a

A=ME; + -+ M\E;
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jeji spektralni rozklad, pak matice funkci
At = e)‘ltEl + -+ e)‘ktEk.
md ndsledujici vlastnosti

d eAt

= A
At = ALA,
e ATAL Al Al
I, = €°

Ddle vektor funkci u = e®tc je jedingm feSenim soustavy obycejnich
linedrnich rovnic W' = Au s pocdtecnimi podminkami u;(0) = ¢; pro i =
1,2,....n

Dukaz. Abychom dokézali prvni rovnost, dosadime za e podle defi-
nice. Dostaneme

d €At

k
—Z)\ektE— Z Ze/\tE
=1

V dtikazu druhé rovnosti postupujeme podobné.

k k k
A A = ME; MR, = Ne M EE; =
j
i=1 J=1

=1

k k
O_NE)ONE) =t Al
j=1 i=1

Také treti rovnost dokdzeme analogicky.

e—AteAt _ (

M?r

k
)\16_)\ tE Z Aj et tE = Z 6_)"'t6>‘itEZ2 =
1 7j=1 =1

k
EZ' = In = (Z )\j‘f)\thj)(Z )\ie_)\itEi) = eAte_At.
T —1

I
M= 5

Il
—

7

At

Posledni, ¢tvrtd rovnost vyplyva ihned piimo z definice e*' a vlastnosti

spektralnich projektort E;.
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Z prvni rovnosti ihned dostaneme, ze vektor funkci

u=c-et
je feSenim soustavy u’ = Au, u(0) = c.
Je-li néjaky dalsi vektor funkci v(t) FeSenim téze soustavy, tj. plati-li
v/ = Av a v(0) = ¢, spoéitdme napted

k
e AV = Z e MUE; v
i=1

Odtud dostaneme

d (e Atv)

k k
T — Z Ne ME; v+ Z e MEN = —A e Ay 4 oA =

i=1 i=1
— _efAtAV 4 efAtvl — efAt(_AV + V/) = 0.

Aty jsou konstantni. V bodé t = 0

Odtud plyne, Ze vSechny funkce v e~
maji hodnoty
eOv(0) =I,c=c,

Aty = c¢. Vynasobime posledni rovnost zleva matici et a dosta-

a tedy e~
neme

At -At,, _ At

V=€ e Cc=u.

Tim je dokdzana jednoznacnost FeSeni u = eAc. O

Mnoho fyzikalnich nebo biologickych procest lze modelovat pomoci sou-
stavy diferencidlnich rovnic u’ = Au, u(0) = c. Ukézeme si jeden piiklad.

Uloha 12.1 V ¢ase t = 0 vstitkneme do buriky ¢islo 1 jednotkové mnoZstvi
néjaké latky (léku). Latka se $iFi z buriky c¢islo 1 do buriky c¢islo 2 bunécnou
membranou. Predpokladame, Ze rychlost sirent latky z bunky 1 do bunky 2
je primo umérnd jeji koncentraci v burice 1. Koeficient primé dumérnosti
oznacime «. Stejné tak predpokldadame, Ze rychlost sirent ldtky z buriky 2
do bunky 1 je primo dmernd koncentraci této latky v burice 2, koeficient
primeé dmeérnosti oznacime (. Z fyzikdlniho vyznamu koeficienti o, B vyplyvd
predpoklad «, 6 > 0. Urcete koncentrace ldatky v obou burikdch v libovolném
case t > 0.

Reseni. Oznaéime koncentraci latky v prvni buiice v ¢ase t jako uy(t).
Podobné ug(t) oznacuje koncentraci latky v druhé burtice. Z uvedenych pied-
pokladt vyplyvaji nasledujici rovnice pro funkce uq(t) a ua(t)

ui(t) = Puz(t) —aw(t),
up(t) = oaun(t) — Pua(t),
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a pocatecni podminky uq(0) = 1, us(0) = 0.
V maticovém tvaru soustavu zapiSeme jako u’ = Au a u(0) = ¢, kde

() e () o (3)
At

Podle ptfedchoziho Tvrzeni 12.8 mtzeme zapsat feSeni ve tvaru u = e*'c.
Matice A ma charakteristickou rovnici tvaru

(—a—=AN)(=B—-X) —aB =X+ (a+p)A=0.

Vlastni hodnoty matice A jsou proto \; =0 a Ay = —(«a + 3). Protoze jsou
vlastni hodnoty rzné, je matice A diagonalizovatelna podle Tvrzeni 11.13.

Vlastni vektory prislusné vlastnimu cislu A\; dostaneme jako feseni ho-
mogenni soustavy linedrnich rovnic s matici

A—OIng:<_aa _%)

ktera m4 feseni ve tvaru nasobkt vektoru (3, ).
Podobné najdeme vlastni vektory pfislusné vlastnimu éislu Ay = —(a+03)
jako TeSeni homogenni soustavy linearnich rovnic s maticci

A+(0<+5)12=<ﬂ B>,

a o
kterd ma feSeni ve tvaru nasobki vektoru (1, —1)7.

Podle dikazu Spektralni véty pro diagonalizovatelné matice 11.15 mu-
zeme k vypoctu spektralnich projektori E; a Eo pouzit regularni matici

=0 )

Spocitame inverzni matici

a matice
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Podobné
0 0 -1 1 « *ﬂ
(0 t)ras ()
Proto
AL o BB PR —p
a+p a « —-a f
a tedy

ue [(m@) _ 1 BB ptarp | @ =B L) _
ua(t) a+p a o —-a f 0

B —
- ()

o a+pP)t

a+ a+ﬁe
Limita pro t — oo se pak rovna

«

Jim g (1) = ot Jim s (t) = atp

O

Filtry odstranujici Sum

V zévéru predchozi kapitoly jsme si ukézali rozklad matice A = UDV7,
kde U a 'V jsou ortogonalni matice, a

pro regularni matici D,y fadu r. Tento rozklad je uziteény pfi odstranovani
sumu v néjakych datech. Pfedpoklddame, Ze nase data jsou v podobé matice
A tvaru m x n. Napiseme si jeji rozklad

A Dr><r 0 T . T

=U 0 0 Vi = Z oiu;v,; ,
i=1

kde u; je i-ty sloupec ortogondlni matice U fadu m a v; je j-ty sloupec

orotogonalni matice V fadun a o1 > g9 > --- > o, > 0 jsou singulérni

hodnoty matice A.
Oznacime si uiviT =Z; proi=1,...,r. Podle Pfikladu 9.8 predpis

< B|C >=tr(BTC)
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definuje skalarni souc¢in na prostoru R"*" realnych matic tvaru m x n.
Spocitame, ze

< Zi|Zz~ >=1
proi=1,2,...,ra
< Zi|Zj >=0,
pokud ¢ # j. To znamend, Ze posloupnost matic Zi, Zo, ..., Z, je ortonor-
malni a vyjadreni
T
A = ZJIZz
i=1

je Fourieruv rozklad matice A podle Definice 9.15.

Cim vétsi je singularni hodnota o;, tim vétsi ¢st nasich dat je ve “sméru”
matice Z;. Pokud predpokladame, ze Sum je v datech obsazen “nahodné”,
nezavisle na sméru, mizeme predpokladat, ze v kazdém smeéru je pfiblizné
stejné mnozstvi Sumu. Zvolime néjaké k. Potom ve vyrazu

Ok1Lgt1+ -+ 0vdy
je obsaZena pomérné mala ¢ast dat a vétsi ¢ast Sumu, zatimco ve vyrazu
012y + -+ -0} Zy,

je obsazena mnohem vétsi ¢ast dat nez sumu. To vysvétluje, Ze pokud misto
matice
T
A= E Uizi
i=1

pracujeme dale s matici
k
A/ = Z Uizi
i=1

bude mit novd matice A’ vétsi pomér data/Sum nez pivodni matice A.
Volba vhodného k zavisi na konkrétni aplikaci. Dobrym pocatecnim kro-
kem je zvolit takové k, aby rozdil o, — 041 byl co nejvétsi.
Tato myslenka odfiltrovani Sumu z dat se pouziva napriklad v nékterych
vyhledavagcich, ve filtrech odstranujicich spamy, atd.



