1 Prvni cviceni - opakovani stredoskolske matematiky

Priklady predvedené na cviceni
e Rozhodnéte pro jaké x € R plati

Va2+ 2z —3> a2 +32—4
e Znegujte nasledujici vyroky a rozhodnéte, jestli plati vyrok, nebo jeho negace:

1.(Vz,y € R)(z? + 2 > 0).
2.V e R)(Fy eN)[(y <z) A (y+ 1> x)]

e Dokazte matematickou indukei
n
Z(Qi —1)=n? pro viechnan € N
i=1
Priklady na poditani
e Rozhodnéte pro jaké x € R plati

vVer—2—-+vzr—-5=1
[lz—3]—-2]=1

logy (¢ =3z +2) >0

Visledky: 2. =6 3. z € {0,2,4,6}. 4. [3—2@ 1) U (2, %] az?—3z+2<1

e Znegujte nésledujici vyroky a rozhodnéte, jestli plati vyrok, nebo jeho negace:
3.(Ve >0)(F>0)(Vz e R)[(0 < [z — 1] < 0) = (Jx — 3| < ¢e)]
e Dokazte matematickou indukei

", 2n +1
B3 IRLEDCIE

o

pro vSechna n € N

i=1
2" > n?  pro viechna n > 4
(1+

-~ w

)" > (14+nz) provsechnan € Nax > —1

Navody:

2300 B =Y P+ (n 4 1)
3.2 > 202 > (n4+1)2
4.(14+z)"=1+z)"(1+2) > 1+nz)(1+z) > (1+(n+ 1))

e Méjme zadanou funkei f(x) = 42_\/\/55. Naleznéte definicni obor Dy, inverzi f~! a obor hodnot
Hy.

2
Vysledky: Dy = [0,00)\{16}, f~1(y) = (%) proy € Hy a Hy = (—o0,—2)U [0, 00)

2 Druhé cviceni - metody dikazu

1. Dokazte: Pro vSechna z,y € R plati : a) |z +y| < |z| + |y|, b) ||z| — |y|]| < |z — vl

Névod: a) Bez jmy na obecnosti > 0. Pokud y > 0, tak jisté © +y < z 4+ y Pokud y < 0,
tak jistée platiz +y <z —yi-z—y<zx—y

2. Dokazte, 7e V2 + /3 je iracionalni.

Operace s mnozinami



3. Necht f je zobrazeni z X do Y a A, B C Y. Dokaite, e
FHAUB) = A UFH(B) a fHANB) = fHANU(B)
4. Mé&jme 3 mnoziny A, B a X. Dokaste
X\(ANB) = (X\A) U (X\B) a X\(AU B) = (X\4) N (X\B)
5. Nechi f je zobrazeni z X do Y a A, B C X. Rozhodnéte, zda plati
F(AUB) = f(A)U f(B), f(ANB) = f(A)N f(B) a f(A\B) = f(A)\f(B)

Navod na 3.b ) z € fY(A\B) & f(z) € A\AB & f(z) € Aa f(z) ¢ B& &z € f71(A) a
v ¢ fUB) &2 e AN L(B)

Névodnada )z € X\(ANB)= (e X)AN(z ¢ ANB)= (z e X)AN(x ¢ AVae ¢ B)= (z €
XAhzdA)V(zreXAx¢B)= e (X\A)U(X\B)

5. a) plati, b) a ¢) neplati - sta¢i konstantni funkce.

6. Dokazte specidlni pfipad Youngovy nerovnosti, tj. dokazte, Ze pro vSechna x,y € [0, 00)
plati

22 42

xyS?wL?

7. Dokazte binomickou vétu, tj. dokazte, ze pro kazdé n € N a pro kazdé a, b € R plati

(a+0b)" = En: < . ) "k

k=0

Néavod: Matematicka indukce, vyuzije se vztahu ( i ﬁl ) + Z ) _ ( n—]i;_l )

9*. Dokazte tzv. AG nerovnost, tj. ze pro vsechna xq,xs,...,x, > 0 plati

1 +x0+...+x,
n

> Yxi1To...xn

Névody: 1. Dokazujte matematickou indukci
1. krok: pron =1
2. krok: z tvrzeni pro n plyne tvrzeni pro 2n
3. krok: z tvrzeni pro n plyne tvrzeni pro n —1

Hint zkuste volit x,, = Y21 Tn_1
3 Suprema a infima

Najdéte suprema a infima nésledujcich mnozin

1 1
Ml{n, nGN}a My = LéJN%, M;=Qnl0,1)

p 2n +1
My=4q—— eN My = eN
4 {p+qap7q } (*) 5 { n2 L }

Vysledky a navody:

LosupM;=1: 1.¥neNI <1 2. Ve>0je:>1—c

2. inf My =0: 1. Vne NI >0.2 Ve>0je [1]1+1 <0+e

€

—1. 1 o L _
3. supMsy =1: 1.VnEN\/E§1.2.V€>OJeﬁ>1 €.



4. infM, =0: 1. ¥n € N ﬁ >0. 2. Ve >0 je [1]1+1 < 0+e¢, tedy k € > 0 miizeme volit
n= ()41

5. supMs = 1: 1. Vg € M3 ¢ < 12. Jeli e > 0 najdeme ¢ € Q, 1 —e < ¢ < 1 (hustota
racionélnich ¢isel).

S

6. inf M3 = 0: plyne z toho, ze 0 € M3 a Vq € M3 q > 0.

7.supMy=1:1. Vp,geN ﬁ < 1. 2. Pro e > 0 volme libovolné p € N splitujei 2= —1 > %.
Potom -~ > 1 — ¢, a tedy mizeme volit ¢ = 1.

p+1
8. inf My = 0: 1. Vp,quﬁ>O. 2. Pro e > 0 volme ¢ = [1]. Pakﬁlq:ﬁze.
(>
9. sup My = 3: % = 3, indukci 1ze dokézat, ze pro n > 3 je Q"n—H <1 a dosazenim pro n = 2

2241 _ 5
=7<3.

dostaneme 5

10. inf My =0: 1. Vn € N 22—1"1 > 0. 2. K e > 0 najdeme n € N splnujci 3% < g, pak jisté
2% + # < g, coz je ekvivalentni 2’;—?1 <e.

Teoreticky priklad: Mé&me A, B C R, pro které existuji jejich infima a suprema. Co se dd obecné
Fici o supremech a infimech mnozin AUB, ANB, A+ B={a+b, ac Ajbe B}, A\ B.
Visledky:

e sup AU B = max{sup 4, sup B}, inf AU B = min{inf 4, inf B}.
Pokud AN B # (), pak sup AN B < max{sup A, sup B} a inf AN B > min{inf A, inf B}.

sup A+ B =supA+supB, inf A+ B =inf A+ inf B.
Pokud A\ B # 0, pak sup A\ B <sup A, inf A\ B > inf A.

Dalsi teoreticky priklad: Necht M je neprazdnd mnozina a f: M — R, g: M — R. Dokazte, ze
jsou-li f a g shora omezené, pak

sup(f + g)(M) < sup f(M) + sup g(M).

Najdéte M, f, g tak, aby nerovnost byla ostra.

4 Jesté suprema a infima. Navic mohutnosti mnozin

Teoreticky priklad na supremum: Méme f: R — R, je bijekce, ktera je neklesajci, tj. x= <
= f(z) < f(y). Ukazte, ze pokud M C R je omezend, pak i f(M) je omezend a plati
sup (M) < f(sup M).

Reseni: Ozna¢me s = supM a sy = sup f(M). Pak jisté Vo € M plati < s a tedy
f(x) < f(s), tedy f(M) je shora omezend a s; < f(s).

Rozsirend pro koumdaky: Ukazte, Ze dokonce f musi byt rostouci, tj. x <y = f(x) < f(y).
Dale ukazte, Ze ve skutecnosti sup f(M) = f(sup M). Co se d& Tict o infimu?

Porovnejte mohutnosti ndsledujcich dvojic mnozin:

e N, Z,

[ ] N, Q,

e 2V ¢ = {mnozina viech nekone¢nych posloupnosti nul a jednicek}

o N,2¥ = {4, A CN},



o 2V R,
e (*)R® = {mnozina vsech funkci f: R — R}, 2%,

a na zakladé téchto porovnéni, s vyuzitim transitivity usporadejte uvedené mnoziny vzestupné.
Visledky: N~ Z ~Q < 2V =~ € ~ R < 2F =~ RF.

Dokazte ndsledujci tvrzeni
1. Podmnozina spocetné mnoziny je spocetna.

2. Je-li X spocetnd, pak X x X X ... x X je spocetnd, tj. konecny soucin spocetnych mnozin
je spocetny.

3. Obraz spocetné mnoziny v libovolném zobrazeni je spocetnd mnozina.
4. Spocetné sjednoceni spocetnych mnozin je spocetnd mnozina.

5. (*)Je-li X mnozina, pak X" zna¢f mnozinu viech koneénych podmnozin X. Ukazte, ze X fin
ma ostfe vétsi mohutnost, nez X pravé tehdy, kdyz X je konecnd.

Pro zajimavost: Plati dokonce, Ze je-li X nekoneénd mnozina, potom {A C X, A m4 mohutnost ostfe mensi nez X}
ma stejnou mohutnost jako X.

Priklad pro koumdky: Sestrojte nespocetné mnoho podmnozin N z nichz kazdé dvé maji
konec¢ny priinik.

5 Limity posloupnosti - aritmetika limit
Spoctéte nasledujici limity podle definice:

1. lim, oo ﬁ, 2. limy, 00 /1, 3. limy, oo @.

Za uziti Véty o aritmetice limit spocitejte

n2+n
2n2 -7

1. lim,, o

; 2n543n—2
2. lmn o0 S5 =557

: 2n24n—3
3. llmng)oo ﬁ

3 n
4. hmnﬁoo on

. 1424
5. Ty oo (25550 - 2)

12422 4...4n2

6. lim,, o 5

7. lim, o0 % proja| <lalb <1

. n+4)100 _ (43100
8. limy 00 ((nl?)%

Vysledky a navody: 1. % 72.2;3. 04 0: 0<% < % pron > 4 5. —%; Pouzijeme

2n
Sii=4in(n+1)6. &; Pouzijeme Y7 i* = wz prvniho cvideni.
_n+1
7 1+a+...4+a" _ 11a_a _n—voo 1-0
L4 l1—a



100 100
100 994 = 100 99 .
(n+4)1% — (n+3) " +< 1 >n i (n U )T 10009

= ==
(n+2)100 —nlo 100 4 < 1(1)0 ) n999 + . — 100 2000 + ..

9. Necht a,, je zadana posloupnost a a € R. Dokazte ekvivalenci nésledujicich vyrok:
A) (Ve >0)(Ing e N)(Yn>ng) : |a, —a|l <e
B) (Ve > 0)(3ng € N)(Vn > ng) : |a, — a] < 2¢

6 Limity posloupnosti - 2 policajti

5 3, .
: 1000™ : n! : 3"4+n° : Vn?sin(n!)
1. hmn_mo ey ) 2. hmn_mc o 3. hmn_mo no+nl 4. hmn_mc TS

5. limy, oo V27 + 47,  6.1im,_ o ,\;:m proa>b>0.

Vysledky a navody:

n 1001
1.0; 2000 < 1000 1 bro n > 1000
2.0, o< 1201

nmn n —n

ny, 5 n5 . n . 5 . .
3.0,0< ?;LG"’TZ, < T g limy, oo 25 = limy 00 2 = 0 opét podle 2 policajti

5 5 n
n n S0, o< =33

7!§n(n—1)...(n—5) —nl 12

0 —0

IN
S|w

27
< ==
— 2n

4. 0; _W< Wsin(n!) <€/Tn72:Ln:>>OOO

n — n+1 — %
5.4y VAn < Y2 A < Y/2-4n
6. L, o — Yo Yar b7 o Y2am _ a¥/2

O P Ve S Yt = Yerr T a?

7. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni:
A) Existuje lim,,— o0 a,, = existuje lim,_, |a,]
B) Existuje lim,_, |a,| = existuje lim,_~ an

sin(n)
cos(n) "

Bonus pro koumdaky: Dokazte, ze neexistuje limita lim,,_,

7 Limity posloupnosti - rozdily odmocnin
Rekneme, Ze posloupnost {a, }°2; spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu (BC) podminku, plati-li vyrok
(Ve > 0)(3ng € N)(Vn > ng,m > ng) : |a, — am| < €.

Na prednésce bude véta, kterd tvrdi, ze posloupnost spliuje BC podminku pravé tehdy, kdyz ma
vlastni limitu. My budeme potfebovat pouze jednu z implikaci.

Tvrzeni Pokud {a,}32; nesplituje BC podminku, pak {a,}°%; nem4 vlastni limitu.

Spoctéte nasledujici limity:

1. lim,_, o0 sin (%), 2. lim, 500 /N +1— ¢n, 3. lim, oo VN2 + 2" + 37,

4. limy, oo (=1)"/n(vVn+1—/n), 5. lim, 0o V3 +1—Vn2+1, 6. lim, o /7.
Vysledky a navody:

N =



1. neexistuje; neni splnéna Bolzanova-Cauchyova podminka: vol € = 1, k ng vol

3
n = 8ng +2,m = 8ng + 6, |an — am| =|sin(g)—sin(§)|: 1-(-1)|=2>1=c¢

2 VL= Yn= %/(n+1)2+\3/n1?%+W o

3.3, 3<YnZ+2n430< /3.3 = {/3-3alim {/3 =1 podle 2 policajtii.

4. neexistuje ; dokazte, ze lim as,, = % alimasyy1 = f%, pouzijte Tvrzeni.

5. 0; Vnd+1—+vn2+1= Q/(n‘3 +1)° - {i/(n2 +1)® a pouzijte vzorec (a® = %) = (a—
b) (a® +--).

6. 1; za pomoci binomické véty dokazte, ze 1 < {/n < 1+ L& pro n dostatecné velké.

vn

7. Necht a,, a b, jsou dvé posloupnosti takové, ze existuji lim,, ,, a, = A € R a lim,,_ o b, =
B € R. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni:

A) A< B=3Ing¥n>ng:a, <b,

B) a, < b, = A< B.

8. Pro kazdé A € [0, oo] sestrojte posloupnosti {an},cn @ {bn},en tak, Ze

lim a, =0, lim b, =cc a lim a,b, = A
n— o0 n—oo n— oo

Teoreticky priklad: Dokazte Tvrzeni uvedené na zacatku.

Priklad pro koumdky (prond édst série na pokracovdani): Necht {a,}52  je posloupnost spliujici
lim;,—, 00 @, = 0. Zkonstruujte posloupnost {b,}5 ,, aby platilo

lim b, =00, a zaroven lim a,b, =0.
n—oo n—oo

8 Limity posloupnosti - tézsi priklady

Spoctéte ndsledujici limity

vVn+sin2 n—vn—cos?n

VnFl—/n—1

2. limy, oo V3" +2-27 — /37 + 27
R ]

4. limpyoo(1 — 25)(1 — 35)..(1 = )
Resend

1.

1. lim,

1
2

1 1
VAT i JaFTavi=T  mdsitn-ntcon 1 VAGTHE+/1-D)
Vntl—vn—1 Vintsin?n+ Vo —costn  ntl-n+l 2\/5(\/1+%+\/1+%)

+ aritmetika limit

2
27
\/\/3"+2~2"—\/3"+2":K/ - B
n .On n n n
V3T 227 /37 + 2 V3 \/1+2,(%)n+\/1+(§)n

+2Pna Y/Vit2+VIt1I< \/\/1 +2-(2)n+ \/1 + ()" < 1 a aritmetika limit.



n n
(L 1y 1
dommm =2 =1 wh
k=1 k=1
Teoreticky priklad: Dokazte, ze

lim inf a,, < limsup a,,
n—00 n—o0o

a dale, ze

lim inf a,, 4 lim inf b,, < liminf (a,, + b,) < limsup (a, + b,,) < limsup a,, + lim sup b,,

n— o0 n—oo n— oo n—00 n—00 n—o00
5. Necht lim,,, o0 a, = A a A € [0, 0], dokazte, Ze lim,, \/a, = VA. Zde definujeme /00 = .

Priklad pro koumdky (nicméné bez limit): Necht {a,,}°; je posloupnost spliiujici ndsledujici
tTi podminky

1. a; = 0
2. Vn e N plati apyo — any1 > Gpy1 — Gn
3. Vn € N plati ap1 > ay.

Prvni podminka spolu s tfeti podminkou implikuji, Ze vSechny ¢leny posloupnosti jsou nezaporné.
Treti podminka znamend, Ze posloupnost je neklesajici. Druhd podminka se d4 chapat jako
"konvexita' posloupnosti. Rik4, ze pokud bych si posloupnost nakreslil a jednotlivé body spojil
rovnymi Carami, vysledek by vypadal jako graf konvexni funkce.

Dokazte, ze pro kazdé n,m € N plati a, + am < apim

Hint: Zkuste najit posloupnost «; splitujici a,, = Y, ;. Co tato posloupnost splituje?

9 Limity posloupnosti - rekurzivné zadané posloupnosti
Spoctete ndsledujict limity:

1. hmn_mo Ay, kde Ap+1 = 6 — ai aa; = 10’

2. 11mn%o\/2+\/2+ V2 4+ 12

3. limy, o0 Gy, kde apy1 = % (an + i) aa; >0

4. limye0 VR(/3 — /2)
5. lim, oo ¥/n!
6. limy o0 P4 (1 — (559y2)

Vysledky a navody: 1. 5; Ukazte, ze a, je klesajici a pomoci indukce dokazte, ze a, > 5. Tedy
existuje limita. Zlimitime vztah a,4+1 = 6 — <T a dostaneme A =6 — 5, atedy A=5

2. 2; Ukazte, ze a, je rostouci, a pomoci indukce dokazte, ze a,, < 2. Tedy existuje limita.
Zhrmtlme vztah a,11 = /2 + a, a dostaneme A = /2 + A, a tedy A = 2.

3. 1; Rozliste, jestli a; > 1 nebo a1 < 1.

n n n(3—2 n N—0
4. 0;0 < V/A(V/B = /2) = et — s < Y TF 0




5. Rozepiste V/nl = ¥/n-1%/(n—1)-2%/(n —2)-3... konec tohoto é&isla zdvisf na parité n,
ale at uz je n sudé, ¢i liché, vyraz mé alespon [§] ¢lent s nichz kazdy je vétsi nez {/n. Dohromady
Vn! > [§]/n — oo,

6. Vyraz je roven i 2+2

1
2n+1"

7. Necht jsou posloupnosti z,, a y, divergentni. Je mozné ¥ici, ze posloupnosti x, + y, nebo
TnYn jsou také divergentni?

8. Necht lim,, o0 (nyn) = 0. Je mozné Fici, ze plati bud lim,,—, o 2, = 0 nebo lim,, o, y, = 07

9*. Necht a; < ag jsou zadané a a1 =
existuje limita a spoc¢téte ji.

a"gﬂ,n > 3, je rekurentné zadana. Ukazte, ze

Vysledky a navody: 9 - % (a1 + 2a3) ; Dokazte indukei, ze asgp—1 < aggt1 < agkt2 < agr Tedy
existuje limita sudych ¢lenu a existuje limita lichych ¢len.

10 Limity funkci
Spoctete ndsledujict limity:

z2 4223

1. llmm*ﬂ 221

2
; z7—1
2. limg 00 pry—)

. (3;2—1'—2 20
3. limg 2 G—TaertsyTo

4. limg_, o ﬁ,
5. limg_,o[ 2]z,

6. lim, o YZH=YI=2

Vr+1— J1—

. 2 n__

7. hmw—)l zt+z+...+x n
z—1

m10072x+1

8. hmwﬁl 25023 +1

Visledky:

1. 2 224223 (z—1)(z+3)

’ r2—1 (z—1)(z+1)°

3. 420, (@?—2=2) _ ((z=2)(z+1))*" _ (@+1)* 420
© 8100 (@3—120416)10 — ((@—2)2(@+4))10 — (a+4)10 610

4. 1; z—-1<[z] <z,

ot
—_
8|~

—1< 3]

xl =

8|~

)

Ve+l—v1—2 :x—i—l—(l—m) . V(E+12+ Y/ (a+ 1)1 —z)+ /(1 —2)? 2)
Jr+1-Y1—-2 o+1-(1-2x) Ve+1l+y/1—2z
a AL.




n(n+1)
(O

2422 +.. 42" —n

_ n(nt1)
— L=142+.+n="02

= lim Z=
z—1 7%

lim
x—1

49
8. 51

lim Zar=2e4l — Jjpy (w_l)(x99+x98+"'+x2+x—1)
ol 0 —2z+1 z—1 (1‘— 1) (m49+x48+"'+$2—|—m— 1)

Teoreticky priklad: Dokazte, ze

lim f(z) =A< lim f(z)=A4 & lim f(z)=

r—a .'I)—>a+ T—ra_

Dalsi teoreticky priklad: Necht f: P(0,0) — R, kde § > 0, je neklesajci funkce. To znamena,
ze kdykoli z,y € P(0,0) a x < y, pak nutné f(z) < f(y). Dokazte, Ze f lze dodefinovat v 0 tak,
aby byla spojitd pravé tehdy, kdyz sup{f(x), z € (=46,0)} = inf{f(x), = € (0,9)}.

11 Limity funkci 2

Povazujte za znamé nasledujici limity:

T —1 i log(1 1-— 1
T (€ ) O .
z—0 z—=0 X z—0 T z—0 T 2
Spoctéte nésledujici limity:
1. limg o 710532 ayt
; 1 1
2. llmx~>2 (r(m—?)z - x2—31+2)’
3. limg_q WCM prom,n e N
4. Timy o 08020
. 2
5. llmw_)o V1+zsinz—\/cosz
6. lim, o 5mGd, o, B € R, B #0.
7. limg_yq ;’;%11, prom,n € N
Vysledky a navody:
Ll gy = B,
T 1 1 (z=D—(z(x=2)) _ 2231
2. o0s=limasz (stop — Grntey) = mese SEFETR =l oo
3. 2 (n — m); Pouzijeme binomickou vétu. Cleny s z¥ pro k > 2 jdou k nule.
_ @+ @)ma+ () ma)* + . (1" + (Pna + (5) (n2)* + ..
z2 2
4 10g2, 10g2 _ log21 log(1+2%) < log(2-2%) _ log2+xlog2 $—>oo 10g2
: ’ — T — T
5 4. 22 V1+zsinz++/cosz __ /14xsinxz+/cosx N 02 2
3 Vitzsinz—+/cosz V/1+zsinz+/cosz ““T-&-‘Q—l cos z 1+2

@



6. - sin(azx) _ sin(az) Bz é

* B’ sinfz azx  sin(Bz) a

T m? xzm—=1 " (z—1)(@m14am 24+ +ax+1)"

7. n. " —1 (z—1)(z" 14z 24, 4x+1)

8. Dokazte, Ze Riemannova funkce

L proxeQ,z =2 propeZ,q € N nesoudélni
D(z)=13 ¢ a
0 prozeR\Q

je spojitd na R\Q.

hint: Nejprve si uvédomte, Ze toto staci dokdzat pro iraciondlni éisla na (0,1). Déle si uvé-
domte, Ze na (0,1) D nabyva hodnoty 1/2 pravé jednou, hodnoty 1/3 pravé dvakrat, hodnoty 1/4
préavé dvakrat (< 3). Obecné hodnoty % na (0,1) se nabyva nejvyse (p — 1)-krat.

12 Limity funkci - znamé limity

Povazujte za zndmé nasledujici limity:

et —1 . sinz . log(1+x) . 1l—cosz 1
lim =1, lim =1, lim ———+ = -
z—0 z—0 X z—0 T z—0 x2 2

V=642

0. limx_)_g 23+8

sin 5z —sin 3z

1. llng)o sinx

1+4sin x—cos x

2. limg 0 l—sinz—cosz

log(1+sin x)

T
4. lim,_, o YEIVTEVE
: T—00 -

: tanz—sinz
5. lim,_.q )

3. 1imm*)0

_arcsin \/z_
6. lim,_ .o Tog(11/2)

cos(ze®) —cos(a:ef””)

3

7. limmﬁo
Visledky a ndvody:

0. L. _ Yz—6-¥Y=8 _ s 1 1
© 1440 v w3+8 (a:+2)(:r2 2z+4)(\/7)2+\/7\ﬁ+(f)2 44444 444440

z AL po zkriceni (z + 2).

. 5 3
1. 2, = hmx_m - limg o “‘g £ limg 0 5o hmr_}o -limg, g b‘g L limy o =2

sin

T l—cosx + sin x
. 9 - 2—0 [ T-cosz _sinx

* x

. log(1+sinz) sinz 0
L =an e L

ES .
ot 95+\/5ﬁ Ity 2+ 3 o0

4. 1; = — 1
.1 T
Va+vads VitV/E
sin @ sinx
1. _ 1 cosx > ; sinz 1—cosz 1 1
5. 27 = lim, 0 sin z3 = lim, 0 T 2  cosw sin;c?’

10



1
6. 1: arcsin/xr __ 1 og(itvz) =0 11
© T log(l+y/E) T salrsinyvE) - /z * 1T
arcsin v/z
7.
. x __ -z . x —x _ .
cos (xe:r) — cos (1671) sin %€ 21'6 sin ¢ —0—2908 re® — xe % ge® + xe” 7 250
-2 =2 I =02
3 we~—2we i me“-&-2;ve z 22 21
. o e ze® —xe™® e —1—(e"—1) 3501 -1
kde jsme pouzili standartni limity a 5 = ( ) = .
2x 2x 2 2

(4)

Teoreticky priklad: Necht f,g: R — R jsou funkce. Rozhodnéte o platnosti néasledujicich
implikaci.

1. f,g omezené = f - g omezend
2. f,g shora omezené = f - g shora omezena

3. f,g rostouci = f - g rostouci

Teoreticky priklad - podstatnd singularita v nule
Zkonstruujte funkei f: R\ {0} — R takovou, Ze pro kazdé 6 > 0 jest f(P(0,d)) = R a zéroven
f je spojitd v kazdém bodé (R \ {0}).

Priklad pro koumdky - podstatnd singularita vsude

Sestrojte funkci f: R — R, kterd kazdy interval zobrazi na R, tedy pro kazdé a < b plati
f((a,b)) =R.
13 Limity funkci - slozené funkce a exponencialy

1. limg_o(1 4 42)3s,

2. limp, o0 (14 1),

5 vn3+4+3n2
3. li n°+1
. lmn%oo n2—1 )
m2+1

4. lim, o (2" — 1) = |

1
. 1422 22
5. Tim, o (122) 7,

6. lim

w%% (tan I)tan 217

7. limp, o0 log(1 + 27) log(1 + 2).
Visledky a ndvody:
4 log(1+4w)
dx

1. e3; (1+4z)3 =e3

2. e; Dle Heineho... = limy_,0(1 4 2)* = lim,_ exp(Llog(z + 1)) = e, dle zndmych limit a
VOLSF(S) (exponencidla je spojitd).

ovrae s (1t =25)
2

z2—1 -

2
. limg 0o V23+322 log ( Z51E <1
3. 1; Podle Heineho = ¢ ™= V&3¢ °5(275) 4 standardné limg o0

z2 -1

0-1=0

11



22+1 log(14(22% —2)) 2

T_2 2
= 1)2 z—=0 1-1-
4. €% (2e"—1) = =e D 7 (7 41)2 230 1112
14x2%
5 2. 1o 14+22% \ _ LIOg(l"' T¥z3% _1) _ gr_g3T 1
3 2 g 14+x3% | = z2 1tz 4 - T 1+x3%
1423
6.
6.e~!;  Standardné pfevedeme na exponencilu.
. log(tan ) . _ : sin2x (sinz—cosxz) __
lim, = 28222 - lim, , = tan(2z)(tanz — 1) = 1-lim, , = 2222 (sinz=cosz) — (5)

2sinz cos z(sinz—cosx) __
(cos? z—sin? z)cosz

2sinz
cos z+sinx

= lim$_> z lim$_> z =

7. 3log2; Heine a pak % — 1 a 2P na zlog2 = log(2%) < log(2* +1) < log(2-2%) =
log2 + xlog 2, tedy M — log 2.
Teoreticky priklad (1€257):

Existuje neklesajici funkce f: R — R nespojitd ve vsech bodech Q7 Existuje neklesajici
funkce f: R — R nespojita v nespocetné mnoha bodech?

14 Limity funkci - dalsi priklady

0. Tim, o \/%

vVae+13—2/x+1

z2—9

e 12171, neN

2. llmr_m

o V1+tanz—+/1+sinz
3
T

3. lim,_,

4. limyyoo x (V3 + Tz — z)

. Csin 2.'1:7Carcsin x
5. lim,_.g P
log(1+sin x)

6. limy—0 55— s

e®—2 sin(%+a:)

7. llmr_m tan o
8. lim,, 0o n( V2 —1)

Vysledky a ndvody:

1. —&: Rozsfifme vz + 13 — /4(z + 1)

2. %; Rozsitime podle vzorce a™ — b™

3. 1; Rozsfffme a taniosing _ sinz 1 _l-cosz

4. g; Rozsit podle a® — b3.

5.1 = limg 0 2222 Jim, o €02 =1im, g cos -Hlimg o L0 lim, o 2L iy,

lim; y,ocosz=2-1-1—-1-1-1-1.

log(1+si inx
6.2 .. =losltsmo)sing 57T 4\ /r 1)
. et —2 sin(%+z) . - . em72(sin & cos z+cos ¢ sin z) . €% _cos z—+/3sin
7. 1—v/3; lim,_o ———lim, 0 5 = lime 0 ~ = lim, o &5 =
. z_q . 1— . . i
hmz—)O eT + hmm—)O ;:gsz : hmz—)O xr — \/ghmw—)o SH;I
27 —1

8. log2; pouzijeme Heineho vétu: lim,, . (/2 — 1) = lim, o = log 2.

12
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Limity funkci - tézsi priklady

n
cimy oo (1 + Wm)

i log(aj2+ez)
M0, Tglarre?)

sin 2z arcsin x
€ —e

lim; ;0

lim,, o0 Sin (27r\/n2 + 1)

))cotan('n'a:)

tan x ?

limg 1 (1 + sin(7z

s

Climg oo x (Z — arctan i)

x+1

. e; Heine, pfevod na exponencialu a rozsifeni a? — b?

%; Standardné se zbavime logaritmu pomoci VOLSF(P) a zndmych limit, zbyde

x z?
.ot tet—1 (DA + )
lim T T = lim I
=0y %+ e —1  z—04 (62‘”4-1)(1-5-%)

Pravé zévorky jdou k 1 a ze zndmych limit a AL, levé zévorky standartné rozsiiime 7 a

pouzijeme znamé limity.

) esin 2z _ 1— (earcsinw _ 1) ) tan x ) esin 2 _ 1 ) earcsinx -1
1; lim - lim = lim — lim =
z—0 X x—0 X x—0 x z—0 x (6)
. sin2x . eMMT -1 . arcsinx . eAresinT 1
= lim - lim — — lim - lim
z—0 z—0 sin 2z z—0 T z—0 T

0; sin(2my/(n?+1) — 27n) a pak Heine.

e~1; standardni pieveden{ na exponencidlu, zndmé limity a VOLSF(P).

1; Dle VOSLF(P) miiZeme poéitat limitu lim y — 1)%(% —arctan(y)) - tj "substituce"
Yy = ;9. Znova dle VOSLF (P) prevedeme na lim,_,g m(—z) - tj. "substituce
4

y = tan(g + z). Déle
1 . cos(§ + 2)

lim——— (—2)=1
zl—I>r(1)1—tan(§+z)( ?) zl—I>r(1)cos(§+z)—sin(§+z)

(=2)

a pouzijeme souctové vzorce.

Teoreticky priklad
Necht M Cc Ra f: M — R. Rozhodnéte (s dikazem resp. protipiikladem) o nésledujcich
implikacich

(i)
(ii)
(iii)
(iv)

(v)

Je-li f omezend na M pak na M nabyva extrému
Nabyva-li f na M svych extrému, pak je omezena

Je-li M konecnym sjednocenim uzavienych intervald a f je na M spojitd, pak f nabyva na
M svych extrému.

Je-li M sjednocenim uzavienych intervalti a f je na M spojitd, pak f nabyva na M svych
extrému.

Je-li M otevieny interval a f je na M spojitd a omezena, pak na M nabyva svych extrémi.

Priklad pro koumdky
Sestrojte f: R — R, kterd je spojita, ale neni monoténni na zadném intervalu.

13



16 Derivace

Budeme pouzivat znamé derivace, jejichz tabulku lze nalézt na strankach kolegyné Kuncové - zde
Zajemci se mohou pokusit limity tam uvedené spocitat sami. My budeme tyto znamé limity
pouze aplikovat ve spojeni s nésledujcimi "vzorci"

f4+9)'#)=ft)+41
f-9)(t)=ft)gt)+ f(t)g'(t)
Ly(t) = %@f)(t)g/(t)
fog)(t)=f'(g(t)g'(t)

Pamatujte, Ze tyto vzorce plati pouze za netrividlnich predpokladu na funkce f, g, viz. prednaska),
T4.2 a T4.3.

P

Uvedte definicni obory wvedenych funkci a spocitejte jejich derivace vSude, kde existuji (tj.
zejména wvedte definicni obor derivact).

(1

2) log(% 2+1)
3) Funkce f: R — R definovand jako f(z) = 22 sin(%ﬁ) proxz #0a f(0) =

logx

6) arccos(1 — z?),

)
(2)
(3)
(4) log(logsinz),
(5) @
(6)
(7)

z®

7) x

Drikazy identit pomoci derivaci.
(8) Dokaite, e arctan(x) + arctan(L) = Zsgn(z), pro z # 0
(9) Dokazte, ze arctan x = arcsin =
Visledky a ndvody.
(1) 2z~ + 1:267952(72@, Dy =R,

(2) oc4 17Df’ R\[flvl}

h? sin 31
(3) f'(z) =2zsin (%) + 22 cos (%) % pro f(0) = limy_o hﬁ) -0
(4) Dy =0= Dy
logz)’ log? « ! log x 1
(5) (1‘ ) = (e ) =T 210g$;7Df/ = (0700)

(6) Dy = [~V21/2), Dy = (—VEVI\0}, [/ = 2% na Dy £4(0) = V2, /. (0) = —V2, f/ (vV2) =
50 a fl(—v/3) = —o

(7) (xmz)/ _ (elogo:erlogz)’ — gt (%mw 4z logﬂc(logﬂc + 1)) , Dy = (O,oo)

14
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(8) Necht f(x) = arctan z +arctan +, pak f'(z) = ﬁ + 1+1%

funkce. Z f(1) = 2arctan1 = 7 dostaneme hodnotu konstanty.

—z = 0 atedy f(x) je konstantni

9) Definujeme f(x) = arctan x—arcsin —=%2—. Spoéitame f'(x) = 0, z € R, tedy f je konstantni
\/1

a nulovd (dosazenim x=0). Vypocet:
L VIF@ -l 11 VIFP(- )
14 a2 1— (=22 1422 T 1422 1 1+ 22
1+x2 1422

f’(l‘): =0

Teoreticky priklad. Necht f: R — R. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni (s diikazem,
¢ protipiikladem).

(i) 3f(0) € R = f je v 0 spojitd
(ii) 3f'(0) € R* = f je v 0 spojita
(iii) f je v 0 spojitd = 3f/(0) € R

Dalsi teoreticky priklad. Sestrojte funkci f: R — R takovou, ze f’(z) existuje pro vSechna
z € R, ale f’ neni spojitd v 0.

Priklad pro koumdky. Uvazujte funkci zadanou posloupnosti. Konkrétné méjme pro kazdé x €
R definovanou posloupnost f,,(x) takovou, Ze existuje lim,,_, oo frn(z). Definujme funkeci f: R — R
predpisem f(z) = lim, o frn(2). Uvédomme si, Ze f,: R — R jsou funkce. Najdéte posloupnosti
fn(x) aby platilo

(i) funkce f,,: R — R maji vSude derivaci, ale funkce f neni spojit4,

(ii) funkce f,: R — R maji vSude derivaci, ale funkce f neni spojitd v Zddném raciondinim bodé.

17 Derivace v problematickych bodech

Dnes budeme pocitat derivace v bodech, kde se nedaji dopocitat ze vzorcii. To lze délat bud tak,
ze se derivace spocita z definice, a nebo pomoci nasledujiciho tvrzeni, jez si dokazete na prednasce
v blizké budoucnosti.

Tvrzeni:  Necht je f spojitd zprava v a a necht eristuje lim,,,, f'(r) = A € R*. Potom
fi(a) = A. Obdobné pro derivaci zleva.

Spoctéte derivace, véetné jednostrannych, vsude, kde existugji.
(1) f(z) = arccos( 1+z2)
(2) f(z) = 2®exp(—|z — 1)
(3) fla) = g

4) f(z) = max{min{cosz, 5}, —3}

f@)=vi—e =

1
14z

5

6) f(z) = arccos ——

(4)
(®) f
(6)
(7) f(z) =a*(sin + +cos+) proz #0a f(0) =

Vigsledky a ndvody (detailnéjsi ndvody jsou k dispozici u doktora Bouchaly|zde, cv. 22 w MA1):
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(1) Dy =R, ale v 0 je problém. Pro x # 0 derivujeme dle znamych vzorci a dostaneme

2
fl(m) = wdlila:’

v nule pouzijeme tvrzeni a dostaneme

£0) = lim Zeb =2,

x3+z

1(0) = lim ==L — 9

x3+x

Tedy f'(0) neexistuje.
(2) Dy =R. Pro z > 1 jest
fl(z) = —e'"x(z - 2)
a pro xz <1 jest
f'(x) = e "z (x +2).
Z tvrzeni mame
fi(l)= lim —e""z(z—2)=1

r—14

L) = lim e x(x+2) =3,

z—1_
Tedy f'(1) neexistuje.
(3) Dy =R\ {—% +km k € Z. Vsude na Dy lze derivovat za pouziti znAmych vzorcii, vyjde

sinx+cosx)?*

@) = @2
K tdpravam je zapotiebi sou¢tovych vzorcu.

(4) Dy =R, piicemz na {(37 + 2km, 27 + 2km) U (527 + 2km, Shm + 2kn), k € Z} jest f(x) =
cos(z) a tedy f'(z) = —sin(z). Na zbytku def. oboru je f konstantni bud %, nebo —3,
kazdopddné f'(x) = 0. Je tfeba vyhodnotit chovani ve ¢tyfech typech problémovych bod.

Dle tvrzeni plati napriklad

fL(im + 2km) = Jim f(z) = Jim —sin(z) = sin(§7) = —¥3
z~>(§ﬂ'+2kﬂ')+ z~>(§7r+2k:7r)+
a
fL(3m 4+ 2km) = lim f(z) = lim (3) =0.
w—>(%7r+2k:7r), m—)(%w-‘erﬂ'),
Zbytek zcela obdobné
JL(Gm+2km) =0

(5) Dy =R ale 1 je problematické, nebot V maé v nule pouze jednostrannou derivaci nekonec¢no.
Jest

2
U e " x
r) = F—%.
fllo)= =%
Jednostranné limity v 1 dopocitame z tvrzeni

fi0)=1; fL(0)=0

16



(6) Dy =R a 0 je problémovy bod, pro = # 0 plati
2z

(IE2+1) 17Q/ﬁ

V jednicce po upravé a aplikaci tvrzeni (¢i dopoc¢tenim limity z definice) vyjdou jednostranné

limity +v/2 a —v/2.
(7) Mimo 0 dle vzorcu

f'(z) =

f'() = 2z 4+ 1) sin(1)(2z + 1) + cos(1)(2z — 1),
2 (sin 1 (L
a £/(0) = limy_yo —GEHG) - 74 NELZE pousit tvrzeni. Plati lim,_os f/(z)
neexistuje. Pro limitu zleva taktéz. Tedy podminky véty nejsou splnény. Derivace v 0
presto existuje.

Teoreticky priklad. Necht f je (ostfe) rostouci a spojitd na (0,1). Potom nutné
(i) f mé v 0 derivaci,
(ii)* f méa v 0 derivaci zleva,
(iii) VSechny jednostranné derivace (které existuji) na (0,1) musi byt kladné,
(iv) VSechny jednostranné derivace (které existuji) na (0,1) musi byt nezdporné.

Rozhodnéte, ktera z uvedenych tvrzeni plati.

18 [D’Hospitalovo pravidlo

Necht a > 0 a b > 0. Spoctéte ndsledujici limity:

. log cos x
lim, o 22

(1)

(2) limy, 00 S5

(3) limy—oc |log 2|72

( ) 0 arctan(1+r);arctan(1fx)
(5)

e’ sinz—xz(l+x)

lim; ;0 23

(6)Najdéte A € R, aby pro vsechna x € (0,00) platilo

1 ))I—A sin 2z
V14 costz

(7)Spoctéte derivace zadané funkce f vsude, kde existuji, véetné jednostranngch derivaci

(10g(0052 x + /1 + cos* z) 4+ arctan x + arcsin(

f(x) = max{z + arctan(sin ), z}
(7)Spoctéte derivace zadané funkce f vsude, kde existuji, véetné jednostranngch derivaci

f(z) = arctantan®z, pro x # 5t+km kel
f(x) =%, jinak.

Vigsledky a ndvody:
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1 —sinx __ —1

—1. . log(cosx) __ 1:
) limg 0 2 = lim 0 cosz 2z 2

. ea® . e%’” b . %e%m b
) 005 limg oo & = (hmIHOo - ) = (limg 0o 25— ) =00

za

a a
R b_ 1 [logz|® _ | 1; |log z| —_ | —: _
) 0;  lim, o, |logz|®s” = lim, o, 1= lim, o, =] = lim, 50, =—=5— | =
x a 41
0

. . arctan(l+z)—arctan(l—z) _ 7. 1 _ —1 _
) 1, limg 0 z = limg 0 1+(14=2)?  1+(1-=2)?

1.
3

)
) A=—1.
)
)

I’Hospitalime trikrat.

viz [zde.

viz [zde.

Prubéh funkce

Budeme vysetiovat prubéh funkci. Postup se skldada z nésledujicich 8 kroki.

1
2

Uréime defini¢ni obor a obor spojitosti funkce.

Zjistime pruseciky se souradnymi osami.

4) Dopocitame limity v krajnich bodech defini¢niho oboru (véetné piipadnych nekonecen)

5

(1)
(2)
(3) Zjistime symetrie funkce: lichost, sudost, periodicita
(4)
()

Spocteme prvni derivaci, uré¢ime intervaly monotonie a nalezneme lokédlni a globalni extrémy
(k tomu muze byt vhodné spoéitat druhou derivaci)

(6) Spocteme druhou derivaci a uréime intervaly, kde f je konvexn{ a konkdvni. Urcéime body,

kde f méni konvexitu/konkavitu - tyto nazgyvame inflexnimi body.

(7) Vypocteme asymptoty funkce.

(8) Nacrtneme graf funkce a uréime obor hodnot.

Priklad: f(z) = Vo2 +1

Déle budeme pocitat piiklady ze stranek doktorky Kuncové, zde. Jsou tam uvedeny i feSeni

vvvvvv

naleznete detailnéjsi "ndvod" na vysetfovani prubéhu a par vhodnych rad.

20 Pruabéh funkce 2

Pokracujeme v ptikladech od doktorky Kuncové, zde.

21 Pruabéh funkce 3

Pokracujeme v prikladech od doktorky Kuncové, zde.
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22 Taylorovy polynomy

Taylorovy fady (tj. polynomy libovolného stupné) elementarnich funkcei muZete pouzivat. Lze je
nalézt naptiklad v pozndmkéch z prednasky, [zde (sekce 4.5).

1) Spoctéte tayloruv polynom stupné 4 v bodé 0 funkce f(z) = tanz.

(1)

(2) Spoctéte tayloruv polynom stupné 3 v bodé 1 funkce f(z) = xlogz.
(3) Spoctéte taylortv polynom stupné 5 v bodé 0 funkce f(z) = cos(sinz).
(4)

4) Spoctéte s presnosti na 10~% hodnotu cos(0.1).

Teoreticky priklad
Necht f: R — R m4& vsude vlastni derivaci. Dokazte

i) Pokud f je suda, pak f’ je licha.
(i) Pokud fj d4, pak f’ je lich4
ii) Poku e licha, pa e suda.
(ii) Pokud f je licha, pak f’j da

K poéitani limit za pomoci Taylorovych polynomt budeme pouzivat znaceni malé o. Rekneme,
ze funkce f je malé o od g v bodé a € R, pokud

lim @ =0.

z—a g(x)

Znacime f = o(g). Dle Taylorovy véty (resp. véty o nejlepsi aproximaci Taylorovym polynomem)
plati nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni Necht f je definovdna a mé derivace az do k-tého fddu na okoli a € R. Potom f(z) =

T/ (x) + o((z — a)*) v bodé a.
Dale budeme pouzivat:
zFo(z!) = o(a* ), o(zM)o(a!) = o(zFTh), o(z® + o(z!)) = o(z"),
pro k,l e N, k <.

(5) Pomoci Taylorovych polynomii spoctéte limitu

_cos(z) — 1+ 3a?
lim

z—0 x4

(6) Pomoci Taylorovych polynoma spoététe limitu

. 613 -1
lim ——————
z—0 sin(z) — x

(7) Pomoci Taylorovych polynomu spoététe limitu
1

nl;ngo n*(cos(L) — e =?)

(8) Pomoci Taylorovych polynomi urcete koeficienty a, b € R tak, aby uvedend limita existovala
vlastni. Limitu pro tyto koeficienty spocitejte.
. cosaxr + xarctanbx — b
lim

x—0 1,'4
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Teoreticky priklad
Necht f méa na okoli 0 vSechny derivace. Dokazte ze pro libovolné k € N plati

(a) Pokud f je lich4, pak polynom T,f ¥ obsahuje pouze liché mocniny.

(a) Pokud f je sudd, pak polynom T,f’o obsahuje pouze sudé mocniny.
Vysledky a ndvody

(1) =+ %x3

(2) z—1+3(@@—1)? = §(z—1)*

(3) 1-— %xQ + %x‘l

(4) 1- (0'21)2; Lagrange: |cos(0.1) — T°9(0.1)| < ﬁ(o.l)”“, nebot | cos™ | < 1. Aplikace

pro n = 3 davé cos(0.1) — 1 + % < 107* a tedy vysledkem je napiiklad 1 — 2—(1)0

1,21 ,4 4\ _ 1,2
(5) 4:  lim,, 2o d ro(e]) T lrde

@+o(e®) & im0 140(1)
e to(@®) &y T limeo —grto(1)

(6) —6; limg_o —

2
=
1. ¢ : X : cosz—e 2
(7) 133 Pomoci Heineho pievedeme na lim, o “**—f— a

2
1%1’2+i,1'4+0(x4)<1+_;2+?}'<$22> +O(£L’4)> . )
lim - — _Z
z—0 SC4 40 3

i e )
(8) —%; Zlimy T € R dostaneme b = 1 a a =

++/2. Limita je potom ‘Z—T — %.

x
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