7. Dokazte pro n € N: n! < (21)"
Bylo na cviceni.

8. Dokazte pro n € N : (2n)! < 22"(n!)?
a, n=1, LS=2, PS—4

b, V(n)->V(n+1)
Indukéni predpoklad: (2n)! < 22 (n!)?
Chei dokazat: (2n + 2)! < 227+2((n + 1)!)?

Nejprve si upravim pravou stranu:

PS =22""2((n+ 1)1)? = 4(n + 1)?2?"(n!)? = (4n® 4+ 8n + 4)2?"(n!)?

LS = 2n+2)! = 2n+2)(2n + 1)(2n)! < (2n + 2)(2n + 1)22"(n!)? <
(4n? 4 6n + 2)22%(n!)? < (4n? + 8n + 4)2*(n!)? = PS

9. Dokazte pro z; € [0,7],k =1,2,..,n,n € N :

n n
| sin (Z $k> | < Zsinxk
k=1 k=1

a, n=1, LS=|sin x|, PS=sinz,
Na intervalu [0, 7] je sinus kladny, plati rovnost.

b, V(n)->V(n+1)
Induké¢ni predpoklad: |sin (D", zx) | < D) _ sinzy
Chei dokézat: [sin (307 zy,) | < Y57 sinay

LS = |sin (22;1 xk) | =|sin (O, @k + Tpi1) | = | (Sin D p_; Tk) cOS Tpy1 +
(€05 Sy ) 5 | < | (510 3y 78) 1005 |+ (€05 3 gy 1) | 5in s <
| (sin D"y k) | + | sin @, 4]

Pouzijeme indukcni predpoklad a to, ze sinus je na tomto intervalu kladny.
Pak
LS <0 sinay + [sina, | = Yo sinay +sing, . = Y 50, sinay

Pouzil se vzorec pro sinus souctu, vlastnosti absolutni hodnoty (|a + b] <
la| + |b| a |ab| = |a||b]) a vlastnost cosinu (|cos x| < 1).



11. Dokazte pron € N,n > 3: n"™t > (n 4 1)"
a, 13, LS—3% — 81, PS—4° — 64

b, V(n)->V(n+1)
Indukéni piedpoklad: ™™ > (n +1)"
Chci dokazat: (n+ 1)"*2 > (n + 2)"*!

= (n+ Dn"+1 Y07 ( )

Pouzijeme indukeni predpoklad LS > (n+1)(n+1)" 0 ("Mn=F = (n+
)n-i—l zn+1 (n+1) (n) 1nHl-k _ (n+1)n+1 (1 + %)HH _ (n+1)n+1 (nTJrl>”+1 _

((n+1) ) ntl

n+1
Zbyva dokazat: (@) > (n+2)"+,

(n+1)

Protoze n+1>0, staci dokazat: >n+ 2.

Plati n>+2n+1>n*+2n= (n+1)> > n(n+2) = ("H)
n je kladne.

12, U nasledujicich mnoZin naleznéte sup, inf, max a min, pokud
existuji.

e, M = {0.5,0.55,0.555, ...}

> n—+ 2, protoze

min M = 0.5, tedy i inf M = 0.5.

Horni hranici této mnoZiny je 0.5 = g,

neexistuje, ukazme si, Ze je to supremum.

ale neni v mnoziné, tedy max M

1,05> 2 Yz € M, protoZe kazdé x mé koneény pocet desetinnych mist
2, Vs < gﬂx € M :x <s, protoze
a, pro s <0.5jetox=0.5
b, pro 0.5 < § < g musi existovat desetinné misto ruzné od 5. Prvni ta-
kové desetinné misto (k-té desetinné misto) rizné od 5 musi byt mensi nez 5

(s <2)atedy z € M:2 <5 jex sk desetinnymi misty.
f, M ={ze€Qa®<3}

Vee M:2><3=|z|<V3=z¢c(—v3,V3)



neexistuje maximum ani minimum, sup M = /3, inf M = —+/3, dikaz o
iracionalnosti v/3 jako na prednasce pro V2.

15. Necht M je neprazdné omezena mnozina a necht f,g : M — R jsou
omezené funkce. Dokazte, ze

b, supy (f(x) + g(x)) = supy, f () +inf g(z)
Vime, ze f(x),g(x) € RVx € M. Z vlastnosti infima mame g(z) > infy; g(z).
Pak

f(w)+g(x) = f(z) +inf g(z)
sup(f(x) + g(x)) > sup(f(x) + inf g(x))
M M
Ovsem infy; g(z) € R je pevné &islo, tedy

Sjtélp(f(ff) +9(@)) = sUp f(x) +inf g(x)

¢, supy(f () — g(x)) < supy, f(x) — infa g()
f(x) < sup f(z), infg(z) < g(x)
M
f(x) — g(z) < sup f(z) —inf g(x)
M M
Na pravé strané je pevné realné ¢islo, tedy

sup(f(x) — g(x)) < sup(sup f(z) —infg(x)) = sup f(z) — inf g(2)



