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1. Matematika a filosofie
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1 Filosofie je laska k moudrosti.

Napis na dverich Platonovy Akademie:

Kdo neni znaly geometrie, nesmi vstoupit.

Pohled na védéeni mél od poCatku mravni rozmer.
Platon, 427-347 pr. Kr.:

Vyklad o tom, Ze idea dobra je tou nejvétsi vedomositi,
jsi prece uz vyslechl Casto,

a stejné tak i to, Ze se ji uskutecnuje vSe spravedlivé,
a ze i vSe ostatni, co se na ni podili,

se stava uziteCnym a prospesnym.
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1 Filosofie je laska k moudrosti.

Sirachovec, asi 180 pr. Kr.:

Ale znalost zla neni moudrosti

a rada hfisSnikl neni rozvahou.

Je dovednost, ktera je ohavnosti;

je posetily ten, komu se nedostava moudrosti.

LepSi je byt chudy na rozum a mit bazen,

nez oplyvat rozvahou a porusSovat zakon.

Obratna dovednost leckdy slouzi k nespravedinosti,

a leckdo se uchyluje k podvodu, aby nastolil své pravo.
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1 Matematika a krasa

Henri Poincare (1909)

e The scientist does not study nature because it is useful; he studies it
because he delights in it, and he delights in it because it is beautiful.
If nature were not beautiful, it would not be worth knowing, and if nature
were not worth knowing, life would not be worth living.

e Science has had marvelous applications, but a science
that would only have applications in mind
would not be science anymore, it would be only cookery.

Jak muze byt krdsnd matematika vypo ¢tl na po citacich?
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2. Pythagorova v eta a po citani
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2 Matematika, pocCty a pocitace

Z. Strako$

. PocitaC je omezenec a demagog. Lze, jako kdyz tiskne, a ani o tom

nevi. Z vypocetnich operaci umi jen scCitat a na konci vypocCtu se tvari,
ze to, co nam podsouva jako vysledek, vi (ndhodou) uplné presne.
Pocitac scCita Cisla ze zasady nepresné, ale zato to umi hodné rychle.

. Na matematikovi je, aby ty nepresnosti na konci vypoctu nevadily. To

neznamena kontrolovani ¢i opravovani mezivysledkl. Jednak to nejde
a jednak to ani casto neni potreba.

. Vychodiskem naSeho poznani pri vypocCtech na pocitaci je tedy v

duchu slavné Cimrmanovy teorie poznani pocitacem vygenerovany
omyl, a to zcela presny!

. Matematikovi nezbyva, nez pokusit se o Cimrmanuv jedine¢ny krok

stranou charakterizovany jeho slavnou filosofickou véetou
,Vime vSe: Nevime nic.



2 Rovnice, matice, vektory

Linearni rovnice o 1 neznameé

axr=b, a#0 —

Co kdyz je rovnic vice?

20 — ly= 5
lz 4+ 3y = —1

r=b/a

:6)-()
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2 Rovnice, matice, vektory

Linearni rovnice o 1 neznameé

ar=5b, a#0 — x=0b/a

Co kdyz je rovnic vice?
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2 Tvori-li sloupce matice kolmou mrizku

Z. Strako$

pak reSeni snadno dostaneme kolmymi projekcemi.

11



2 Jsou-li sloupce matice (témer) rovnobezné

Z. Strako$

Co vSak delat v tomto pripade?

Co to znamena, ze Ax =b maresSeni?
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2 Veliké Ulohy a metoda konjugovanych gradientu

Konstruujeme posloupnost aproximaci z1,xs,--- kreSeni z tak, ze
rozdil mezi vypocCtenou aproximaci a reSenim je vzdy nejmensi mozny ve
smyslu energie mezi vSemi aproximacemi z uréitych prostorti o dimenzi
1,2,---

Pokud bychom pocitali pfesné, musime se trefit do reSeni x.

Ale nas pocitaC nepocita presne!

Z. Strako$
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2 Predpodminéna metoda konjugovanych gradientu

ro =b — AXO, solve Mz, =rg, Po = Zo

For n=1,...,Nmax
P f:—lrn—l
pn—lApn—l
X, = Xp_1+a,-1Pn—1, Stop when the stopping criterion is satisfied
r, = Tp1—0p 1Apy_1
Mz, = r,, solve for z,
5, = *z;;rn
Z, 1Tp_1
Pn = Zn+ BnPn-1

End

Z. Strako$ 14



2 Cimrmanuv krok stranou v metodé CG

Z. Strako$

re s

. VypocCtem na pocitacCi se Sifi zdanlivé nekontrolovatelne chyby,

zpUsobené zaokrouhlovanim. To, co déla pocita¢ Spatné, nema smysl
krok za krokem opravovat.

. Vysledku vypocCtu porozumime tak, ze sestavime jinou matematickou

ulohu, které rozumime, a jejiz presny vysledek je totozny s tim, co
nam podsouva pocitac.

. Srovnanim plivodni a nové vytvorené matematické ulohy (pocitac uz

do toho dale nepleteme) jsme schopni porozumeét tomu, co se to
v pocitaCi vlastné délo.

. Nova matematicka uloha slouzi k porozumeéni vypoctu, ne k vypoctu

samotnému.



2 Matice, zobrazeni a operator (ne mobilni site)
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Matice A zobrazuje vektory na jiné vektory: A :x+——b, Ax=Db
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2 Vlastni vektory a souradnice v kolmé mrizce
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2 Pythagorova veta

Z. Strako$

Velikost libovolného vektoru ur¢ime odmocninou kvadratli jeho soufadnic
v kolmé mrizZce (zde dané vlastnimi vektory matice zobrazeni).

Vliv kolmosti mrizky na presnost urCeni souradnic!
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2 Jak rozlozim 1 kg hmoty na primce?

Z. Strako$

Ml M2 M3
| O » o
0 A1 A2 A3

Distribucni funkce
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2 Jak rozlozim 1 kg hmoty na primce?

Pokud je matice velka, jednotlivé body nam vizualneé témer splynou

0 M AN

Distribucni funkce

Z. Strako$



2 Priblizne pouze s par kulickami?

Uloha: Pro pevné n najit distribu¢ni funkci s pouze n kulickami tak, aby
co nejlépe vystihovala vlastnosti distribucni funkce urCené matici A a
pravou stranou b.

M1 M2 MN
—o—@—©0 - o—@ O
0 )\1 )\2 >\N

my M2 My

— @ ®

| .
|
0 L2 n
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2 Pritom co nejlépe?

My + My +---4+ My = m1 + ma +--+ My
MMy + XMy +---+ ANMy = pima + pomg s+ My

(A1)* M1+ (X2)?* Mo+ -+ +(AN)* My = (p1)?my + (p2)*mo+ -+ + (pn)*my,

A)* My 4+ (AN) I My = (p)* g+ () Py,

2n momenttl se rovna.

Carl Friedrich Gauss (1814)
Thomas Jan Stieltjes (1894)

Z. Strako$ 22



2 Porozumeéni tomu, co pocitac proved]

Christopher Conway Paige (1971-80), Anne Greenbaum (1989)

M; M;
‘ — PUvea
1 vlastni Cislo k vlastnich Cisel
% s s s
)‘j >\j17>\j27"'7>\jk
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2 Obtiznost cesty ke krasnemu vysledku

Z. Strako$
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2 Matematika = filosofie + kresleni

Z. Strako$

Je mozné ziskat velmi pfesné vysledky z mezivysledku, jejichZ pfesnost
byla pfi vypoCtu na pocitacCi zcela ztracena.

| kdyZ pocitac¢ zcela zabloudi, nebloudi nadhodné, ale v dusledku toho,
ze dochazi k zesileni zaokrouhlovacich chyb.

Kdyz vime, jak k tomu zesileni dochazi, jsme schopni dostat se blizko
k hledanému reSeni, i kdyz ho nezname.

MUzeme byt dokonce schopni zarugit, Ze spocitame to, co jsme chtéli,
s presnosti, jakou jsme chtéli.
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2 Vidéni souvislosti |

2 Krylov subspace methods

1950 Lanczos 1950/52, Hestenes & Stiefel 1952

Modern numerical analysis

von Neumann & Goldstine 1947 Krvlov sequences
Turing 1948 Y d
Mathematical foundations of Gantmacher 1934
quantum mechanics
Hilbert 1926/27, Transformation of the
von Neumann 1927/32, characteristic equation
Wintner 1929 Krylov 1931
Representation theorem Orthogonalisation algorithms Jacobi form (or matrix)
Riesz 1909 for functions and vectors Hellinger & Toeplitz 1914
Schmidt 1905/07, Szasz 1910

Foundations of functional analysis, including continuous spectrum, resolution
of unity, self-adjoined operators, Hilbert space
Hilbert 1906-1912

Analytic theory of continued fractions, Orthogonalisation via
Riemann-Stieltjes integral, the Gramian Minimal polynomial
solution of the moment problem Gram 1883 Frobenius 1878

Stieltjes 1894

Jordan canonical form
Weierstrass 1868,
Jordan 1870

Continued fractions and
Chebyshev inequalities

Chebyshev 1855,

Generalisations of the
Gauss quadrature,
minimal partial realisation
Christoffel 1858/77

Diagonalisation of
quadratic forms
Jacobi 1857

Markov, Stieltjes 1884

Continued fractions and

three-term recurrence for
orthogonal polynomials
Chebyshev 1855/59

Reduction of bilinear
form to tridiagonal form
Jacobi 1848

Characteristic equation

Gauss quadrature and Cauchy 1840
orthogonal polynomials
Jacobi 1826 Real symmetric matrices

have real eigenvalues,
interlacing property
Cauchy 1824

Orthogonalisation idea
Laplace 1820

Gauss quadrature
Gauss 1814 Secular equation of the
moon

Lagrange 1774

Infinite series expansions
and continued fractions

Euler 1744/48 Mechanical quadrature
Newton, Cotes 1720s

Three-term recurrences
and continued fractions
Brouncker, Wallis 1650s

1650
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2 Vidéni souvislosti Il

Z. Strako$

[ Numerical analysis ]

Convergence analysis Rounding error analysis Cost of computations Floating point computations

Iterative methods Polynomial preconditioning Stopping criteria Data uncertainty
Least squares solutions Structure and sparsity
[ Optim; ] ] / Cornelius Lanczos \ Gaussian elimination
ptimisation An iteration method for the solution Vandermonde determinant

of the eigenvalue problem of linear

C t
onvex geometty differential and integral operators, 1950

Matrix theory

Minimising functionals

[ Linear algebra ]

Solution of systems of linear equations

[ Approximation theory ]

by minimized iterations, 1952 General inner products
Orthogonal polynomials Chebyshev polynomials in the solution gafhy _Scll_lwa,rz inequality
Chebyshev, Jacobi and of large-scale linear systems, 1952 rt, ogona isation
Legendre polynomials Projections
Green's function Magnus R. Hestenes & Eduard Stiefel

[ Functional analysis ]

Gibbs oscillation Method_s of -conjugate gradients for
. ) solving linear systems, 1952 ) . .
Rayleigh quotients Differential and integral operators

Fourier series Liouville-Neumann expansion

Trigonometric interpolation Continued fractions Sturm sequences Fredholm problem
Gauss-Christoffel quadrature Riemann-Stieltjes integral  Dirichlet and Fejér kernel

[ Real analysis ]
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3. Matematika jako v eéda a jako profese
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3 Uspéch, predstirani, pokora, originalita a let orla

Z. Strako$

Otazka pro ¢ musi byt vzdy nadfazena otazce jak.

Clive Staples Lewis, Jednotlivec a kolektiv, Oxford (1945)

Zadny Elovek, ktery si nade v3e ceni originality, nebude nikdy originalni.
Pokuste se vSak vyjadrit pravdu tak, jak ji vidite, pokuste se vykonat
jakkoli velky nebo maly kousek prace tak dobre, jak to jen lze, kvili té
praci same, a co lidi nazyvaji originalitou, se dostavi.

29



3 Védomi vlastni omezenosti |

Retézovy zlomek: Euklidés (300 BC),
Hipassus z Metapontu (pred 400 BQO), ...

1 1 1 1
14+ — 1+ 1+ 1+
2 ! 24— 2 + :
2+§ 2+1 2+ !
) 1

2+

24+

—1.5 — 1.4 — 1.41666 — /2
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3 Védomi vlastni omezenosti |l

Cebyseviv polynom

_1— A | | l ! I
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0) 0.05 0.1 0.15 0.2
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3 Védomi vlastni omezenosti |l

Z. Strako$
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3 Védomi vlastni omezenosti |l
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3 Védomi vlastni omezenosti Il

Z. Strako$

10000

50001

34



3 Opét filosofie

Z. Strako$

Cornelius Lanczos, Why mathematics?, Dublin (1966)

But the mechanism becomes so heavy that the technical details smother
the eagle flight of the imagination.

Tatiana Drexler (2014)

Matematika je hledani cest. UCi houzevnatosti, nepoddavani se
tézkostem a nadeji.

Cesty tam a zase zpatky.
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4. Matematika a poezie

36



4 Babylonska vez

Z. Strako$

Gen 11, 4. Vystavejme si mesto a vez, jejiz vrchol pronikne nebesa.

Jonathan Sachs (2005): Pokud se lidé pokouSeji stat necim vice, nez jen
lidmi, rychle se stanou nécim méne, nez lidmi ....

Babylonsky pribeh byl prvni ale bohuzel ne posledni civilizaCni pokus,
ktery zacal utopii a skoncil noéni murou.

Jan Werich: Z niCeho se nema délat veda. Ani z vedy ne.

Gilbert Keith Chesterton: Basnik ma obcas hlavu v nebesich, zatimco
logik si chce veSkera nebesa nacpat do hlavy. Neni divu, Ze mu obcas
praskne.

37



4 Troska poezie nikoho nezabije

Z. Strako$

Francois Villon,

Balada napsana Léta Pane 1458 na namet,
jejz u svého dvora v Blois urcCil vévoda Orleansky

38



Dekuji Vam za laskavou trpelivost!

Z. Strako$
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