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Abstrakt: V tejto praci dokazeme, ze na kazdej nesingularnej kubickej ploche nad
algebraicky uzavretym telesom charakteristiky roznej od dvoch existuje prave 27
roznych priamok. Najprv sa budeme venovat afinnym algebraickym varietam a
ich idedlom. Dokéazeme si Hilbertovu vetu o nulacha a zavedieme morfizmy medzi
afinnymi algebraickymi varietami. Potom sa presunieme k projektivnym alge-
braickym varietam a ich idedlom. Zavedieme morfizmy medzi projektivnymi va-
rietami a nazvoslovia pre vybrané typy projektivnych variet. Dokazeme pomocné
tvrdenia o prieniku dvoch réznych priamok na projektivnej rovine, respektive
priamky a roviny v P%. TaktieZ definujeme pojmy ako dotyc¢nicovy priestor k
variete v danom bode, singularita nadplochy a ireducibilnd varieta. Nasledne sa
presunieme do P%., kde dokéZeme existenciu 27 roznych priamok na Iubovolnej
nesingularnej kubickej ploche. Tento dokaz urobime tak, Ze najprv dokdzeme, ze
na takejto ploche existuje priamka a potom skonstruujeme vsetkych 27 priamok
vzajomnymi vztahmi.
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Abstract: In this work we will prove there are exactly 27 different lines on each
nonsingular cubic surface over an agebraically closed field not of characteristic
two. Firstly, we will focus on affine algebraic varieties and their ideals. We will
prove Hilbert’s Nullstellensatz and introduce morphisms between affine algebraic
varieties. Then we move on to projective algebraic varieties and their ideals. We
introduce morphisms between projective varieties and nomenclature for selected
types of projective varieties. We will prove auxiliary statements about intersection
of two distinct lines in a projective plane, respectively a line and a plane in P%..
We also define concepts such as a tangent space to variety at a given point,
singularity of a hypersurface and irreducible variety. Then we move to P3., where
we will prove the existence of 27 different lines on any nonsingular cubic surface.
We will firstly prove that there is a line on such a surface and then we construct
all 27 lines by mutual relations.
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Uvodné poznamky

V celej praci budeme uvazovat, ze K je teleso. Zo zaciatku na teleso K nemame
ziadne poziadavky. Neskor budeme od neho pozadovat, aby bolo algebraicky uza-
vreté a charakteristiky roznej od 2.



1. Afinné algebraické variety

V tejto kapitole zavedieme afinnu algebraicki varietu a jej idedl. Hlavnou
snahou v prvej kapitole bude dokazat Hilbertovu vetu o nulach. Na to ale budeme
potrebovat vyslovit a dokazat zopar dalsich tvrdeni.

Definicia 1.1. Nech C' je mnozZina polynomov v K|x1,...,x,| a oznacme
V(C)={pe K":VfeC, f(p) =0}

Potom mnozinu X C K™ nazveme afinnou algebraickou varietou, ak X = V(C)
pre nejakid mnozinu C' C Klxy, ..., x,)].

Poznamka. Niekedy je na afinni varietu este kladena poziadavka ireducibility
(tento pojem vid definicia [2.11)). V takom pripade je nami zadefinovana afinnd
varieta nazyvana afinna algebraickd mnozina.

Priamo z definicie vidno, ze afinné algebraické variety st uzavreté na lubovolné
prieniky. TaktieZ hned z definicie vidime, ze K™ = V() a ) = V(1), kde 1 oznacuje
konstantny polyném, ktory ma hodnotu 1. Afinné algebraické variety su taktiez
uzavreté na konecné zjednotenia, ¢o pre nezjavnost dokazeme.

Dékaz. Nech I,J st mnoziny polynémov v K|z, ..., z,|. Potom
V(I),V(J) € v(1J),

kde IJ ={fg|f € I,g € J}, teda V(I)UV(J) CV(IJ).

Sporom dokazeme, ze V(IJ) CV(I)UV(J). Nechx e V(IJ)ax ¢ V(I),z ¢
V(J). Potom existuju f € [ a g € J také, ze f(x) # 0 a g(x) # 0. Z toho plynie,
ze pre tieto f a g je f(x)g(x) # 0, teda x ¢ V(1.J), Co je spor.

Tymto sme ukazali, ze zjednotenie dvoch afinnych variet je opéat varieta. In-
duktivne by sme ukazali uzavretost na konecné zjednotenia.

O

Z toho plynie, ze na K™ sa da zaviest topologia.

Definicia 1.2. Zariskeho topologiou na K™ rozumieme topologiu, ktorej uzavreté
mnoziny su afinné algebraické variety v K™. Pod touto topologiou znacime K™
ako A% (pripadne A™).

V definicii sme zaviedli afinné variety, kde sme priradzovali mnozine po-
lynémov mnozinu vSetkych ich spolo¢nych korenou, teda mnozinu bodov so Spe-
cifickou vlastnostou. Teraz si zadefinujeme idedl afinnej variety, kde zas urobime
pravy opak, teda mnozine bodov priradime vsetky polynémy, ktoré maji dané
body za korene.

Definicia 1.3. Nech V' C A" je afinnd algebraickd varieta. Potom idedlom afinnej
variety V rozumieme mnoZinu

IZ(V)={f€Klx1,...,x,] : Vp €V, f(p) = 0}.

Poznamka. Priamo z definicie idedlu afinnej variety plynie, Ze sa skuto¢ne jedna
o idedl K{zy,...,z,], pretoze sicet polynémov majucich spolo¢ény koren ma opét
dany prvok za koren a suc¢in polynému s korenom z V' s Iubovolnym inym poly-
nomom ma opat koren vo V.



Pred definiciou idealu sme povedali, Ze si definujeme nieco ako inverzni ko-
respondenciu k afinnym varietdm. Preto sa teraz pozrieme na to, nakolko toto
nase tvrdenie plati, teda zistime, ¢i platia rovnosti V(Z(V')) = V pre afinnu alge-
braicki varietu V' nad telesom K a Z(V(I)) = I pre idedl I okruhu Kz, ..., x,].

Najprv dokézeme, ze V(Z(V')) = V pre Iubovolni afinni algebraicku varietu
V nad telesom K.

Dékaz. ,2“ Tato inklizia zjavne plati, pretoze ak f € Z(V), tak f(p) = 0 pre
Tubovolné p € V', teda p € V(Z(V)).

»,C“ Nech p € V(Z(V)). Potom z definicie idedlu plati, ze f(p) = 0 pre
kazdé f € Z(V). Nech V- = V({f;};es), kde J je indexovd mnozina. Potom ale
Vi e J: fi(p) =0, kedze kazdé f; ma za koren kazdy prvok vo V. Teda takéto
f; € Z(V), z ¢oho dostévame, ze p € V({f;}jes) = V.

[

Druhd rovnost, Z(V(I)) = I, obecne neplati. Ako protipriklad si staci vziat
K =Ral=(2?+1). Potom V(I) = 0, teda Z(V(I)) = Rz], ¢o nie je rovné
(2% +1).

Na preukédzanie neplatnosti druhej rovnosti sme vyuzili to, ze R nie je alge-
braicky uzavreté takze sme vzali polyném s realnymi koeficientmi, ktory ale nema
realny koren.

Ukézali sme, ze zatial ¢o V(Z(V)) = V plati vzdy, tak Z(V(I)) = I neplati, a
na protipriklad sme vyuzili teleso, ktoré nie je uzavreté. Teda by néas zaujimalo, za
akych podmienok plati druha rovnost, alebo aspon isty vztah medzi jednotlivymi
stranami rovnosti. Hned sa nam pontka moznost, ze bude platit v algebraicky
uzavretych telesach. Tato domnienka je spravna, ale iba uzavretost telesa nestaci.
Potrebujeme este radikal idealu.

Definicia 1.4. Radikdlom idedlu I v okruhu R budeme rozumiet mnozinu
VI={xeR:2" el pre nejaké n € N}.
Idedl I nazveme radikalovy, ak I = /1.

Pozndmka. Vsimnime si, ze podla definicie radikalu je Z(V') = /Z(V') pre Iubo-
volnu afinnt algebraickt varietu V.

Dékaz. Zjavne Z(V) C /Z(V') pre lubovolnt afinni algebraickd varietu V', teda

stac¢i dokdzat opacni inkluziu. Nech f € (/Z(V). Potom z definicie radikalu
fm e Z(V) pre nejaké n € N. Teda f"(p) = 0 pre Vp € V, z ¢oho dostavame, ze
f(p) =0, cize f € Z(V).

]

V poznadmke vyssie sme dokéazali, Ze idedly afinnych variet maju vlastnost, ze
sa zhoduju so svojimi radikalmi. To pre obecny ideal neplati, staci si vziat ideal
(z?). Potom /(22) = (x) # (2?).

Momentalne uz mame vsetky néstroje na vyslovenie kyzeného vztahu, o kto-
rom pojednava Hilbertova veta o nulach, ale na jej dokaz budeme potrebovat
tvrdenia, ktoré si teraz sformulujeme.



Lemma 1.5 (Kala, str. 42). Nech K C L st telesd a K je algebraicky uzavreté.
Ak je L konecne generovany okruh nad K, tak L = K.

Nasledujucu vetu aj s dokazom vid Kala, str. 42 - 43.
Veta 1.6 (Slaba Hilbertova veta o nulach).

1. Idedl I = (x1 — p1,..., &y — pn) je mazimdlny v Klxy, ..., z,| pre kazdé
Pl Pn € K. Naviac f € K[xq,...,x,] leZi v tomto idedle prdve vtedy,
ked f(p1,...,pn) = 0.

2. Ak je K algebraicky uzavreté, tak vsetky mazimdlne idedly v K|xq,. .., x,)]
st tvaru (xy — p1, ..., Ty — Pp) pre nejaké py, ..., p, € K.

Dokaz.

1. Najprv dokézeme druhu ¢ast prvého tvrdenia. Nech f € K{zy,...,x,]. Po-
tom f vieme zapisat v tvare

f Zaz pz + bO:

=1

kde ay,...,a, € K[z1,...,2,] a by € K. Z toho plynie, ze

Zai(xi _pz) € I = (331 — P15 T _pn)7
teda

fel g f Zaz Z; pz EI S bpel & b= f(pl,...,pn>:()_

V tretej ekvivalencii sme v implikéaci zlava doprava pouzili to, ze jediné
by € K také, ze zaroven lezi v I je by = 0. V tom pripade f = Y1, a;(x;—p;),

teda f(p1,...,pn) = 0. V implikdcii sprava dolava zas pouzivame to, ze ak
0= f(p1,---,pn), tak 0 = X7 a;(p; — pi) + by = by. A kedze 0 € I, tak
bo € 1.

,Maximalita“: Nech f ¢ I, tj. by # 0. Potom idedl I + (f) obsahuje by a
teda 1 = boby' € I + (f), z Coho dostévame, ze I + (f) = Klxy,...,1,],
teda I je maximalny ideal.

2. Nech M je maximalny idedl v K[zy,...,x,]. Potom L = Klz1,---.za] /a1 je
teleso a K mozeme brat ako podteleso L, pretoze mame projekciu

7 Klxy, ... 2, — Koozl v

ktorej ztzenie 7 | K je prosté, pretoze Ker(m | K) < K.

Dalej L je nad K generované prvkami z1+ M, ..., x, + M ako okruh. Kedze
tychto prvkov je koneény pocet, tak z lemma [1.5|je L = K. Teda

T K: K — K[xl,...,xn}/M:L
a — a+M

5



je izomorfizmus, ¢ize je to surjektivne zobrazenie. Teda
Vie{l,....n}Ip; e K :2;+ M =p; + M.

Takze dostdvame, Ze pre kazdé i € {1,...,n} plati, ze z; — p; € M, z ¢oho
dostavame, ze (x1—p1, ..., Tn—pn) C M. Z predchadzajiceho bodu dékazu
vieme, ze idedl (x1 —p1, ..., T, — Pp) je maximélny, teda je rovny idealu M.

O

Teraz uz mame vsetky nastroje na dokazanie Hilbertovej vety o nulach.
Vetu aj s dokazom vid Fulton| (2008), str. 10 - 11.

Veta 1.7 (Hilbertova veta o nuldch). Nech K je algebraicky uzavreté. Potom pre
kazdyj idedl T v K[x, ..., x,] plati, Ze TV(I)) = V1. Teda ak I je radikdlovy
idedl, tak plati Z(V(I)) = 1.

Dékaz Postupne dokazeme, ze Z(V(I)) D VI a Z(V(I)) C V1.

,D“ Nech g € VI. Potom pre nejaké k € N plati, Ze ¢* € I, ¢o znamené, Ze
g*(p) = 0 pre vietky p € V(I). Teda g(p) = 0 pre lubovolné p € V(I), z ¢oho
dostavame, ze g € Z(V(I)).

,C“ Nech g € Z(V(I)). Ukézeme, 7e g € v/I. Kazdy idedl v noetherovskom
okruhu K[zy,...,z,] je konetne generovany, to znamend, ze pre kazdy idedl [
v okruhu K{zy,...,x,] plati I = (f1,..., f;) pre nejaké polynémy fi,..., [, €
Klzq,...,x,).

Uvazujme ideal

J:: (fl)"'af’rvmn-f—lg_l) < K[l’l,...7l’n+1],

Potom V(J) =0 : ak fi(a) = ... = f,(a) = 0 pre nejaké o € K", tak aj g(a) = 0,
pretoze g € Z(V(I)). Teda ¥(a, appy1) € V(J) :

an+19(04,04n+1) 1= aan(a) —1=-1#0,

z ¢oho dostavame, ze V(a, api1) € V(J) 1 (o, apgr) € V(J). Takze V(J) = 0.

Teda podla vety J nie je vlastny ideél: Z vety Cast 2 vieme, Ze kazdy
maximalny idedl J; v Klxy,..., 2,41 je tvaru J; = (21 — P1, -+, Tpi1 — Prsi),
kde p1,...,pat1 € K, teda pre dany bod (pi,...,pns1) plati, ze (p1,...,Pns1) €
V(J1), takze V(J1) # (0. Z vlastnosti variet a idedlov vieme, ze ak Jo, C Ji,
tak V(J2) 2 V(J;). Kedze V(J) = 0, tak neexistuje maximalny idedl .J; taky, ze
V(J) 2 V(J;). Takze J nie je maximalny idedl a ani nie je podmnozinou nejakého
maximalneho idedlu, teda J je nevlastnym idedlom.

Z toho dostavame, ze J = K[xq,...,2,41], teda 1 € J, takze existuji a;,b €
Klzy,...,xn41], pre i = 1,...,r také, ze
1=> aifi +b(zpi19 — 1). (1.1)
i=1



Oznaéme y = x—lﬂ Potom po dosadeni y do (1.1)) dostaneme vyraz s nejakymi
kladnymi mocninami y v menovateloch, takze ttito novi rovnicu vyjadrenia jed-
notky vynasobime prvkom 3", kde N € N je volené tak, aby sme sa tychto

menovatelov zbavili. Teda dostaneme

T

yN = Zcifi +d(g —v),

i=1
kde ¢;,d € K[xy,...,x,,y]. Naslednou substiticiou y = g dostavame

7 T

gV = cafi+dlg—g9) = afi€l,

i=1 i=1

pretoze Vi € {1,...,r}: f; € I a I je idedl. Teda g € v/1.
0

Vetou a predoslymi zisteniami sme teda dostali bijektivnu korespondenciu
medzi mnozinou radikalnych idedlov v Klzy,...,z,] a mnozinou afinnych alge-
braickych variet v A". Teraz budeme chciet popisat morfizmy medzi afinnymi
varietami.

Teraz popiseme morfizmy medzi afinnymi varietami. Tie budeme vyuzivat na
afinné zmeny siradnic pre jednoduchsie dokazovanie neskorsich tvrdeni.

Definicia 1.8. Nech V. C A™, W C A" si afinné algebraické variety. Potom
morfizmom afinnych algebraickych variet rozumieme funkciuv F : V. — W, ktord
je restrikciou na V' nejakého polynomidlneho zobrazenia G : A™ — A", kde poly-
nomidlnym zobrazenim G rozumieme (gy,...,¢gn), také, Ze Vi € {1,...,n} : g; €
K[xq,...,xp]. Morfizmus F' nazveme izomorfizmus, ak k nemu existuje inverznd
funkcia F~': W — V takd, Ze je taktieZ morfizmom algebraickijch variet.

Pozndmka. Ako sme napisali pred definiciou morfizmu afinnnych variet, tak mor-
fizmy budeme v tejto praci pouzivat na afinni zmenu siradnic. Afinnou zmenou
suradnic rozumieme morfizmus

F. A" — A",
x — Ax+0,

kde A € GL,(K) a b,x su stipcové vektory s dizkou n a prvkami z K. Kedze
A € GL,(K), tak F' m4 inverz, konkrétne

F71:A" — A"
y — A7ly— Alb,

teda zmena siradnic je dokonca automorfizmus, ¢ize po zmene siradnic sa mo-
zeme vzdy vratit k pévodnym sturadniciam.



2. Projektivne algebraické variety

Zavedieme projektivny priestor a dalSie analogické projektivne pojmy k uz
zavedenym afinnym pojmom. Hlavnym doévodom, prec¢o pracujeme v projektiv-
nych priestoroch je, ze na rozdiel od afinnych priestorov sa projektivne variety
vzdy pretni v ,spravnom pocte“ bodov za predpokladu, Ze teleso je algebraicky
uzavreté.

Definicia 2.1. Projektivnym n-priestorom P% nad K (respekive P™) rozumieme
mnozinu ATN\{(0, ..., 0)} modulo ekvivalencia: Ak z € AN\{(0,...,0)} je ska-

ldrnym ndsobkom y € A%, tak body x a y si ekvivalentné. Body P piseme v

tvare (xg @ -+ 1 x,), ktory znaci celi triedu ekvivalencie bodu (xg,...,x,) €
ATIN{(0,...,0)}. Zdpis (zo : -+ : x,) nazyvame homogénnymi stradnicami
bodu.

7, definicie projektivneho priestoru vidime, Ze projektivnu varietu nemozeme
zaviest rovnako ako afinni. To je preto, ze ak je nejaky bod korenom polynému,
tak potrebujeme, aby celd jeho trieda ekvivalencie bola korenom. To ale obecne
neplati. Na druha stranu, ak sa obmedzime akurat na homogénne polynémy, tak
tento problém nam odpadne.

Definicia 2.2. Polynom f € Klzo,...,zn]s, f = 3 Mg @0’ - - - T nazveme
homogénny, ak 3d € Ny : 7o + - - - + 1, = d kedykolvek \,, . ,, # 0. Ak je f # 0,
tak je d urcené jednoznacne a plati d = st(f). EI

Problém, ktory sme spomenuli pred definiciou homogénneho polynému od-
padne z dévodu, ze ak je f homogénny polyném stupna d, tak pre Iubovolné
(zo,...,2,) € AT a c € K plati, ze f(cxo,...,cxn) = c?f(xo,...,2,). Teda, ak
je ¢ # 0, tak (cxo,...,cx,) je korenom f prave vtedy, ked je (zo, ..., x,) koreniom
f, ¢ize v pripade homogénnych polynémov plati, ze ak je bod p € A"™\{0,...,0}
korenom polynému, tak je jeho korenom celé trieda ekvivalencie prislusna bodu
p. Taktiez z tejto vlastnosti vidno, ze hodnota polynému v bode p € P" nie je
dobre definovana, pretoze pre iné body ako korene je hodnota polynéomu zavisla
od volby reprezentacie triedy ekvivalencie.

Definicia 2.3. Nech C' je mnozina homogénnych polynémov v K|z, ..., x,]. Po-
tom mnoZinu

V(C) ={peP":Vfel f(p)=0}

nazveme projektivnou algebraickou varietou prislusnou mnozine C'.

Pozndmka. Rovnako ako v afinnom pripade, aj pri projektivnych varietach plati,
ze su uzavreté na konecné zjednotenia a lubovolné prieniky. Taktiez analogicky
ako pri afinnych varietdch, aj v tomto pripade dostdvame, ze P* = V(0)) a
) = V(1), kde 1 znadi konstantny polyném o hodnote 1. Z toho plynie, ze aj v
projektivnom pripade mozeme zaviest Zariskeho topoldgiu, kde uzavretymi mno-
zinami rozumieme projektivne variety v P".

LAk f =0, tak sa st(f) nechdva nedefinovany, pripadne sa definuje ako zdporné é&islo, Stan-
dardne ako —1 alebo —oo. V tejto praci ale nebudeme potrebovat definovat stupen nulového
polynému.



Vzhladom k tomu, Ze sme sa pred zavedenim pojmu projektivnej variety ob-
medzili na homogénne polynémy a ukézali nezavislost korenov homogénnych po-
lynémov na ich reprezentacii triedy ekvivalencie, tak pri zavedeni pojmu ideal
analogicky k afinnému pripadu nenastava ziadna komplikacia.

Definicia 2.4. Nech V' C P" je projektivna algebraickd varieta. Potom idedlom
V rozumieme mnozinu

(V) ={f € K[zo,...,za] : VP €V, f(p) = 0}.

Idedl Z(V) C Kz, ..., x,] nazveme homogénnym, ak pre kazdé f = Y fi €
Z(V), kde f; je homogénny polyndm stupnia i, plati, Ze f; € Z(V) Vi € {0,...,m}.

Pozndmka. Nech K je nekonecné. Potom idedl Z(V') C Klxo, ..., x,], kde V C P"
je projektivna varieta, je homogénny.

Dékaz. Nech f =Y f; € Z(V), kde f; st ako v definicii2.4a (po : -+ : pn) € V.
Potom VA € K :
0=F(\po.---: Apn) =D filApo, -, Apn) = D X fi(pos - - - . Pn)-
i=0 i=0

Teda dostédvame, ze polyném g(y) := S fi(po, - - -, pn)y’ € K[y] je nulovy pre
Iubovolny prvok z K. Nenulovy polyném jednej premennej ma konecne vela ko-
renov, ale K je nekonecné. 7Z toho dostavame, ze g je nulovy polyném, teda
Vie{0,....m}: fi(po,...,pn) =0, Cize f; € IVi €{0,...,m}.

O
Pozndmka. 1dedl I C Klxo, ..., x,| je homogénny prave vtedy, ked je generovany
konecne vela homogénnymi polynémami.
Dékaz. ,=*“Nech I = (fO,..., f™) je homogénny idedl a f@) = S5 9 v e
{1,...,m}, kde d; = st(f). Potom I = (fl(l), Ces féi)7 1(2), e féi), e fé:)).
,<=“Nech I = (¢ : j € J), kde J je indexovd mnozina a d; je stupeni homo-
génneho polynému g¥). Nech f = Y, hWgl) € I, kde J' C J je konecné a
= Yyen, hy) pre B; € N. Potom f; = ¥,c hz@dj g e I

O

Rovnako ako v afinnom pripade, aj v projektivnom priestore nas bude zauji-

maf vzajomna korespondencia medzi varietami a idealmi. Obdobne ako v afinnom
pripade, aj tu by sme ukazali, ze V(Z(V')) = V. Pred tym, ako vyslovime tvrdenie
ohladom platnosti rovnosti Z(V(I)) = I, pre homogénny ideal I, dokdzeme este
lemma o vztahu homogénneho idedlu a jeho radikélu.

Lemma 2.5. Nech V je lubovolnd projektivna varieta. Potom Z(V') = /Z(V).

Dékaz. Toto lemma dokazeme analogicky ako v afinnom pripade. Zjavne Z(V) C
Z(V') pre lubovolnu projektivnu algebraickt varietu V', teda stac¢i ukazat opacni

inkliziu. Nech f € (/Z(V'). Potom z definicie radikédlu f* € Z(V') pre nejaké
n € N. Teda f"(p) = 0 pre Vp € V, z ¢oho dostévame, ze f(p) =0, ¢ize f € Z(V).
[

Nasledujiicu vetu aj s dokazom vid Fulton! (2008), str. 46.
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Veta 2.6 (Homogénna o nulach). Nech K je algebraicky uzavreté. Ak I je radi-
kdlny idedl v K|xg, ..., x| a I # (xg,...,2,), tak ZV(I)) = I.

Pozndmka. Oproti afinnej verzii sme pozadovali naviac, aby I # (x, ..., 2,). To
je z dovodu, Ze v afinnom pripade V(zo,...,z,) = {(0,...,0)} C A%, ¢omu v
projektivnom pripade zodpoveda @), pretoze (0 : ---:0) & P.

Rovnako ako v predoslej kapitole, aj na projektivnych varietach zavedieme
pojem morfizmus. Ten budeme neskor vyuzivat v dokazoch na zmenu sturadnic.

Definicia 2.7. Nech V. C P™, W C P" si projektivne algebraické variety. Potom
morfizmom projektivnych variet rozumieme funkciv F : V. — W taki, Ze pre
kazdé p € V existuje d > 0 a polynomy fo, ... fn € Klxo, ..., Ty vetky stupria d
a existuje Zariskeho otvorené okolie U C V' bodu p také, Ze Vx € U plati:

1. 35 € {0,...,n}: fij(xz) #0,
2. F(x) = (fo(x) : -+ ful)).

Poznamka. Polynémy fy, ..., f. pozadujeme rovnakého stupna (pre danép € V),
pretoZe pre f stuptia d a ¢ € K\{0} plati f(cz) = c’f(x), teda ak vynasobime
homogénne stradnice konstantou, tak obraz ostane v tej istej triede ekvivalencie.

Ako si mozeme vSimnut, tak zatial ¢o morfizmus afinnych variet sme defino-
vali ako polynomialne zobrazenie na celych varietach, tak v pripade projektivnych
variet pozadujeme, aby morfizmus bol akurat lokdlne polynomialny. Na ilustra-
ciu, preco morfizmus medzi projektivnymi varietami nemdézeme definovat rovnako
ako v pripade afinnych variet uvedieme priklad. Pred nim este sformulujeme a
dokazeme jedno lemma, ktoré v priklade vyuzijeme.

Lemma 2.8 (Fulton (2008), str. 24). Nech K je algebraicky uzavreté, f €

K[z, 1] homogénny polynom stupria d > 1. Potom f| % T1¢<F (vg — Niz1) pre

nejaké k’, )\1, ey )\d—k-

Dokaz. Nech f = afg(xo,21), kde @1 { g(o,21). Potom g(zo,1) = TT{=F (w0 — A),
pretoze K je algebraicky uzavreté. Z toho plynie, Ze g(xg,z1) = [15F (20 — Niz1).
U
Priklad. Nech V = V(2% — zgzo) C P4, W = P} a uvazujme zobrazenia
G:W — V,
(@a:b) — (a®:ab:b?)

F.v = W,

o (u:v),u##0,
(wiv:w) = {(v:w),w%O.

Potom (u : v) = (v : w) pre u,w # 0 (teda aj v # 0, pretoze pracujeme na variete
V') préve vtedy, ked
(u v) ma hodnost 1 < det (u U) =0 & vV —uww=0,
vow vow
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teda zobrazenie F' je dobre definované.

Zjavne su zobrazenia F' a G vzajomne inverzné. Zaujimalo by nas, ¢i existuje
iné inverzné zobrazenie voci G také, ze by bolo globalne zadané 1 predpisom.
Teda nas zaujima, ¢i existuji homogénne polynémy f,g € C|xg, 21, 5] rovnakého
stupna d > 1 také, ze F' je dané na celom V' predpisom

(u:v:w) = (flupw):g(uww)).
Keby také f a g existovali, tak by V(a : b) € W :
(a:b) = (f(a? ab,b?) : g(a®, ab,b?)).

Z toho plynie, 7e f(a? ab,b?) = 0 jedine v pripade, Ze a = 0. Z lemmatu
, je potom f(a? ab,b?) = ca®?, kde ¢ € C\{0}, pretoze f(a?ab,b?) je v Cla,b]
homogénny polyném stupna 2d. Z rovnosti

ag(a®, ab,b*) = bf(a?, ab,b*) = ca®b

dostavame

g(a?, ab, b?) = ca® b,

teda po dosaden{ (a,b) = (0,1) dostaneme, ze g(a?, ab,b*) = 0. TakZe pri volbe
(a,b) = (0,1) dostédvame, zZe ma platit

(0:1)=1(0:0),

¢o je spor.

To znamena, ze pozadované polynémy f a g neexistuju, ¢ize morfizmus medzi
projektivnymi varietami nemoze byt definovany ako polynomialne zobrazenie na
celych varietach.

Pozndmka. Zmenou sturadnic v projektivnom pripade rozumieme morfizmus

F:.:P» — P,
r — Ax,

kde A € GL,.1(K) a x je stipcovy vektor s dlzkou n + 1 a prvkami z K. Kedze
A je matica, tak sa skutotne jedna o polynomidlne zobrazenie. Dalej z toho, Ze
A € GL,;;(K) mame dobre definovanti zmenu stradnic, pretoze ziaden prvok
z P™ nezobrazi na nulovy prvok. Naviac si vSimnime, ze pre x € P" a c € K
mame F(cx) = A(cx) = cAx = cF(z), teda nech pouzijeme Iubovolni reprezen-
taciu bodu z P", dostaneme pri zmene stradnic ten isty obraz. Analogicky ako v
afinnom pripade, aj v projektivnom pripade ma zmena stradnic inverz, koknrétne

F-1:p» — P
r — Alz,
teda zmena siradnic je automorfizmus, a tak rovnako ako v afinnom pripade aj

v projektivnom plati, ze po zmene suradnic sa moézeme vzdy vratit k povodnym
suradniciam.

Dalej zavadzame definiciu nadplochy a nézvoslovia jej konkrétnych pripadov.

11



Definicia 2.9. Nadplochou stupna d rozumieme podmnoZinu P" vyrezani jedi-
nym homogénnym polynomom stupna d > 1. Nadrovinou rozumieme nadplochu
stupna 1.

V P3 nadrovinu voldme rovina a priamkou rozumieme prienik dvoch réznych
rovin.

V P? nadrovinu budeme volat priamka. KuZeloseckou nazgjvame nedegenero-
vani nadplochu stupna 2, to jest jej definicny polynom je ireducibilny, ak nepovi-
eme inak.

V' texte budeme castokrat pouZivat vyraz krivka, cim rozumieme nadplochu
(lubovolného stupria).

Nasledujuce dve vety budeme potrebovat pri dalsom dokazovani. V prvej sa
venujeme prieniku dvoch priamok a priamky s rovinou, v druhej zas poc¢tu nul
polynému v dvoch premennych.

Veta 2.10 (Lazarus (2014)), str. 7).

1. 'V projektivnej rovine sa dve rozne priamky ly a ly vZdy pretni v jedinom
bode.

2. Ak v P? je P rovina a | priamka takd, Ze | € P, tak | a P sa pretni v
jedinom bode.

Dokaz.

1. Nech priamka I; je uréend polynémom Y7, a;z;, kde ag, a1, as € K a aspon
jeden koeficient je nenulovy, a analogicky I, je uréend polynémom 7, b;;,
kde by, b1, b2 € K a aspon jeden koeficient je nenulovy. Potom lubovolny bod
lezi na priamkach [ a zaroven [y prave vtedy, ked je rieSenim rovnic

apTo + a1y + agrs = 0,
boSL’O + bll’l + bzl’g =0.

Kedze l; # [y, tak tieto rovnice s linearne nezavislé, to jest matica s riad-
kami koeficientov prislusnych tymto priamkam, A := (Zg . ), mé hodnost

2, teda dim (ker(A)) = 1. Ozna¢me si nenulové riesenie matice A ako p.
Potom kaZzdé rieSenie je tvaru Ap, kde A € K. Ak A = 0, tak \p ¢ P? a pre
A € K\{0} je Ap iny reprezentant tej istej triedy ekvivalencie ako p. Tym
dostavame jediné nenulové riesenie matice A, ¢o znamend, zZe sa priamky [;
a ly pretni v jedinom bode v P2

2. Doékaz tohto bodu je analogicky ako dokaz predoslého bodu. Nech rovina P
je uréend polynémom 3°2_ a;r;, kde ag, . .. ,az € K a aspon jeden koeficient
je nenulovy, a [ je urcend ako prienik 2 roznych rovin, ktoré si urcené
polynémami 2?:0 bix; a Z?:o cix;, kde by, ...,b3,¢co,...,c3 € K a aspon
jeden koeficient z by, ..., b3 a taktiez aspon jeden koeficient z co,...,c3 je
nenulovy. Potom Iubovolny bod lezi na priamke [ a zaroven v rovine P prave
vtedy, ked je riesenim rovnic

aoxo + a1x1 + asTo + azrs = 0,
bQZL’o + blfL’l + bg[L’Q + ngEg = 0,

CoTg + C1X1 + C2T2 + C3T3 = 0.
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Kedze | ¢ P, tak tieto rovnice st linedrne nezdvislé, to jest matica s ri-

. . Ve v /. 4 . ao al a2 a3 ’

adkami koeficientov prislusnych tymto priamkam, A := (bo b1 bo b3 ), ma
co 1 co c3

hodnost 3, teda dim (ker(A)) = 1. Oznacme si nenulové riesenie matice A

ako p. Potom kaZdé riesenie je tvaru Ap, kde A € K. Ak X\ = 0, tak \p ¢ P3
a pre A € K\{0} je A\p iny reprezentant tej istej triedy ekvivalencie ako
p. Tym dostavame jediné nenulové rieSenie matice A, ¢o znamena, ze sa
priamka [ a rovina P pretni v jedinom bode v P3.

Teraz vyslovime zopar definicii ohladom vlastnosti variet.

Definicia 2.11. Nech V' je varieta (afinnd alebo projektivna). Potom V nazveme
reducibilna, ak
AV, Ve SV V=VU.

Ak 'V nie je reducibilnd, tak ju nazveme ireducibilna.

Na dokézanie pozorovania, ktoré mozeme vyslovit po zavedeni pojmu iredu-
cibilita variety, budeme potrebovat pripomenut jednu definiciu.

Definicia 2.12. Nech R je okruh a I jeho vlastny idedl, to jest I je idedl a
I # R. Potom I nazveme prvoideal, ak pre vsetky idedly Ji, Jo okruhu R plati,
ze ak J1Jy C I, tak J; C I, alebo Jy C 1.

V dokaze ale vyuzijeme ekvivalentné tvrdenie, ktoré vravi, ze vlastny ideal /
okruhu R je prvoideal prave vtedy, ked Va,b € R:ab € I = (a € I alebob € I).

Lemma 2.13. Ako v afinnom, tak aj v projektivnom pripade plati, Ze nadplachaﬂ
je ireducibilnag prave vtedy, ked jej definugjici polynom je mocninou ireducibilného
polynomu.

Dokaz. Lemma dokazeme pre projektivny pripad, afinny by sa ukazal analogicky.
Nech K je algebraicky uzavreté, S = V(f) C P" nadplocha, kde f € K|z, ..., z,]
je homogénny polyném stupna d > 1. Potom je S ireducibilna préave vtedy, ked
Z(S) = Z(V(f)) je prvoideal (vid [Kala, str. 43). Dalej z vety dostdvame, ze
(S) = IV() = /(£).

Nech rozklad f na ireducibilné homogénne polynémy je f = fi'* ... fi'*, kde
fi,-- -, fx € K[z, ...,x,] s po dvoch rézne a ny,...,n; € N. Ireducibilny roz-
klad homogénneho polynému zostava vzdy z homogénnych polynémov (vid|Fulton
(2008)), str. 24). Potom

V=

Teda dostéavame, ze S je ireducibilnd préave vtedy, ked (f; ... fx) je prvoidedl, ¢o
z ekvivalentného tvrdenia prvoidedlu za definiciou nastava prave vtedy, ked

2Pojem nadplochy sme v afinnom pripade sice nedefinovali, ale definicia je analogickd pro-
jektivnej verzii, teda nadplochou stupna d rozumieme podmnozinu A” vyrezani jedinym poly-
némom stuna d > 1.
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k =1, to jest ked f a f{"' generuju ten isty idedl, kde f; je ireducibilny homo-
génny polyném.
O

Definicia 2.14. Nech V' C P" je projektivna varieta a p € V. Doty¢nicovym
priestorom k wvariete V' v bode p rozumieme projektivnu varietu

)

fET(V) =0

Dotyc¢nicovy priestor k projektivnej variete je v danom bode skuteéne opit po-
jektivnou varietou, pretoze pre kazdé f € Z(V) je X0, 83: L(p)-z; € K[xg, ..., Tn)
homogénny polyném stupiia 1, teda 7,V je prienikom nadrovin.

Taktiez je vhodné si uvedomit, ze do kazdej parcialnej derivacie dosadzujeme
ten isty reprezentant triedy ekvivalencie. To je z dovodu, ze v pripade, Ze dana
trieda ekvivalencie nie je koren polynému, tak polyném moze pre jednotlivé re-
prezentanty triedy ekvivalencie nadobudat rézne hodnoty.

Pozndmka. Dotycénicovy priestor k variete v afinnom pripade definujeme analo-
gicky, to jest pre V. C A" afinni varietu a p = (p1,...,pn) € V rozumieme
doty¢nicovym priestorom k V' v p afinnd varietu

- N (T tw w-m).

feI) =1

Pocitat dotycnicovy priestor (¢i uz v afinnom alebo projektivnom pripade)
ako prienik cez vSetky polynéomy v prislusnom idealy nie je praktické. O tom,
ze prechadzat cez vsetky polynémy v idedle variety nie je potrebné, pojednava
nasledujiice lemma. Rozoberieme sice iba projektivny pripad, ale afinny by sa
dokazal analogicky.

Lemma 2.15. Nech V' C P" je projektivna varieta, p € V a Z(V) = (f1,- .-, [+)-

Potom
fe{fi,fr} 1=0 ’

Dékaz. Nech g € (fi,...,f:), ale g € {f1,..., fr}. Potom g = >7_, a;f;, kde
ai,...,a, € Klzg,...,x,] st homogénne polynémy, aspon jeden polyném a; je
nenulovy a plati

fe{fp,,,fr}v (ZZ 89[:2( ) 1>

_ V( U {Z
fe{fi,....fr} Li=0

_ oh , S~ Ofr
= V(Z ( ) x%?""gam@) :z:z>
- v(;ﬂizg() ziros 3 5 (D) - xl,]z“zo(ajzﬁ)(pm)
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kde sme v prvej rovnosti pouzili uzavretost projektivnych variet na Iubovolny
pocet prienikov, v tretej sme pre kazdé j € {1,...,r} vyndsobili j-ty poly-
ném vo variete ¢islom a;(p) a nasledne vsSetky polynémy scitali a pripisali do
variety. Tymto sme nepridali ziaden polyném, ktory by mal za koren Iubovolny
iny prvok ako fi,...,f,, teda sa ani nemohlo staf, ze by sme do variety pri-
dali dalsi prvok. Vo stvrtej rovnosti sme vymenili sumy v poslednom polynéme,
¢o mozeme, pretoze sa jednd o dve konecéné sumy. Nasledne sme v piatej rov-
nosti pri¢itali nulu vo vhodnom tvare, kde sme vyuzili to, ze pre p € V a
Vie{l,...,r} + fj € Z(V), teda Vj € {1,...,r} : fj(p) = 0, ¢ize taktiez
( j%) (p) =0Vy5 e {1,...,r} Vi € {0,...,n}. V siedmej rovnosti sme pouzili
pravidlo pre derivaciu sticinu a v 6smej zas linearitu derivacie.

Tym sme dostali, ze prienik cez vsetky generatory ndm dava ta istd varietu
ako prienik cez vSetky generdtory a ich lubovolni linearnu kombinaciu. V idedly
ale ziadne iné prvky ako linedrna kombinacia generatorov daného idealu nie st.
Teda dostavame, ze

V= }V<zn:§£(p)'%>~

fe{f17'-"f7’ =0
0
Definicia 2.16. Nech V = V(f) je nadplocha v P". Povieme, Ze V je singuldrna
vpeV, ak
of of

e = 0.
ore (P):--s 5, (P)
Ak'V nie je singuldrna v Ziadnom bode, tak povieme, Ze V je nesingularna.

Singularita nadplochy v danom bode je taktiez dobre definovand, pretoze ak
je f homogénny polyném stupnia d + 1 a pre nejaké i € {0,...,n} je g—i(p) =0,
tak pre Iubovolnt ind reprezentaciu ¢ tohto bodu taku, ze ¢ = c¢ - p plati, ze
%(Q) = g—qi(c p) = cdg—:i(p) = c¢?.0 = 0, kde sme pouzili to, Ze ak je f
homogénny polyném stupna d + 1, tak a%- je homogénny polyném stupna d.

Taktiez je dobré si uvedomif, ze zmena sturadnic nema vplyv na ireducibilitu
ani na singularitu.

Pozndmka. V afinnom pripade definujeme pojem singularnej, respektive nesingu-
larnej nadplochy analogicky ako v projektivnom pripade.
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3. Pocet priamok na kubickej
nesingularnej nadploche

V tejto kapitole prezentujeme vysledky z publikacii Reid| (1988), §7 a [Hulek
(2003), kapitola 5.
Od tejto chvile az do konca prace uvazujeme teleso K algebraicky uzavreté

a charakteristiky r6znej od 2. Dalej oznacme f € Klxo,...,xs] ako ireducibilny
homogénny polyném stupna 3 definujtci nesingularnu kubickd nadplochu S, teda
S=V(f) C P

V jednotlivych podkapitolach dokdzeme dielcie tvrdenia vedice ku kyzenému
tvrdeniu o pocte priamok na nadploche S.

3.1 Prienik roviny a nadplochy S

Definicia 3.1. Nech f € Klzo,...,z,] a p = (po,--.,pn) € A"™N{0,...,0}

je konkrétna reprezentdcia triedy ekvivalencie (po : -+ : pn). V dalSom budeme
T
pouzivat znacenie V f(p) := (aa—;;(p), e %(p)) .

Lemma 3.2. Nech P C P3 je rovina a po vhodnej zmene siradnic P = V(x3).
Potom prienik roviny P s nadplochou S je jednou z moznosti:

1. kubickad krivka definovand ireducibilngm homogénnym polynomom v premen-
’ﬂy/Ch Lo, L1, T2,

2. kuZelosecka a priamka,

3. 8 rozne priamky.

Dokaz. Najprv ukdzeme, ze vsetky tri moznosti mozu nastat a potom dokazeme,
ze pripad, kedy prienik SN P su 3 priamky, ale nie vSetky z nich rozne, nenastane.

KedZze sme vhodnou zmenou suradnic previedli P na V(z3), tak vzhladom k
tejto zmene suradnic, je S definovand ireducibilnym homogénnym polynémom
g € Klxo,...,x3] stupna 3, teda S N P je definovany nejakym polynémom h €
K[xg, 1, x5, ktory dostaneme z polynému g tak, ze polozime z3 = 0. Potom pre
polyném h nastane jedna z nasledujicich moznosti:

1. je ireducibilny,
2. je sucinom ireducibilného kvadratického polynému a linedrneho polynému,
3. alebo je st¢inom troch linedrnych polynémov.

V pripade, ze h je ireducibilny, tak sa jedna o ireducibilni nadplochu projektivne;j
roviny , to jest prva moznost z tvrdenia lemmatu. Ak A je sic¢inom ireducibil-
ného kvadratického polynému a linearneho polynému, tak z uzavretosti variet na
konecné zjednotenia plynie, Ze sa jedna o druhi moznost z tvrdenia lemmatu,
a ak je h suc¢inom troch linearnych polynémov, tak opit z uzavretosti variet na
konec¢né zjednotenia dostavame, zZe sa jedna o pripad, kedy prienik SN P si 3 nie
nutne rozne priamky:.

16



Ostava dokazat, ze ked h je sic¢inom troch linedrnych polynémov, tak tieto tri
polynémy st navzajom rézne. Nech [ je lubovolna priamka v SN P. Ukazeme, ze
linearny polyném definujici [ nachadzajici sa v stcine h ako ¢initel mé mocninu 1.
Vhodnou zmenou stradnic dostaneme, ze [ = V(xq, x3), to jest polyném definujici
[ v P je zo. Pre spor predpokladajme, 7e h = x3a, kde a € Klxg,x1, 3] je
homogénny linedrny polyném. Teda g = z2b + x3c, kde b,c € K]|xo,...,z3],
b je linedrny a c je kvadraticky homogénny polyném. Potom je ale z definicie
singularity nadplochy S singularna vo vsetkych bodoch, kde plati, ze x5 = 23 =0
a c = 0, pretoze

x%%(x) + Z‘g%(X)
T3 g, (X) + 35,5 (%)
v — 283}1 81‘1
9(x) 229b(x) + x%%(x) + xga%(x) ’
S (x) + (X) + 235 (%)
kde x = (xq, ..., x3).

Mnozina takychto bodov je zjavne neprazdna, pretoze je to mnozina vsetkych
korenov polynému c leziacich na priamke [. Pre polyném ¢ mézu na priamke [
nastaf dva pripady. Bud bude ¢ nulovy polyném a teda na priamke [ bude jeho
koreni kazdy bod (xq : ¢y : 0 : 0) € P?, alebo bude ¢ homogénny polyném stupiia
2 v premennych xg, ;. V druhom pripade bude mat ¢ na [ aspon jeden koren, ¢o
vieme z vety 2.8

Teda S je singularna na nejakej neprazdnej mnozine, ¢o je spor s predpokla-
dom, Ze S je nesingularna. Teda h # x3a a dostdvame, Ze h je sic¢inom troch
roznych homogénnych polynémov stupiia 1. Cize sme dokézali aj poslednt moz-
nost prieniku roviny P s nadplochou S.

O

3.2 Existencia priamky na nadploche S

V tejto casti dokazeme, ze na nadploche S existuje priamka. Aby sme to do-
kéazali, tak sa budeme venovat prieniku S N7,S, kde p je bodom S. Z lemmatu
méame, ze S NT,S je rovinnd kubickd krivka. V pripade, Ze je tato krivka
reducibilna, tak sa jednd o body 2 a 3 v lemmate |3.2] a teda mame dokazant
existenciu priamky na nadploche S, pretoze priamka je v oboch pripadoch obsi-
ahnuta v SNT,S. Preto sa v dalSom v tejto sekcii budeme venovat pripadu, kedy
S NT,S je ireducibilnd kubickéd krivka. V tomto pripade ukdZeme, Ze na S lezi
priamka prechadzajica bodom v S NT,S.

Lemma 3.3.

1. Nech p je bodom S a SNT,S je ireducibilnd kubickd krivka. Potom SNT,S
je singuldarna krivka s bodom singularity p.

2. Nech S NT,S je ireducibilnd kubickd krivka pre kaZdé p € S. Potom md

v bode p hrot, to jest azZ na vhodni zmenu suradnic je S N'T,S definovand
3

polynémom x3xy — 3.
Doékaz.
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1. Vhodnou zmenou stradnic mézeme previest 7,5 na V(z2) a bod p na (0 :
0:0:1). Potom
f = @13 + 239 + h,
kde g,h € Klxg,x1,22] si kvadraticky a kubicky homogénny polyném v
tomto poradi. Oznac¢me wu(xzg, x1,x3) := f(xo, 1,0, x3), teda polyném f na
T,S je zhodny s polynémom u. Potom

VU(O, 07 ]-) = V(Sl}gg(l’o, xy, O) + h’(xOJ xy, 0)) (07 07 ]-)

9g(z0,21,0) + Oh(zo,z1,0)

:1;36 ST 0) | RS 0)

— g(zo,21, 0,21,

3 o1 + 0z (07 07 1)
g(l'o, Z1, O)

=0,

kde sme v tretej rovnosti vyuzili to, ze g, h € K[xg, x1, z2] si homogénne a
stupna vécsieho ako 1, teda ich parcidlne derivacie prvého radu derivované
podla xy a z1, si homogénne polynémy stupna aspon 1. Z toho plynie, ze
po dosadeni bodu (0 : 0 : 1) sa tieto parcidlne derivcie rovnaji 0. Taktiez
polyném g(zo,x1,0) po dosadeni bodu (0 : 0 : 1) sa rovna 0. Vzhladom
k tomu, ze sme previedli 7,5 na V(z3) a bod pna (0 : 0 : 0 : 1) tym
dostavame, ze skutocne S NT,S je singuldrna s bodom singularity p.

2. Ak by neplatilo, ze SN T,S je ireducibilna pre kazdé p € S, tak by sme sa
pre takéto p dostali do situacie v ivode tejto podkapitoly a teda by sme
existenciu priamky na nadploche S mali dokdzant. Ukazeme, ze S NT,S
ma hrot pre p € S. Kedze g je kvadraticky polyném, tak ho vieme zapisat
ako

2 2
9(9507451,1’2) = Zzaij%%’, (3-1)
i=0 j=0
kde Vi,j € {0,1,2} : a;; = aj;. Potom hessidn Hy(p) polynému f v bode p
je

T3Gzoz0 + ha:():co 3Gz 20 + hxlxo
Hf(p) — det T3G9z1 20 + h:mxo T39z12, + h‘I11‘1
ngxQ:vo + hxgzo ngwal + h:rgxl
Gz + T3G9z3z0 + hm3$0 9z + T39x524 + hmsm
T39xoao T hwzﬂﬂo 9o + L3932y + hxswo
T39x024 + h272$1 9zq + T39r321 + hwsxl (p)
X3Gzozo + hmacz 2:['3 + Gzo + L39z3x9 + hx3$2

21‘3 + Gzo + L39z3x9 + hxgzz QIZ + 291‘3 + X39z3x3 + hw3x3
2&00 2@10 2&20 0
2@10 2(1,11 2&21 0

2&20 2(1,21 2(122 2
0 0 2 0

Qoo A10
= —2%. det ,
a1 a1

kde pouzivame znacenie g,, = %, Yoy =
1

= det

2 2 .
] = %1 pre vietky

Bxiaa:j ) VTG 8Iiax]‘

i,j. V prvej rovnosti sme pouzili definiciu hessidnu a fakt, Ze fr., = foz
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pre kazdé i,j € {1,...,3}. V druhej rovnosti vyuzivame, Ze parcidlne de-
rivacie, kde sme derivovali podla x3, st nulové, pretoze g ani h nie si po-
lynémy s premennou z3 a, analogicky ako ked sme pocitali V(f [7,5)(p),
taktiez to, ze g,h € Klxg,x1,x2] si homogénne polynémy stupna 2 a 3,
teda vSetky ich parcidlne derivacie prvého, respektive druhého radu su ho-
mogénne polynémy stupiia 1, teda po dosadeni bodu p sa vynuluji. Co
sa tyka parcidlnych derivacii g druhého radu, tak sa redukuji na prislusné
koeficienty podla . Nakoniec v poslednej rovnosti sme na vypocet de-
terminantu pouzili rozvoj podla posledného riadku a nasledne rozvoj podla
posledného stipca.

Dalej si uvedomme, 7e to, ¢i sa hessian rovna nule je nezavislé na zmene
stradnic, pretoze ak oznac¢ime M = (m;j)axa € GL4(K) ako maticu ur-
¢ujticu zmenu stradnic v P3, tak pre prvok h{;-OM na mieste (i,j) Hessovej
matice prislusnej f o M plati

hfoM Z 23: a2f
Mk G o Ox;0x;’

k=01=0

z ¢oho plynie, ze
0= Hyopr = (det M)’H; & Hp =0,

pretoze det M # 0. V nasom pripade teda dostavame, ze

Hf(P) =0 < det (ZOO ZIO) < g l1,5= = (Vagozo + /a1 551) )
10 a11

teda Hy(p) = 0 prave vtedy, ked g [7,5 je dvojndsobna priamka, alebo
g It,s= 0. V druhom pripade ale dostavame, ze f [7,9= f(z0,71,0,23) =
h(zg,21,0), teda f [7,5 je homogénny kubicky polyném nad algebraicky
uzavretym telesom. 7Z lemmatu je potom f na 7,5 zjednotenim nanajvys
troch priamok. To je ale v spore s tym, ze S NT,S je ireducibilna krivka.
Potom g [7,s je dvojndsobna priamka a mozeme pisat

g erS: 9(x0,71,0) = 12(1’07171)7

kde [ € K|xo, z1] je homogénny linedrny polyném. Pouzitim vhodnej zmeny
siradnic moézeme predpokladat, ze l(zo, 1) = 1, teda f [1,5 modZeme za-
pisat ako

f prsz f(xo, 21,0, 23) = x:ﬂ% + aw% + b$(2)371 + Cxoﬁ + dx:fa

kde a,b,c,d € K. Naslednou substiticiou z¢g = zj, — 3l;x1, ktort moézeme

pouZit, pretoze ak by a = 0, tak x; deli f 1,5, teda SNT,S je reducibilna,
¢o je spor s predpokladom, dostavame
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bo\? b2
f s = xaai +a (i’% - 3a“> w (x'o - 3aﬂfl> )

b
+c (:cf) - Saxl) z} + da}

b b3
= 237% + a(z})® — 3a£(m6)2:r1 + 3a@x6x% -

3
a x
273" !

b b? b
+ b(x))?x) — 2b3—ax6xf - b@x? + cxhr] — c3—axi1)’ + da?
3ac —b* , , 20 — 9abc + 27a*d ,

= g + alah)* + 2 led .

kde a # 0. Pre zjednodusenie zapisu preznacime koeficienty

) 3ac — b?
' 3a
, 20 —9abc + 27a*d
d =
27a?
Potom dalSou substittuciou
r3 = —axy — bz — g

dostavame
f Ty = (maaly = Vg — de)at + a(ap)® + Vagad + o}
2 3
= —a (ala} — (2)),

¢o je projektivne ekvivalentné z2xe — 3.

Zatial sme dokazali, ze pre p € S ma S NT,S hrot, ak H(p) = 0.
Ostéva teda ukézat, ze S N V(H;) # 0. Kedze f je kubicky polyném,

tak V(Hy) je z definicie hessianu rovina. Potom z lemmatu mame

SNV(Hy) # 0.

O

Kazda priamka je jednoznacne urcéenda dvoma bodmi, ktorymi prechadza. To
nas vedie k zavedeniu nasledujiceho pojmu, ktory nam pomdze urcit, ¢i dana
priamka lezi na nadploche urcenej zadanym polynémom.

Definicia 3.4. Nech g € K|xy,...,x,]. Potom polarnou formou prislusnou po-
lynomu g rozumieme

91(5507 sy T Yty .- 7yn) i ;aimzy’b

O geometrickom vyzname polarnej formy polynému pojednava nasledujice
lemma.
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Lemma 3.5. Nech p,q € P, p # q. Potom priamka prechddzajica bodmi p a q
(0znacme jupq) lezi v S prave vtedy, ked f(p) = fi(p;q) = fila;p) = f(q) = 0.

Dokaz. 7 definicie dotyc¢nicového priestoru plynie, ze

T,S = V(Zgj )

teda
pq C 1,8 < fi(p;q) = 0.

Kazdy homogénny kubicky polyném g € K|[xy,...,z3] ma tvar

3 0
g(xo, ..., x3) = Z Z Z QT T § T,
i=0 j=0 k=0
kde Vi,j,k € {0,...,3},i > j > k : a;;; € K, a aspon jeden z tychto koeficientov
je nenulovy. Nech A\, Ay € K a fixujme p = (po : +-+ : p3),q¢ = (qo : -+ : q3)
ako konkrétne reprezentacie tychto tried ekvivalencie, teda dalej uvazujeme, ze
p= (o, 03),q=(qo,...,q3) € A"\{(0,0)}. Potom

3 i g
J(Mp + Aq) = Z Z Z aije(Mpi + A2qi) (Apj + Xaq;) (Mipk + Aaqr)

=0 j=0 k=0
3 7 7
=3 ai(Nipipipr + A Aopipiae + N Aapiq;pr
=0 j=0 k=0
+ MASDIG Gk + ANTA2Gipipr + MNP Qk + MASGT D

+ Ag%%qk)

3 i J
=N () + A5 f (@) + AN DS an(pipjar + pig;pr
i=0 j=0 k=0
3 I3 7
+ qipipr) + MAS DD D aik(pigiar + apias + ;)
i=0 j=0 k=0

=N f(p) + N3 f(q) + M Afi(p; @) + MASfi(g: p).-

Kedze sme p a ¢ fixovali, tak sa na f(A;p+ Aaq) mdzeme pozerat ako na polyném
z K[A1, \2]. Potom

pgC S & f(Aip+Aq) =0
pre kazdé A\, Ay € K. Pretoze je K algebraicky uzavreté, tak je nekoncéné, teda
F(A1p+ Aaq) = 0 pre kazdé A\j, \y € K prave vtedy, ked f je na K[\, o] nulovy
polyném, to jest ma vsetky koeficienty f(p), f(q), f1(p; q), fi(q; p) rovné nule. To
znamena, ze

piC S < f(p)=fi(pia) = filaip) = f(q) = 0.
OJ
7 lemmatu dostavame, Ze na urcenie toho, ¢i priamka lezi na nadploche
budeme potrebovat vediet, ¢i kolekcia viacerych polynémov ma spolo¢ny koren.

Tomu sa venuje nasledujici pojem.
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Definicia 3.6. Majme homogénne polynomy r,s € Klxg, x1] stupria 2, respektive
3, to jest

2 2
r(zo, x1) = apry + a1x0x1 + a9y,

s(z0, 1) = bowp + biwizy + bamoxs + b3’

Potom rezultant polynomov r a s definujeme ako

ap ay as
o a1 a2
R(r,s) := det apg ap as |,
bo b1 by b3
bo b1 by b3

kde sme pre prehladnost vynechali nuly.
Nasledujice lemma hovori o ddlezitosti rezultantu.

Lemma 3.7. Nechr,s € K[xg, 1] su homogénne polynémy stupria 2 a 3. Potom
tieto polyndmy maji spolocnyj koreri v P prdve vtedy, ked R(r,s) = 0.

Doékaz. Uvazujme vektorovy priestor V nad telesom K homogénnych polynémov
v premennych xy a x; stupna 4. Potom dim V' = 5 a kanonickou bazou V' je

4 .3 2.2 3 4
{g, Tyz1, THXT, ToXY, X7}
Z toho plynie, Ze riadky matice urcujicej rezultant z definicie st koeficienty
polynémov
TET, TOT1T, TIT, ToS, T1S (3.2)

v tomto poradi. Teda R(r,s) = 0 prave vtedy, ked polynémy (3.2)) st linearne
zavislé, ¢o vieme zapisat ako
gr = hs,

kde g, h € K|z, 21| si homogénne polynémy stupna 2, respektive 1 v tomto po-
radi. Potom z lemmatu sa g,7,h,s € K[zg, z1] rozkladaji na si¢in linedrnych
¢lenov. Z jednoznacnosti rozkladu a porovnania stupnov tychto polynémov musia
byt r a s studelitelné. Z toho plynie, ze r a s maju rovnaky aspon jeden koren v
PL.

Naopak, nech r a s maji nejaky spolo¢ny koren, oznac¢me ho p;. Potom je
p1 korenom aj vsetkych polynémov . Kedze K je algebraicky uzavreté a
vetky polynémy st homogénne stupna 4 z K[z, x|, tak z lemmatu
plynie, ze kazdy polyném (3.2) mé prave 4 korene vratane nasobnosti. Potom
kazdy polyném (3.2]) vieme zapisat v tvare [- ¢, kde [, ¢ € K[z, x1] s homogénne
polynémy linedrny a kubicky v tomto poradi s tym, ze p; je korenom [. Teda
polynémy vieme zapisat ako

lcl7 lc?a ng, lC4, ZC5,

kde [ je ako vysSie a ¢q,...,c5 su ako ¢ vyssie.
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Ukazeme, Ze cq,...,c5 su linedrne zavislé. Vektorovy priestor nad telesom K
homogénnych polynémov v premennych xj a z; stupna 3 ma dimenziu 4 vzhladom
k tomu, ze jeho kanonickou béazou je

{23 2211, woa?, 23},
Z toho plynie, Ze akakolvek pética kubickych homogénnych polynémov z K [xg, 1]
je linedrne zavisld. Kedze c1, ..., c5 st kubické homogénne polynémy z K|xg, 1],
tak si linedrne zavislé. Potom ale plati, Zze aj polynémy lcq, ..., lcs st linedrne
zavislé, teda polynéomy su linearne zavislé. To znamena, ze riadky rezultantu
polynémov r a s si linedrne zavislé, teda R(r,s) = 0.
OJ

Teraz uz mame vsetky nastroje na dokazanie hlavnej vety tejto podkapitoly.

Veta 3.8. Na nadploche S existuje aspon jedna priamka.

Dokaz. Ako sme uviedli na zaciatku tejto sekcie, venujeme sa akurat pripadu ked
S NT,S je ireducibilnd krivka pre kazdé p € S. To je z dovodu, Ze v opacnom
pripade je tvrdenie dokézané. Dalej z lemmatu vieme, ze existuje p € S také,
ze S NT,S mé hrot, teda az na vhodnt zmenu siradnic jep = (0: 0:1:0) a
T,S = V(x3), a po dalsej vhodnej zmene suradnic je SNT,S = V(z3ze — 23, 13).
Teda polyném f je na S tvaru

2 3
[ = a5z — ] + 239,

kde g € K|[xo,...,x3] je kvadraticky homogénny polyném.

Kedze S je nesinguldrna nadplocha a Vf(p) = (0,0,0,g(p))", tak g(p) # 0,
teda po vhodnej zmene premennych, ktora nezmeni rovnice urcujice S N7T,S ani
p mozeme predpokladat, ze g(p) = 1.

Uvazujme body p, a ¢, kde p, je tvaru (1: a:a®:0) pre a € K a ¢ je tvaru
(0 : 21 : 29 : z3). Potom p, je bodom S NT,S pre kazdé a € K a ¢ € V(x).
Ukéazeme, Ze P, q lezi na nadploche S. Kedze f(p,) = 0 pre kazdé «, tak z lemmatu
mame, Ze

Pad © S & fi(Pa; @) = fi(g;pa) = f(q) = 0.
Z definicie 3.4 mame

fil@o, ..., 23,90, - -, Y3) = 2%0T2Yo — 3TTY1 + 2oy + y39(To, - - -, T3)
+ l’ggl(l'o, < X350, - - - 7y3)7

kde g; je polarna forma polynému g. Potom
fl(pa; Q) = _3a221 + 22 + ng(la «, agao)a

fl(Q;pOc) = _SOCZ% + 2391(17 «, O;)a Oa 07 21, %2, 23),
f(q) = =27 + 239(0, 21, 22, 23).

Oznacme fi(pa:q), [1(¢;pa): f(q) € Kla][z1, 22, 23] ako Aa, Ba, Cy v tomto poradi,
to jest Ag, By, C, st homogénne polynémy v premennych zq, 25, z3 stupna 1, 2,
3, a koeficientmi zavislymi na «. Teda

Pag S A, =B,=C,=0.
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Teraz zistime, ¢i A,, By, C, maju spolocny koren lemmatom kde budeme
pocitat rezultant

R(a) := R(Ba(21, Aa(21,23), 23); Cal21, Aa(21, 23), 23)).
Vyrazom fla(zl, 2z3) rozumieme vyjadrenie zo z A, = 0, to jest
29 = Aa(zl, 23) = 30’z — z39(1, a, 0*)0).

Pocitat R(a) ma zmysel, pretoze z lemmatu plynie, zZe

R(a) =0 < Ba(z1, Aa(21, 23), 23), Ca(21, Aa(21, 23), 23) = 0 pre nejaky bod
& A, = B, = C, = 0 pre nejaky bod (2§ : 25 : 2§) € P2.

Dalej si uvedomme, Ze na dokazanie tvrdenia staci dokazat, Ze pre nejaké ay € K
je R(ap) = 0. To je z dovodu, ze pre kazdy korenl oy rezultantu R(«) plati, ze
Paoq lezi na S, kde g = (0 : 27° : 25° @ 25°). Kedze pozadujeme, aby R(ag) = 0
pre nejaké ap, tak ndm dokonca staci, ked R(«) nebude konstanta.

Pred samotnym vypoctom R(«) este zjednodusime zapis B, a C,. Kedze
g(p) = ¢(0,0,1,0) =1 a g je kvadraticky polyném, tak

a® = g(1,a, 0, 0) = a® 4 séitance s niz§mi mocninami «.

7 toho plynie
29 = 302, — ZgCL(6),
¢o po dosadeni do B, a (', dava
B, = =302 + z391(1, , &®,0; 0, 21, 36% 2 — 230, 23),
Cy = —2 + 239(0, 21, 3%z, — 2309 23).

KedZe g1(1,a,a?,0;0, 21, 29, z3) je linedrny a g(0, 21, 29, 23) kvadraticky polyném
v premennych zq, 29, 23, tak dostavame

B(l = boZ% + blzlz:; —+ bgzg,

3 2 2 3
Co = o2y + 12723 + caz125 + 323,

kde
bg = —3@,
b = g1(1, 0,0 0;0,1,302,0) = 6a° + .. .,
by = g1(1,,0%0;0,0,—a® 1) = =20 + ...,
Co = —].,
c1 = ¢(0,1,30%,0) =9* + ...,
C2 = 91(07 17 30(2, O; 07 07 _a(ﬁ), 1) = —6068 + ...,
C3 = 9(0707 _a(6)7 1) = 0512 + ...,
kde ... “ znad¢i s¢itance s nizsSimi mocninami «.

.

Pracovat iba so sc¢itancami s najvyssou mocninou « je postacujuce, pretoze
potrebujeme ukazat, ze R(«) nie je konstantny rezultant. Teda ak ukdzeme, ze
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koeficient pri najvyssej mocnine « v rezultante R(«) nie je nulovy, tak bude tvr-
denie dokdzané. S¢itanec s najvyssou mocninou « rezultantu R(«) je uréeny prave
determinantom, ktory vznikne z rezultantu R(«) tak, ze za prvky b;, respektive
c; dosadime ich scitance s najvyssou mocninou « za predpokladu nenulovosti
takto vzniknutého determinantu. Teda s¢itanec s najvyssou mocninou « rezul-
tantu R(«a) je

—3a 6a® —2a° 3 2

—3a 6a® —2a° 3 3 1 —2at §a8

det —3a 6a® —22° | = —3°a” det 1 —2a* 208
-1 9a* —6a® «l? 7ot 16,8 12
—1 9a* —6a8 «l? 3 16

o §a8 ol2

2
= —33720411 det 26,4 11,8 3

1 —2a4 %ag

= —223113%a1 det seat —2a8
1 —1(13044

4

= 21311314102 det (1 ‘1?3‘1)

— o7,
kde sme rovnako ako v definicii pre prehladnost vynechali nuly. V prvej rov-
nosti sme prvé tri riadky vydelili prvkom —3a a tym padom cely determinant
vynasobili trikrat prvkom —3a. Nasledne sme k stvrtému riadku pripocitali prvy
riadok a k piatemu riadku pripocitali druhy riadok. V druhej rovnosti sme pouzili
rozvoj podla prvého stipca. Potom sme treti a Stvrty riadok vydelili prvkom 7o,
a tym padom cely determinant vyndsobili dvakrat prvkom 7a®*. Nakoniec sme
od tretieho riadku odpocitali prvy a od stvrtého druhy. V tretej rovnosti sme
postupovali analogicky ako vyssie, to jest najprv sme pouzili rozvoj podla prvého
stlpca a ndsledne sme druhy a treti riadok vydelili prvkom %a“, a tym padom

cely determinant vynasobili dvakrat prvkom %0/‘. Potom sme od druhého riadku

odpocitali prvy. Vo stvrtej rovnosti sme opat zacali rozvojom podla prvého stipea
a nasledne sme prvy riadok vydelili prvkom ‘2%044, takze sme cely determinant vy-
nasobili prvkom ;%o/l. Potom sme od druhého riadku odpocitali prvy. V piatej
rovnosti sme uz mohli vyuzit to, Ze sa jedna o determinant hornej trojuholnikovej
matice, teda determinant je rovny stic¢inu prvkov na hlavnej diagonéle.

Zistili sme, ze R(«) nie je konstantny, takze existuji body p, a ¢ pozadova-
ného tvaru také, ze priamka spojujica body p, a ¢ lezi na nadploche S.

O

3.3 Pocet priamok prechadzajicich bodom nad-
plochy S
Kedze uz vieme, ze na nadploche S existuje priamka, zacneme konstrukciu

vsetkych priamok na S. Najprv zistime, kolko najviac priamok moze obsahovat
dany bod nadplochy S.
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Lemma 3.9. Nech p je bodom S. Potom pocet priamok, ktoré lezia na S a ob-
sahuju bod p je nanajvys 3. Okrem toho, dotycnicovy priestor kS v p je rovina
obsahujica vsetky takéto priamky.

Dokaz. Nech [ je priamka, [ € S. Potom | = T)l:
Vhodnou zmenou stradnic prevedieme [ na V(xs, x3). Potom Z(V(xs,x3)) =

(x9,23) a

Tl= ) V(i gi(p)-xi>

g€(z2,3) i=0
3 ag
- N v(Zoters)
g€{z2,23} i=0 Oz;
3
= () V()
i=2
ZV($2,$3)

:l,

kde v prvej rovnosti sme pouzili definiciu a v druhej rovnosti sme pouzili

lemma [2.15]
Dalej, kedze | C S, tak Z(I) D Z(S). TaktieZ vieme, ze S = V(f) a analogic-
kym postupom ako vyssie dostavame, ze Z(S) = (f). Teda

= N V(L ptwa) e N (S oo )=y (3 Lo a)

g€Z(l) ge{f}
= 1T,8,

kde sme pri relacii podmnoziny pouzili lemma [2.15!

Z predpisu 7,5 podla definicie plynie, Ze sa jedna o rovinu, pretoze T,S
je vyrezana jedinym homogénnym linearnym polynémom. Tento polyném je roz-
hodne nenulovy, pretoze S je nesingularna, teda aspon jedna parcialna derivacia
v bode p je nenulova.

Dokazali sme, ze kazda priamka [ obsiahnuta v S a prechadzajica bodom p
je taktiez obsiahnuta v 7,S. Z toho a z lemmatu plynie, ze takéto priamky s
nanajvys 3.

O

3.4 Pocet priamok pretinajiucich dani priamku
na nadploche S

V tejto podkapitole zacneme s konstrukciou priamok na nadploche S. Nasim
ciefom bude dokazaf, ze lubovolni priamku na nadploche S pretina prave 10

priamok a ukazat vzajomné vztahy medzi tymito priamkami, to jest ktoré lezia
v jednej rovine a ktoré sa nepretinaji. V tom ndm pomoze nasledujiice lemma.
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Lemma 3.10. Nech f € Klxo,x1, 22| je kvadraticky homogénny polyném. Za-
pisme f ako

f(zo, 21, 72) = Axj + Bwoxy + Cxt + Dxowy + Exyxg + Fa3.
Potom V(f) C P? je nesinguldrna prdve vtedy, ked
A :=4ACF + BDE — AE? — B’F — CD? (3.3)
je nenulovy.

Dékaz. Uvazujme maticu M € M3(K) taku, ze

A BJ2 D/2
M=|B/2 C E/2
D/2 E/2 F

Potom Vx' = (zg, 71, 72) € A3, : f(x) = x" Mx. Z definicie plynie, ze V(f)
je singuldrna prave vtedy, ked 3x" = (% : 7, : 3y) € P?:

@)\ (0

0

)
Bas (

—~
b
SN—
I
(@]

) 0

b

to jest ked
AZo+ B/2%, + D27 0

Teda V(f) je singularna prave vtedy, ked je singuldrna matica M. Singularitu
matice M vyrieSime prostrednictvom jej determinantu

BDE (CD* AE?* B?*F

det M = ACF + 1 1 1 1

=0 & A=4detM =0.

Dokazali sme, ze V(f) je nesingularna prave vtedy, ked A # 0.
0

Veta 3.11. Nech | C S je priamka. Potom existuje prave 10 réznych priamok na
S pretinajicich l. MéZeme ich oznacit ako ;)1 prei =1,...,5, tak, aby pre tieto
priamky naviac platilo:

1. Yie{l,...,5} : 1,1; all lezia v nejakej rovine P;,
2.Vie{l,....5}Vjed{l,....50\{i} : (LUL)N({;Ull)=0.
Dékaz. Nech P C IP3 je rovina a [ C P. Potom z lemmatu obsahuje PN S
okrem priamky [ este kuzelosecku alebo dve rozne priamky. Na dokazanie bodu
1 teda potrebujeme dokéazat, ze existuje prave pat takych rovin P, ze PN.S bude

obsahovat tri rozne priamky vratane [, to jest PN S =[Ugq, kde ¢ je reducibilna
kuzelosecka.
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Bod 2 bude nasledne plynit z lemmatu a zvysku tejto vety nasledovne.
Nech pre spor (I; Ul;)N(loUly) # 0 abod p € (lUl])N(loULL). Potom bod p lezi
aspon na jednej z priamok [y a l}. Bez ujmy na obecnosti nech p € ;. Analogicky
pre Iy a Iy, nech p € lp. Potom I3 Ny # () a z Casti tejto vety, ktord je dokdzand
nizsie, [ aj ly pretinaju priamku [. Tvrdime, Ze [,l; a Iy lezia v jednej rovine.
Ozna¢me ako P rovinu, v ktorej lezia priamky Iy a lp. Nech | € P, pretoze v
opac¢nom pripade sme skon¢ili. Potom [ moéze pretntat P v jedinom bode. Kedze
p € [1Nly a ly aj I pretinaja [, tak mozu nastat 2 moznosti. Bud sa kazda dvojica
priamok z [, [,y pretne v inom bode, teda p; € INI; pre ¢ € {1,2}, kde p,p; a
p2 su 3 navzajom rozne body. V tomto pripade p; € P a py € P a l je priamka
spajajuca body p; a ps, teda [ lezi v rovine P. To je ale v spore s predpokladom,
ze | nelezi v rovine P. Z toho dostavame, ze [ lezi v P. Druhou moznostou je, ze
sa vsetky 3 priamky [, [; a [y pretinaju v jedinom bode. To znamena, ze [ pretina
P v bode p, teda p € [ Nl Nly. Potom z lemmatu vieme, ze rovina 7,5
obsahuje priamky [, a ly. Teda priamky [, [ a [ lezia v jednej rovine. Zaroven
z bodu 1 tejto vety vieme, ze priamka [} lezi v jednej rovine s priamkami [ a ;.
Z toho plynie, ze priamka [} lezi v jednej rovine s priamkami [, [; a I, pricom z
Casti tejto vety, ktord je dokdzand nizsie, [} je rézna od priamok [,1; a lo. Teda
rovina 7,5 obsahuje aspon 4 rozne priamky, ¢o je spor s lemmatom 7 toho
dostavame platnost bodu 2 tejto vety.

Pouzitim vhodnej zmeny suradnic moézeme predpokladat, ze | = V(xq, x3).
Kedze [ C S, tak

f= Aa:g + Bxozy + C2? 4+ Dxy + Exy + F, (3.4)
kde A, ..., F € KJxy, x3] st homogénne polynémy, A, B,C' linedrne, D, F kvad-

ratické a F' kubicky.
Lubovolnu rovinu obsahujicu priamku [ vieme zapisat ako

P/\17>\2 = V()\ll'g — )\QZEQ),

kde (A1 : A2) € P!, teda nés zaujima, pre ktoré hodnoty (A; : A) obsahuje
S N Py, a, tri priamky.

Kedze kazdy bod roviny Py, », je tvaru (zg : z1 : KAy : kX2), kde k € K, tak
body na Py, , modzeme uvazovat v homogénnych siradniciach (zo : 1 : k). V
tychto siradniciach je potom I [p, , =V(k) a [ [p, ,,= kg(xo, 71, k), kde

g(l'o, Xy, l{) = A(/\l, )\g)xg + B()\l, )\2)1‘0231 + O()\l, )\2)&7%
+ D(/\l, /\2)[L’0]€ + E()\l, )\Q)Ilk + F()\l, )\2)]{?2.

Pouzili sme tu vlastnost homogénnych polynémov
filcxo, ..., cxn) = cfi(zo, ..., o),

kde c € K, (zg: -+ : x,) € Pl st(f1) = d, na A, ..., F. Pretoze pracujeme na
Py, x,, tak A, ..., F z predpisu (3.4]) vieme upravit nasledujicim spésobom

A(.Z'Q,l'g) = A(k)\l,k)\g) = k’A()\l,)\Q),

B(IEQ,Ig) = B(k’)\l,]{])\z) = kB()\l,)\Q),

C(ZL’Q, Ig) = C(kj)\l, k?)\g) = kC()\l, >\2) (3 5)
D([L’Q,CC?,) = D(k’)\l,k’)\g) = ()\1,)\2), '
E($2,{L'3) = E(k’)\l,k’)\g) = ()\1, 2),

F(.TQ, 1'3) = F(k)\l, k)\g) = k’3F()\1, )\2)



Nakoniec sme vytkli k, z coho dostdvame vyjadrenie f na Py, »,.
KedZe g(wo,z1,k) je kvadraticky homogénny polyném, tak z lemmatu [3.10]
plynie, ze g je singularny polyném prave vtedy, ked

A(M, As) = 4ACF + BDE — AE® — B*F — CD? = 0.

Kedze A, B,C st linearne, D, E kvadratické a F' kubicky homogénny polynom,
tak A(A1, A2) € K[A1, A2] je homogénny kvinticky polyném. Potrebujeme teda
dokazat, ze existuje prave pat réznych koreniov A(A;, A2). To, Ze existuje pat
korenov vratane nasobnosti vieme z lemmatu [2.8, pretoze predpokladame alge-
braickt uzavretost K.

Po vhodnej zmene siradnic Aj, Ay moézeme predpokladat, ze (A1 : Ay) = (0: 1)
je korenn A(Aq, Ay). Tto zmenu suradnic mozeme spravit, pretoze akurdt Aq, A
nahradime ich linedrnymi kombinaciami, a kedze A, Ay korespondujui s, xﬂ, tak
aj v ich pripade déjde k ich nahradeniu zodpovedajicimi linedArnymi kombina-
ciami, z ¢oho plynie, ze rovnost | = V(xs,x3) sa zachova. Teda A\j|A(Af, Ao).
Ukdzeme, ze A7 + A(A1, Ag). KedZe A(Af, A\2) mé koreii, tak g je singuldrna. Zo
singularity g, toho Ze na S N Fy; lezi priamka [ a z lemmatu mame, ze na
S N Py, lezia tri rozne priamky. Tieto priamky sa moézu na S N Fy; pretnat v
jedinom bode, alebo kazdd dvojica z nich v inom bode, ¢o vieme z vety [2.10, bod
1. Kedze Pyy = V(—x2) = V(z2), tak priamky na S N Fy;, po vhodnej zmene
sturadnic v rovine Fp E|, v pripade pretnutia v jedinom bode st

[ me: V(ﬂﬂs), l me: V(l’o), ll1 me: V(ifo - 5153),

a v pripade, Ze sa kazda dvojica pretne v inom bode st

[ rPO,lz V($3)7 12 rPO,IZ V(SL’Q), ll2 rPO,IZ V(xl)

Skutocne, pretoze v prvom pripade [N NI = (0:1:0:0) a v druhom pripade
INlb=(0:1:0:0),INlL=(1:0:0:0)alnl,=(0:0:0:1).
Postupne rozoberieme oba pripady:

1. Nech l rP0,1: V(J};g), Iy rPO,lz V(x0)7 lll rPO,II V(Q?o - 'T3)' Potom
[ = xox3(wo — 23) + T2h1,

kde hy € K|xo,...,x3] je kvadraticky homogénny polyném. Z porovnania
tohto zapisu f so zapisom ((3.4))

wgws — x5+ o (0, . ., w3) = A, x3)x5+ B(a, w3)wor1 +C (9, 73) 7]
+ D(l’g, ZL’3)I‘0 + E(ZEQ, Ig)l’l + F(I‘Q, ZL’3>,

dostavame, ze A = x3+kizy, D = —x2+x9hy1, kde ky € K, hyy € K|xg, 73]
homogénny linedrny polyném a xo deli B,C,E,F. Z toho plynie, Ze \?
deli v A(Aq, A2) vSetky séitance okrem —C'(Aq, A2)D?(A1, A2), o ktorom to
zatial nevieme. Pouzivame tu jednoduché pozorovanie plynice z , ze
To| Az, 23) & M| A(A1, A2), a analogicky pri B,..., F a Ay s x3. Teda po-
trebujeme zistit, ¢i A2| — C'(\, \o) D?*(\1, Xo). KedZe x5 1 D(z2, x3), pretoze

17 tvaru bodov roviny Py, », vidime, Ze (zo : @1 : 2 : x3) = (w0 : 1 : kA1 1 kAg).
2Teda urobime vhodnt zmenu stradnic zg, 21, z3.
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D(z4,x3) obsahuje s¢itanec —z3, tak A\;  D(A1, Ag). Treba teda vySetrit, ci
X2|C(A1, A2). Z toho, Ze A\1|C(A1, A2) a C je linedrny homogénny polyném
plynie, ze C'(A,\2) = cAy, kde ¢ € K a jediny sposob ako moze \? delit
C(A1, A2) je, ked ¢ = 0. Z nesingularity S vieme, Ze je S nesinguldarna aj v
bode (0:1:0:0) € S, teda

V£(0,1,0,0) =

z ¢oho plynie, ze

af oC oF oF
0# 87@(():1,070) = 8752(0’0) + %(070) + 87@(070)
oC
= 87@(0’0)

:C7

kde sme v zavere implikacie vyuzili zapis f vo forme ato, ze FalF
st homogénne stupna vyssieho ako jeden, teda ich parcidlne derivacie su
homogénne stupna aspon jeden, takze sa po dosadeni bodu (0,0) vynuluju.
Teda ¢ # 0, z ¢oho plynie, ze A2 ¥ C'(\,\2) a ndsledne dostdvame, Ze
A2t A (A, A2), to jest A(Aq, Ao) ma prave pit roznych korefiov a g(xg, 21, k)
je singularny polyném.

V bode 2 postupujeme analogicky:.

. Nech [ rP0,1: V(ZL’3), l2 rP0,1: V(ZE()), lé rP0,1: V(xl) Potom
[=zox123 + 22ho,

kde hy € K|xo,...,x3] je kvadraticky homogénny polyném. Z porovnania
tohto zapisu f so zapisom (3.4))

xor1T3 + oho(zo, .. ., x3) = A(za, :cg)xg + B(xo, x3)x071 + C(22, .Z'g)l'%
—f- D(l’g, ZL‘3)1’0 —f- E(ZL‘Q, [Eg)l’l + F(l’g, 1'3),

dostavame, ze B = x3 + koxo, kde ky € K a x5 deli A,C, D, E, F. Z toho
plynie, Ze A? deli v A (A, \o) vSetky s¢itance okrem —B2(A1, A\2) F(A1, A2), 0
ktorom to zatial nevieme. Rovnako ako v bode 1 tu pouzivame pozorovanie
plynice z (3.5), Ze a|A(za, 23) < Ai|A(M, \2), a analogicky pri B, ..., F
a Ay s x3. Teda potrebujeme zistit, ¢i A} — B%(A1, Ao)F(A1, Ao). KedZe
x9 1 B(wa,x3), pretoze B(xy,x3) obsahuje séitanec s, tak A\; 1 B(Aq, A2).
Treba teda vySetrit, ¢i A}|F(A1, A2). Z toho, Ze A{|F (A1, X2) a F' je kubicky
homogénny polyném plynie, ze F(A1, A2) = aoA? + a1 Ai Ay + aa A3, kde
ag, a1, a2 € K. Z nesingularity S vieme, ze je S nesingularna aj v bode
(0:0:0:1) €S, teda

0
0

he(0,00.1) | 7 %
0

VvV £(0,0,0,1) =
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z ¢oho plynie, ze

of oF
0#—-—(0,0,0,1) =—(0,1) =
#81‘2(”’) 81‘2(7) a2,
kde sme v zavere implikacie vyuzili zapis f vo forme (3.4). Teda ay # 0,
z Coho plynie, Ze A2 1 F(\, \2) a nasledne dostavame, 7Ze A2 ¥ A(A, Aa),
to jest A(A1, A2) mé prave pat roznych korenov a g(xg,z1, k) je singularny
polynoéom.

Tym sme tvrdenie dokéazali v oboch pripadoch.
O

Teraz zo zatial dokdzanych tvrdeni ukazeme, Ze na nadploche S existuje 17
roznych priamok a to tak, ze vetu aplikujeme na 2 rézne priamky.

Z vety 3.11], bod 2, plynie, Ze na S existuje dvojica priamok [ a m takd, ze
INnm=0pl

Nech I,m C S st pevne zvolené priamky ako vyssie, teda [ N'm = (). Potom
z vety vieme, ze jediné priamky leziace na S, ktoré pretnd [ si priamky
Y 3 R

Dalej vieme, ze m nelezi v ziadnej z rovin P, ..., P; z tejto vety. Pre spor
predpokladajme, ze m lezi v rovine P; pre nejaké i € {1,...,5}. Potom z vety
, bod 1, vieme, ze [,1;,l; € P,NS. Z lemmatu , bod 3, to ale znamena,
ze m € {l,1;,I}. Tym ale dostdvame spor, pretoze z vety mame, ze [, 1;, [}
pretnt [ a my sme volili [ a m také, Ze [Nm = (). Tym sme dokézali, Ze m nelezi
na ziadnej z rovin Py,..., Ps. Z vety [2.10, bod 2, teda dostdvame, Ze m pretne
kazdu z rovin P, ..., Ps v prave jednom bode.

Teraz ukdzeme, ktoré priamky z Iy, ..., 15,11, ..., I} pretne m. Z vety [3.11] bod
1, v kombinécii s lemmatom bod 3, pre kazdé i € {1,...,5} dostavame, ze
SNP =1Ul;Ul. 7Z tohto vztahu a toho, ze m lezi na S dostavame, ze pre
kazdé i € {1,...,5} plati, Ze m pretne [; alebo I}, pretoZe m sme volili tak, Ze
nepretne [. Dalej vieme, Ze pre kazdé i € {1,...,5} plati, ze m nepretne obe I; a
Il. Pre spor predpokladajme, ze m pretne obe [; aj I} pre nejaké i € {1,...,5}. To
znamena, ze bud m pretne [; a [ v 2 rdznych bodoch, alebo existuje bod p € S
taky, ze sa v p pretnt l;, [, a m. Ak m pretne [; a [} v 2 réznych bodoch, tak m lezi
v rovine P;, pretoze l;, I € P; a l; # I.. To je ale spor, pretoze sme v predoslom
odstavci dokazali, ze m nelezi v rovine P;. V pripade, Ze existuje bod p taky, ze
p € mNIl; NI, zas dostavame spor s lemmatom , pretoze dostavame, ze p
je bodom, v ktorom sa pretinaji 3 priamky neleziace v jednej rovine, ale podla
lemmatu 3.9 maji vSetky tieto 3 priamky lezat v dotycnicovej rovine 7,S. Teda
dostévame, Ze pre kazdé i € {1,...,5} existuje prave jedna priamka z mnoZiny
{l;,l\} taka, ze pretne m. Bez ujmy na vseobecnosti mozeme predpokladat, ze pre
kazdé i € {1,...,5} to bude priamka [;, ktort m pretne. To si mézeme dovolit,
pretoze v pripade, ze by m pretla [} a nie [;, tak ich akurat formalne preznacime.

Z toho plynie, Ze pri pouziti vety 3.11] na priamku m dostdvame 10 priamok
leziacich na S a pretinajicich m, pricom sa to li,...,l5 a nejakych dalsich 5
priamok, ktoré oznacime [7,...,[l7. Teda z vety plynie, Ze pre priamku m a
Vi e {1,...,5} plati:

3Stadi volit [ =1y a m = ls.
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1. m,l; a I lezia v nejakej rovine @,
2. Vje{l,....,50\{i}: (LU)n(;uly)=0.

Momentalne by néas zaujimalo ¢i pri novooznacenych priamkach nenastala
situacia, ze sme zaviedli nové oznacenie pre nejaki priamku, ktortd uz mame,
teda ¢i pre nejaké i,j € {1,...,5} plati, ze I = [’. Tvrdime, Ze tato situdcia
nenastala. Pre spor uvazujme, ze [ = [; pre nejaké i,j € {1....,5}. Najprv
uvazujeme, Ze i # j. Potom vieme, Ze [; a I nelezia v jednej rovine, pretoze z
vety , bod 2, méme, Ze [; N1} = 0 a z vety @, bod 1, mame, ze ak by
lezali v jednej rovine, tak by sa pretli prave v jednom bode. Kedze [; a [/ lezia v
tej istej rovine @, tak z toho dostdvame, Ze [j' a [ nelezia obe v jednej rovine,
teda I N1 = 0, cize l] # I’, ¢im dostdvame spor s tym, Ze lj = I’ pre nejaké
i,j € {l,...,5}, i # j. Teraz uvazujme, ze i = j. Vieme, ze [; a [ pretinaji m,
a ze l; nepretina m. Kedze uvazujeme, ze [ = [}, tak dostdvame spor s tym, ze
I nepretina m. Teda [ # [; pre kazdé i € {1,...,5}. Tymto sme dokazali, ze
skutocne st vietky priamky [ a [; navzdjom rozne pre i,j € {1,...,5}.

Takto dostavame 17 réznych priamok na nadploche S. Mnozinu tvorenu ty-
mito prvkami si na dalSiu pracu oznacime ako A, teda:

A={lm by, s

3.5 Priamky urcené prienikom s [;, [;, [}

Ozna¢me mnozinu vsetkych priamok na S, ktoré nie sit v mnozine A ako B.
V tejto podkapitole dokazeme, ze v mnozine B st vSetky priamky definované
trojicou po dvoch roéznych priamok [;,[;, I, kde i.5.k € {1,...,5}, teda mno-
zina B obsahuje 10 priamok. Najprv ale vybudujeme aparat na dokézanie takého
tvrdenia.

Lemma 3.12. Nech @) je kvadratickd nadplocha v P3 wrcend kvadratickym ho-
mogénnym polynémom g € Klxq,...,xs] a | priamka v P3. Potom | pretne Q.
Naviac | C Q prdve vtedy, ked | N Q obsahuje asporn 3 body v P3.

Dokaz. Pouzitim vhodnej zmeny siradnic mozeme predpokladaft, ze [ = V(xo, x3).
Potom
g li= ax} + broz, + crl,

kde a,b,c € K. Ak je g |; nulovy polyném, tak kazdy bod (xo : z1) € P* je
korenom g [;. Ak je g [; homogénny polyném stupiia 2, tak z lemmatu vieme,
Ze ¢ |; mé& prave 2 korene vratane ndsobnost{ v P'. Teda v oboch pripadoch
existuje bod (zg : z1 : 0: 0) € P3 taky, Ze je koretiom X aj polynémov definujtcich
priamku l teda [ a Q maju spolocny koren, cize sa [ a () pretnu.

Nech [ € Q. Potom [INQ =1 = V(xg,azg) = {(z0: 21:0:0) € P*}, teda INnQ
obsahuje aspoii 3 body. Na druht stranu, nech [ ¢ Q. Potom g [; je homogénny
polyném stupna 2 a z predoslého odstavca vieme, Zze potom [N () obsahuje na-
najvys 2 rozne body.

O
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Lemma 3.13. Nech il, lAg, [y st po dvoch disjunktné priamky vIP2. Potom existuje
nesinguldrna kvadratickd nadplocha Q@ P3 takd, Ze obsahuje vietky tri priamky
lla l2a l3'

Dékaz. Kazda kvadratickd nadplocha v P? je definovanéd kvadratickym polyno-
mom g € K|xg,...,xs] tvaru

g(xg, ..., x3) = Ax% + Bxozy + C2929 + Dxows + Ex? + Frizs + Gryxs
+ Hal + Ivyws + Joi,

kde A,...,J € K. Z lemmata vieme, ze priamka lezi na kvadratickej nad-
ploche prave vtedy, ked tato nadplocha obsahuje aspon tri body priamky. Kedze
st l], l}, Zg po dvoch disjunktné, tak z toho dostdvame devéf linearnych rovnic,
kde st neznamymi A, ..., J. To jest zistujeme, ¢i ma devaf linedrnych rovnic o de-
siatich neznamych netrividlne riesenie. Evidentne ano, teda existuje kvadraticka
nadplocha () obsahujica vsetky tri priamky Zl, Iy, I5.

Teraz ukazeme, ze nadplocha () je nesingularna.

1. Ak by bola nadplocha @ zjednotenim dvoch rovin alebo jednou rovinou
(jednou rovinou by bola nadplocha @ préave vtedy, ked by ¢ bol druhou
mocninou linedrneho polynému), tak v aspon jednej z tychto rovin by sa
nachadzali aspon dve priamky. Potom z vety bod 1 by mali tieto dve
priamky neprazdny prienik, ¢o je spor s predpokladom, Ze si priamky po
dvoch disjunktné.

2. Na druhy pripad budeme potrebovat reprezentovat g pomocou matice. Uva-
zujme maticu M € My (K) takd, ze

A BJ2 C/2 D/2
B/2 E F/2 G/2
c/2 F/2 H 12
D/2 GJ2 1/2 J

M=

Potom Vx' = (z¢,...,23) € A' : g(x) = x"Mx. To, Ze g je singularny
polyném prave vtedy, ked je singularna matica M by sme ukazali analogicky
ako v dokaze lemmatu[3.10] Vsimnime si, Ze situdcie, ktorym sme sa venovali
v bode 1 boli z maticového pohladu pripady, ked hodnost matice M je
dva a jeden v tomto poradi. V tomto bode sa budeme venovat situacii,
ked hodnost matice M je tri. V pripade, Ze je hodnost matice Styri, tak
to zodpoveda nesingularnej nadploche. Nech hodnost matice je tri. Potom
Jy € A*: My =0, y"M = 07, kde sme vyuzili symetriu matice M. Z
toho plynie, ze Vx € A* : x" My = y ' Mx = 0. Dalej, kedze ll,l},l}, st
po dvoch disjunktné, tak 3i € {1,2,3} : y & ;. Bez ujmy na obecnosti
predpokladajme, ze y ¢ ;. Potom Vx € [; V(a:b) e PL:

glax +by) = (ax + by) "M (ax + by)
=a’x' Mx + abx My + aby ' Mx + b’y My
=0,
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kde sme vyuzili to, ze x " My,y  Mx = 0 a kedze x € [; C Q, tak g(ax) = 0.
Pretoze y & [axe lAl, tak ax + by urcuje rovinu obsahujicu [ a y na Q.
V bode 1 sme ale ukazali, ze nadplocha () neobsahuje ziadnu rovinu, teda
dostavame spor.

Tymto sme dokazali, ze nadplocha () je nesingularna.
OJ

Lemma 3.14. Nech Q C P? je nesinguldrna kvadratickd nadplocha definovand
kvadratickym homogénnym polynomom g. Potom po vhodnej zmene siuradnic je

Q == V(l‘ol‘l — ZEQl’g).

Doékaz. Analogicky ako v dékaze lemmatu [3.10] by sme ukazali, Ze existuje syme-
trickd matica M € My(K) taka, ze Vx € A*: g(x) = x" Mx, ktora je naviac sin-
gularna prave vtedy, ked je singularna nadplocha (), teda matica M je regularna.
Potom vhodnou zmenou stradnic prevedieme maticu M na maticu diag(a,b,c,d),
kde a,b,c,d € K. Kedze matica M je regularna, tak a,b, c,d # 0. Teda vzhladom
k tejto zmene suradnic je

gz, ..., x3) = (20, .., x3)diag(a,b,c,d)(xo, ... x3)"
= azj + ba? + cxl + da;

= (Vazo + iVbry) - (Vazy — ivVbry)
— (Z\/E$2 — \/al'g) : (Z\/E.CEQ + \/Ewg)

Dalej nech

va b 0 0

va —ivb 0 0

0 0 dye =Vd|’

0 0 iye Vd

potom det A = det (ﬁ lﬁg) - det (zé \}?) = —2ivab - 2ived = 4v/abed # 0,

kde sme v prvej rovnosti vyuzili to, Ze je matica A blokovo diagonalna. Teda

matica A uréuje zmenu stradnic F' na P3. Potom pouzitim zmeny stradnic F 1

dostéavame g(zo, ..., r3) = xox1—Tox3, kde sme pouzili vyjadrenie g v tvare (3.6)).
OJ

A:

Lemma 3.15. Nech Q C P? je nesinguldrna kvadratickd nadplocha. Potom mno-
Zina vsetkych priamok v P3, ktoré leZia na nadploche Q, je rozdelend do dvoch
disjunktnych rodin Fy a Fy takych, Ze

1. Ziadne dve rozne priamky z tej istej rodiny sa nepretnai,
2. akl] GFl G/ZQ EFQ, takl}ﬂl}#@,

3. Ui16F1 Zl = Q = UizEFz ZQ'
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Dékaz. 7 lemmatu vieme, Ze po vhodnej zmene stradnic méZeme predpo-
kladat, ze Q@ = V(xor1 — x2x3). Dalej uvazujme zobrazenie

s:Px Pt — Q,
((wo = ur), (vo s v1)) +— (uguo : ULV1 : ULV : ULY).

Zobrazenie s je dobre definované, pretoZe ak (kyug : kyu), (kavg : kovy) € P, kde
ki, ke € K, tak

s((kmo . k?1U1>, (]{?21)0 . k?g’l)l)) = (klkguOUO . k1k2u1v1 . k’lk’gulvo . ]{?1]{32“0’01)

= (ugup : Uv1 : ULV : UgVY),

a pretoze aspon jedna zlozka z ug, u; a vy, v je nenulova, tak aspon jedna zlozka
Z Uy, U1y, UV, Uy je nenulova.

Zobrazenie s je naviac bijekcia. Nech (cqo : 11 1 ¢10 1 ¢o1) € Q a cgo = 1. Ak
s((ug = up), (g : v1)) = (1 :epn @ cip : cor), tak ug,vg # 0. Teda bez ujmy na
obecnosti mozeme predpokladat, ze uyg = vy = 1 ﬁ Z toho plynie, ze u; = ¢y
a v; = co1. Teda zebrazenie s je prosté. Dalej body s(P' x P!) zrejme spliiaju
rovnost definujicu @, teda s(P! x P') C Q = V(zox; — w273). Naopak, uvazujme
bod ¢ = (cpo : €11 : 10 @ Co1) € Q. Aspon jedna z jeho stradnic musi byt nenulova.
Bez ujmy na obecnosti, nech je to c¢og. Prejdime k afinnym stradniciam polozenim
coo = 1 (teda uvazujeme konkrétnu reprezentaciu bodu ¢ taku, ze coo = 1). Potom
dostaneme, ze ¢;; = c¢ioco;, kde 4,7 € {0,1}. Teda polozenim u; := c;p a v; := cyj,
kde 4,5 € {0,1}, dostaneme bod z P! x P!, ktory je vzorom bodu ¢ pri zobrazeni
s. Tym sme ukazali, Zze zobrazenie s je surjektivne. Kedze s je injektivne aj
surjektivne, tak mame dokézané, ze je to bijektivne zobrazenie.

Vezmime dve mnoziny F}, Fy prvkov ), kde

Fy = {s({p} XIPI) :pEIPI},

Fy = {s <IP’1 X {q}) 1q € IP’I}.
Prvky F; a Fj st priamky leziace na nadploche (), pretoze ak vezmeme pevne
zvoleny bod p = (a : b) € P!, tak

S ({p} X ]P’l) = {(avo cbuy s bug savy) €PP (v i) € ]P’l}

je priamka prechadzajica bodmi (a:0:5:0)a (0:b:0:a). Analogicky by sme
ukazali, ze aj prvky mnoziny F5 st priamky leziace na Q).

Ukazeme, ze kazda priamka leziaca na nadploche ) patri do F} alebo F5. Nech
[ C Q je priamka a volme z := s(p,q) € I. Potom [, s ({p} x P}), s (P' x {q}) €
T.QNQ. To by sme dokazali analogicky ako lemma [3.9] v ktorom je jediny rozdiel
ten, Ze pracujeme na nesingularnej kubickej nadploche S a nie na nesingularne;j
kvadratickej nadploche ). Kedze @) je urcena ireducibilnym polynémom, tak aj
nadplocha @ je ireducibilng, takze 7,Q € Q a T,Q N Q je kuzelosecka (moze
byt aj degenerovand) v rovine 7,Q. Z toho plynie, ze v T,,Q N Q st nanajvys dve
priamky, teda bud [ = s ({p} x P!), alebo [ = s (P! x {¢}). Z toho dostdvame, Ze
kazda priamka leziaca na nadploche ) patri do F} alebo F5.

4V opa¢nom pripade by sme zlozky bodu (ug : uy) vydelili €lenom ug a zlozky bodu (vg : v1)
vydelili ¢lenom wvy.
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7 toho, ze je s bijektivne a predpisov F; a Fy hned plynie bod 1, staci v
mnozine Fy volit p; # py, potom ({p1} x P) N ({p2} x P}) =0, teda

s ({pl} X ]P’l) Ns ({pg} X IF’I) = (),

a analogicky v pripade F3.

Bod 2 plati okamzite z volby mnozin F; a Fy, pretoze bod (p,q) patri do
prieniku priamky z F} a priamky z F3, kde p, ¢ berieme ako zodpovedajice body
v definicii Fy, F5.

Bod 3 taktiez plati hned, pretoze staci volit bod r := s(p,q), kde p,q opéat
berieme ako zodpovedajice body v definicii F, F5.

OJ

Lemma 3.16. Nech il, cee Iy st po dvoch disjunktné priamky vIP? a nelezia vietky
na jednej nesinguldrnej kvadratickej nadploche Q@ C P2. Potom pocet priamok,
ktoré pretni ly, ..., 1y je 1 alebo 2.

Dokaz. 7 lemmatu vieme, ze [ubovolna trojica roznych priamok v P3 lezi na
nadploche ). Bez ujmy na obecnosti predpokladajme, ze st to ll, lg, 13 a z lemmatu
3.15) bod 1 mozeme rodinu, do ktorej patria, oznacit ako Fi. Potom z lemmatu
3.12 obsahuje &ﬂQ jeden alebo dva body. Dalej pre kazdy bod p € l;ﬂQ oznacme
l, priamku leziacu na ) taku, ze p € [, a l, & Fy. Takato priamka zjavne existuje,

pretoze l,l5,05 € Fy st disjunktné, teda kazda priamka, ktord ich pretina, tak
ich pretina dokopy v troch réznych bodoch. Teda z lemmatu takato priamka
lezi na nadploche (). Potom priamka [, pretina vsetky Styri priamky Zl, e ,[4.
Ziadne dalsie priamky, ktoré by pretinali Zl, e ,l:l nie si. Pre spor predpokla-
dajme, ze n je dalsia taka priamka. Potom n C @) z lemmatu [3.12] a z lemmatu
3.15 n € Fy, alebo n € Fy. Ak n € F, tak z lemmatu [3 B.15 bod 1, n nepretina
ziadnu priamku z ll, ..., I3, teda dostévame Spor. Akn € Fy, tak nniy Clyn Q,
teda v pripade, ze n N l4 = (), tak n nepretne l4, ¢o je spor, alebo ak pretne, tak
n =l
O

Lemma 3.17. Na nesingularnej kvadraticke nadploche Q neleZia styri po dvoch
disjunktné priamky ly,...,l4 € S.

Dokaz. Tvrdenie dokdzZeme sporom. Nech existuje taka kvadraticka nadplocha
Q, ze priamky ll, . l4 na nej lezia. Kedze () je nesingularna a I, ..., 0, sa po
dvoch disjunktné, tak z lemmatu [3.15] bod 1 plynie, ze vSetky Styri_ patrla do
jednej rodiny, povedzme Fy. Dalej z lemmatu [3.15 bod 3 je Q = UIGFQZ

Ukazeme, Ze polyném f je na nadploche () konstantne nulovy. Nech n € F;
lezi na S. Po vhodnej zmene stiradnic je n = V(zy,x3). Z lemmatu bod 2
ma n s kazdou priamkou z il, . ,Z4 neprazdny prienik. Kedze lAl, e ,ZA4 su po
dvoch disjunktné, tak prieniky n N [;, kde i € {1,...,4},uréuju 4 rdzne korene
polynému f(xg, z1,0,0). Tento polyném je stuptia nanajvys 3, z ¢oho plynie, Ze
je konstantne nulovy.

Teda @Q C S. Kedze () je kvadratickd nadplocha, tak existuje homogénny
kvadraticky polyném, ktory ju uréuje. Oznac¢me ho u, teda @ = V(u). Potom z
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V(u) C V(f) plynie (u) 2 (f). To znamena, ze u deli f, ¢o je spor s ireducibilitou
nadplochy S.
0

Lemma 3.18.

1. Lubovolnd priamka na S, ktord leZi v mnoZine B pretne prave 3 z priamok
ly,...,l5 a je jednoznacne urcend troma priamkami, ktoré pretne.

2. Pre lubovolni volbu i,j, k € {1,...,5} existuje priamka na S, ktord nelezi
v mnozine A a pretne l;,1; a l.

Dokaz. Nech n € B je priamka leziaca na nadploche S. Najprv si uvedomme, ze n
nepretne [ ani m, pretoze z vety vieme, ze kazdu priamku na S pretne prave

desat priamok a [, m pretinajuly,...,lsaly, ..., (5, respektive llll, e ,lg. Ukazeme,
ze n pretne prave tri priamky z [y, . . ., [5 tak, Ze vSetky ostatné moznosti vylacime.
1. Priamka n nepretne viac ako tri priamky z [y, . . ., l5. Ak by priamka n pretla

aspon styri priamky z lq,...,[5, tak z lemmatu m plynie, ze n € {l,m},
¢o je spor s tym, ze n € B.

2. Priamka n nepretne menej ako dve priamky z lq,...,l5. Ak by n pretla
nanajvys jednu priamku z [y,...,[5, tak by pretla aspon styri priamky z
1., l5. Ukazali by sme to analogicky ako v pripade priamky m na stra-

nach 31 — 32. Rovnako ako v bode 1 vedie tento pripad k sporu, pretoze z

lemmatu ma platit, ze n € {l,m}, ale n € B.

3. Priamka n nepretne dve priamky z [y, ...,l5. Nech n pretne priamky I, a
Is. Ked7e n nepretne | ani m, vid vyssie, tak pretne I/, 1}, 5 a nepretne I,
ani I

Kedze [ N1 = 0, inak by I € {li,...,ls5,1},...,lt}, o je spor, tak by
sme dokéazali, ze l;’ pretne bud [; alebo I} pre i € {1,...,5} analogicky ako
tvrdenie, ze m pretne bud [; alebo I} pre i € {1,...,5} na strane . Pretoze
;N l;-' = (), tak l;-/ pretne [;. Teda l;-/ NI £Dpreie{l,...,5}

Teda dostavame, Ze po dvoch disjunktné priamky n, I, lg pretinaji po dvoch
disjunktné priamky 1, ... 1, ls. Z lemmatu [3.17 plynie, ze I}, ..., 1}, 1s ne-
lezia vSetky na jednej nesingularnej kvadratickej nadploche, teda lezia na
aspon dvoch. Potom z lemmatu plynie, ze l1, ..., 15, [ pretnd nanajvys
dve priamky, teda dostavame spor.

Dokazali sme, ze priamka n pretne prave tri priamky z [y, ..., 5. Taka priamku
n si oznacime ako ;.

UkéaZeme, Ze priamka [;;;, je urcend jednoznacne. Pre spor predpokladajme dve
rozne priamky lyjx, [, ktoré st disjunktné s [, m a pretinaji Iy, I, l.. Ak lijpNli,, #
0, tak priamky l;,1;, lg, lijk, z;jk lezia v jednej rovine, ¢o je spor s lemmatom .
Teda mame po dvoch rozne priamky [;, [, [, ktoré pretinaju po dvoch rozne
priamky l,m,lijk,lgjk. Potom analogicky ako v bode 3 v tomto dokaze vdaka
lemmat4im a dostévame spor. Teda priamka ;. je uréend jednoznacne.
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Ostava dokézat, Ze vSetky priamky [;;;, existujd. Z vety priamka [;, kde
i €{l,...,5} pretne desat priamok. Priamky m a l;/ pretoze lezia s [; v jednej
rovine @);. Z rovnakého dovodu aj priamky [ a I}, pretoze lezia v jednej rovine P;.
7 vety vieme, ze Vj € {1,...,5},j # i priamky [; a I’ nepretni /; a taktiez
l;-/, vid bod 3 tohto dokazu. Teda vSetky priamky z mnoziny A, ktoré pretnu [; st
l,m,l, l;/. Potom je Sest priamok v mnozine B, ktoré pretni [;. Kazda z tychto
Siestich priamok pretne prave dve priamky z {1,...,5}\{/;}, ¢o je (3) = 6 moz-
nosti. Kazda z moznosti moéze nastat nanajvys raz. Ak ny niktord nenastala, mali
by sme opéf pripad troch po dvoch disjunktnych priamok, ktoré maju pretinat
Styri po dvoch disjunktné priamky, ¢o je spor, ako sme uz ukazali v tomto dokaze.
Teda kazda moznost nastane prave raz, ¢o znamena, Ze vSetky priamky [, kde
i,j5,k € {1,...,5} navzajom rozne, existuju.

O

KedZe vSetky priamky v mnozine B su tvaru [;j;, tak pocet priamok v B je
rovny po¢tu moznosti vyberu trojic roznych ¢isel z {1,...,5}, to jest (g) = 10.
Potom na nadploche S lezi |A| + |B| = 17 4 10 = 27 priamok.
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Zaver

Cielom préace bolo ukazat jednu zaujimavt vlastnost nesingularnych kubickych
nadploch nad algebraicky uzavretym telesom K charakteristiky roznej od dvoch.
Konkrétne to, Ze na takejto nadploche leZiacej v P3 existuje prave 27 roznych
priamok.

V prvych dvoch kapitolach sme pripomenuli a ukazali zakladné pojmy a vlast-
nosti ohladom afinnych a projektivnych variet.

V tretej kapitole sme ukazali existenciu 27 réznych priamok na nadploche S,
kde sme najprv ukazali, ze na nadploche S existuje priamka a nasledne urcili
vsetky priamky pomocou ich vzajomnych vztahov.
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