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Uvod

Ponceletovo porisma je asi 200 let stary geometricky problém. Riké, Ze pokud
mame v komplexni projektivni roviné dvé kuzelosecky a pro dané n > 3 existuje
néjaky n-uhelnik, ktery je opsany jedné z nich a vepsany druhé, tak uz tako-
vychto n-thelniki existuje nekoneéné mnoho. Nejznaméjsi dikazy vyuzivaji bud
analytického, nebo algebraického pohledu na eliptické krivky. Cilem této prace
je jeden z dikazt srozumitelné prezentovat. Jde o algebraicky dikaz, jehoz mys-
lenka je podobné zndmému dikazu Griffitse a Harrise, ovsem k dikazu, ze je jista
mnozina eliptickd kiivka, pristupujeme elementarnéjsim zptisobem.

Nez se k Ponceletovu porismatu dostaneme, zavedeme v kapitole [1| teorii,
kterou budeme k diikazu potfebovat. Jedna se o fadu definic a tvrzeni z afinni i
projektivni algebraické geometrie s vyuzitim nékolika topologickych pojmi.

Zméni Ponceletova porismatu formulujeme na zacatku kapitoly [2l V sekci [2.2
zduvodnime, Ze vétu staci dokazat pro soustrednou kruznici a elipsu. Déle v sekci
zavedeme N’ mnozinu vSech dvojic bodu takovych, Ze prvni lezi na elipse,
druhy na kruznici a oba lezi na spolecné tecné ke kruznici. Na této mnoziné na-
jdeme dvé prirozené involuce, jejich slozeni oznac¢ime T'. Pak Ponceletovo porisma
preformulujeme tak, aby stacilo dokazat, ze T™ ma pevny bod pravé tehdy, kdyz
je to identické zobrazeni. Nasim cilem bude ukézat, ze N’ je eliptickd kiivka a
vzhledem k jeji grupové struktute je T translace. Translace s pevnym bodem je
identické zobrazeni, tedy tvrzeni bude dokazano.

Ze je N’ elipticka kiivka ukaZeme tak, ze N’ pievedeme do zndmého Jacobiho
tvaru eliptické krivky a ukazeme, zZe prevody jsou izomorfismy projektivnich va-
riet. To provedeme v kapitolach [2.4H2.T1] Obsah téchto kapitol je z velké casti
vlastni za pomoci vedouciho. Vypocty v nich jsou mé vlastni a k nékterym jsem
z divodu ulehéeni prace pouzila matematicky software Mathematica.

Nésledné v sekci diky zndmé grupové struktufe zjistime, Ze zobrazeni T'
je opravdu translace, ¢imz bude Ponceletovo porisma dokézano.



1. Priprava

V této kapitole jsou definovany pojmy potiebné pro pochopeni hlavni casti
prace. Jedna se predevsim o struény uvod do algebraické geometrie s vyuzitim
nékolika topologickych pojmi. Podrobnéjsi vysvétleni a Sirsi souvislosti najdeme
v knize Algebraic curves (Fulton) 2008)), ktera je hlavnim zdrojem prvni kapi-
toly. Pomocnym zdrojem jsou kapitoly 1, 4, 5 a 8 z knihy Ideals, varieties and
alghoritms (Cox, Little a O’Sheal, 2007)).

1.1 Topologie

Definice 1.1 (Topologie). Topologie na mnoziné X je systém 7 C P(X) spliujici
1.0er, X er,
2. U, UperT=UnNnU; e,
3. ACr=JAer.

Dvojici (X, 7) nazyvame topologicky prostor. Prvky T se nazyvaji oteviené mno-
Ziny a jejich doplnky wuzavrené mnoziny.

Definice 1.2 (Uzavér). Uzdvér podmnoziny A topologického prostoru je nejmensi
uzaviend mnozina obsahujici A. Uzavér A znac¢ime A.

Definice 1.3 (Spojité zobrazeni). Jsou-li X, Y topologické prostory, pak zob-
razeni f: X — Y je spojité, pokud vzory vsech uzavienych podmnozin Y jsou
uzaviené v X.

Definice 1.4 (Reducibilni a ireducibilni podmnoziny). Podmnozina A topolo-
gického prostoru X je reducibilni, pokud existuji A;, Ay uzaviené podmnoziny
X takové, ze A = (A1 NA)U (Ay N A) a A neni obsazena ani v jedné z nich.
Podmnozina A topologického prostoru X je ireducibilni, pokud neni reducibilni.

1.2 Afinni algebraické mnoziny

Afinni algebraické mnoziny jsou ve Fultonové knize (Fulton, 2008) obsahem
kapitoly 1.

Ve zbytku prvni kapitoly budeme znacit K téleso, v kapitole [2[ budeme pra-
covat s K = C télesem komplexnich ¢isel. A"(K) pro n > 1 znac¢ime n-rozmérny
afinni prostor nad K, neboli kartézsky souc¢in K x K X --- x K.

Mnozinu polynomt nad K v proménnych x,...,x, zna¢ime K[xq,...,z,]
nebo jen zkrdcené K|z

Definice 1.5 (Nula polynomu). Pro f € K[zy,...,x,] se bod A = (ay,...,an)
nazyva nulou polynomu f, jestlize f(ay,...,a,) = 0. Mnozina vsech nul polynomu

f se znac¢i V(f).



Definice 1.6 (Afinni algebraickd mnozina). Pro mnozinu polynomu S C K|[z]
definujeme

V(S) ={A e AY(K) [ f(A)=0VfeS}

Mnozina X C A"(K) je afinni algebraickd mnozina, pokud X = V(S) pro néjaké
S C K[z|.

Definice 1.7 (Algebraicka nadplocha). Mnozina X C A"(K) je afinni alge-
braickd nadplocha, pokud X = V(f), kde f € K|z1,...,x,] je nekonstantni poly-
nom.

Definice 1.8 (Afinni algebraicka rovinna kiivka). Afinni algebraickd rovinnd
krivka je algebraickda nadplocha v afinnim prostoru dimenze dva.

Definice 1.9 (Idedl mnoziny). Pro mnozinu X C A"(K) definujeme idedl mno-
Ziny X jako I(X) ={f € K[7] | f(A) =0VA e X}.

Pozorovdni. Necht X7, Xo C A"(K) a Sy, S C K[z]. Pak plati:
1. Pokud X; C Xa, pak [(X1) D I(X,).
2. Pokud S; C S5, pak V(S1) 2 V(S5,).
Lemma 1.10. Necht S C K[| a I = (S) idedl generovany S. Pak V(I) = V(S).

Diikaz. Jisté V(I) C V(S). Na druhou stranu I = {>g:f; | 9; € K[z|, f; € S},
tedy pokud A € V(S), neboli f(A) = 0Vf € S, pak i (3 ¢g:fi)(A) = 0, takze
AeV(I). O

Pozorovani.
1. V(0)=A"K),V(1)=0
2. Pro I, J idedly plati V(I) UV (J) =V ({fg | fel,ge J})=V(IJ)
3. Je-li J mnozina idedlu v K[Z|, pak N, (V1)) = V(Ujes I)-

Definice 1.11 (Zariského topologie). Topologie na A"(K), jejiz uzaviené mno-
ziny jsou algebraické, se nazyva Zariského topologie.

Zariského topologie splnuje podminky topologie diky predchozimu pozorovani.
Z 1. ¢4sti pozorovani jsou A"(K) i () uzaviené mnoziny a jedna je doplitkem druhé,
tudiz jsou i oteviené. Z 2. ¢asti plyne, ze konecné sjednoceni uzavienych mnozin
je uzavrené, takze konecny prunik doplnki uzavienych bude doplnék uzaviené,
neboli koneény prinik otevienych mnozin bude oteviend mnozina. Z 3. ¢asti po-
zorovani mame, ze prunik libovolné mnoha uzavienych mnozin je uzavieny, tedy
sjednoceni libovolné mnoha otevienych bude oteviené.

Definice 1.12 (Afinni varieta). Neprazdna ireducibilni afinni algebraickd mno-
zina se nazyva afinni varieta.

[reducibilita je myslena ve smyslu definice ve které bereme prostor A"(K)
se Zariského topologii.



Tvrzeni 1.13. Neprizdnd algebraickd mnozina X je ireducibilni prdave tehdy,
kdyz 1(X) je prvoidedl.

Diikaz. Predpokladejme, ze I(X) neni prvoidedl. Pak existuji fi, fo ¢ I(X), ale
fife € I(X). Podivame se na algebraické mnoziny X; = V(I(X) U {f;}). Jelikoz
fi ¢ I(X), pak X; € X. Pro kazdé A € X plati, ze fi(A) = 0 nebo fo(A) = 0,
nebot fify € I(X). Tudiz X = X; U X5 je reducibilni.

Naopak pokud X mé rozklad X = X;UX,, X; € X, pak I(X;) 2 [(X). Tudiz
muzeme vzit f; € 1(X;)\I(X), pak fifs € [(X), tedy I(X) neni prvoidedl. [
Tvrzeni 1.14. Pokud f je ireducibilni polynom nad algebraicky uzavrenym téle-
sem, pak V (f) je afinni varieta.

Diikaz. Tvrzeni plyne z diisledku Hilbertovy véty o nulach, ktery je uveden v knize
W. Fultona (Fulton) 2008 Kapitola 1.7, Corollary 3). V téz kapitole je uvedena
a dokazana i samotna Hilbertova véta o nulach. O

1.3 Polynomialni zobrazeni

Tato sekce je sepsana podle kapitol 2.1 a 2.2 ve zminované knize (Fulton,
2008).

Déle bude V' C A™(K) znacit neprazdnou varietu. Pak je I(V) prvoideal
v K[z] podle tvrzeni tudiz K[z]/I(V') je obor integrity.

Definice 1.15 (Soutadnicovy okruh). Souradnicovy okruh variety V' definujeme
jako K[z]/I1(V) a budeme znacit I'(V).

Necht F(V, K) zna¢i mnozinu vsech funkci z V do K. Pak F(V, K) tvori
okruh s operacemi - a + definovanych po bodech. Funkce ¢y € F(V, K) se na-
zyvéa polynomidlni funkce, jestlize existuje polynom f € Klzy,...,z,] takovy, ze
or(ar,....an) = f(as,...,an). Oznac¢me Pol (V, K) C F(V, K) okruh polynomialnich
funkci z V do K.

Tvrzeni 1.16. I'(V) = Pol (V, K)

Diikaz. Definujme zobrazeni

U: K[z] - F(V,K)
= s

Pak ¥ je homomorfismus, obraz ¥ jsou polynomidlni funkce Pofl (V, K). V jadru
U jsou presné polynomy, které se nuluji na celé mnoziné V', neboli pravé poly-
nomy nalezici I(V'). Podle prvni véty o izomorfismu mame I'(V) = K[z|/I(V) =
Pol (V, K). O

Prvky I'(V) tak muzeme vnimat jako polynomidlni funkce z V' do K nebo
jako tridy ekvivalence polynomii.

Definice 1.17 (Polynomidlni zobrazeni). Necht V' C A™(K), W C A™(K)
jsou variety. Zobrazeni ¢ : V. — W je polynomidlni, pokud existuji polynomy
fisoo o fm € K[xq,...2,] takové, ze p(A) = (fi(A),...,fm(A)) pro vsechna A €
V.

Definice 1.18 (Izomorfismus variet). Afinni variety V' a W jsou izomorfni, pokud
existuje bijektivni polynomidlni zobrazeni ¢ : V' — W takové, ze o1 - W — V
je také polynomidalni zobrazeni.



1.4 Racionalni zobrazeni

V knize W. Fultona (Fulton) 2008)) nalezneme racionélni zobrazeni v kapito-
lach 2.4, 6.3 a 6.6.

Jak jsme zminili na zacdtku minulé sekce, souradnicovy okruh I'(V') je obor
integrity. Tudiz muzeme definovat jeho podilové téleso K(V'), kterému budeme
rikat funkéni téleso V. Prvky K (V') nazyvame raciondlni funkce na V.

Definice 1.19. Necht ¢ je racionalni funkce na V a A € V. Pak ¢ je definovand
v A, pokud existuji néjaké f,g € I'(V), g = £ a g(A) #0.

Prvky f a g nemusi byt uréeny jednoznacné. Uvazujme Jg% = g—; dva riazné
zlomky predstavujici stejny prvek K(V'). Necht pro A € V plati g;(A) # 0 #
g2(A). Diky rovnosti zlomki v K (V) mame rovnost figo = fog1 v I'(V) a tudiz

f1(A)ga(A) = fo(A)gi(A) v K. Takze 114) — £24)

Definice 1.20 (Raciondlni zobrazeni). Necht V' C A™(K), W C A™"(K) jsou
variety. Raciondlni zobrazeni z V do W je takové zobrazeni r : U — W, ze U je
neprazdna Zariski oteviena podmnozina V' a existuji racionalni funkce ry,...7,, €

K(V) takové, ze r(A) = (r1(A),...,rm(A)) pro vSechna A € U.

Definice 1.21 (Ekvivalence). Necht VW jsou variety nad K, r : Uy — W a
s : Uy — W jsou racionalni zobrazeni z V do W. Pak r a s jsou ekvivalentni,
pokud existuje neprazdnéd Zariski oteviend U C U; N Uy takovd, ze r |y= s |y.
Tridu ekvivalence » budeme znacit r : V --» W.

Definice 1.22 (Biracionélni ekvivalence). Necht V', W jsou variety nad K. Raci-
ondlni zobrazeni r : V' --» W se nazyva biracionalni ekvivalence, pokud existuje
racionalni zobrazeni s : W --» V' takové, ze slozeni sor i r o s jsou definované a
ekvivalentni identickym zobrazenim na V a W.

Variety V' a W jsou biraciondlne ekvivalentni, pokud existuje biracionalni
ekvivalence r : V --» W.

Pokud V a W jsou krivky nad nekoneénym télesem, pak jejich biracionalni
ekvivalence znamend presné to, ze az na konecné bod na obou strandch méame
mezi V' a W bijekci. Pro neprazdnou otevienou podmnozinu U variety V' totiz
diky klasifikaci variet v roviné (Fulton, 2008| Kapitola 1.6, Corollary 2) plati, ze
V' \ U je konecna.

Tvrzeni 1.23. Dve variety jsou biraciondlne ekvivaletni prave tehdy, kdyz jsou
jejich funkcni télesa izomorfni.

Diikaz. Viz Fulton| (2008, Kapitola 6.6, Proposition 12). ]

1.5 Projektivni algebraicka geometrie

V knize W. Fultona (Fulton, 2008)) je ivod do projektivni algebraické geome-
trie obsahem kapitoly 4.

Definice 1.24 (Projektivni prostor). Mnozinu piimek prochézejicich (0,0, ...,0)
v A"(K) nazveme projektivni n-rozmérny prostor a budeme znacit P*(K).
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Kazdy bod (x1,...,2n41) # (0,...,0) uréuje pravé jeden prvek P"(K), kon-
krétné {(Axq,...,Azpp1) | A € K}

Pokud je prvek P € P"(K) ur¢en bodem (xy,...,x,11), pak (z1,...,Zp41)
nazyvame homogenni soufadnice P. Budeme psat P = [x; : ... : x,41], abychom
homogenni souradnice odlisili od afinnich. Zapis P v homogennich souradnicich
sice neni jednozna¢né urcen, ale pro libovolné 1 < ¢ < n + 1 je souradnice z;
ve vSech zdpisech nulova nebo ve vsech nenulova. Pokud x; # 0, pak muzeme
vSechny souradnice vydélit x; a P muzeme jednoznacéné zapsat ve tvaru [z : ... :
iy limiy o .

Standardné budeme za i volit n+1. Pro mnozinu vsech prvkia P € P"(K), kde
T,11 se nerovnd nule, existuje prirozend bijekce s A™(K'), nebot mame bijekci mezi
afinnimi body (z1,...,z,) a body jednoznacné uréenymi zapisem v homogennich
soufadnicich [z; : ... : x, : 1]. Mnoziné prvka P"(K) s nenulovou n+ 1 souradnici
rikdme afinni ¢ast P (K).

Naopak mnozina vSech prvka P € P*(K), kde x,, 11 = 0, ma pfirozenou bijekci
s P1(K). Témto bodiim fikdme body v nekonec¢nu v P*(K) nebo také nevlastni
body.

Definice 1.25 (Forma). Forma stupné i je polynom, jehoz vSechny ¢leny jsou
stupné .

Polynom stupné d pak muZeme jednoznacné zapsat ve tvaru f = fo + f1 +
-+ fq, kde f; je forma stupné i.

Definice 1.26 (Homogenizace). Pro polynom f stupné d, f = fo+ fi + - +
fo, f € K[zy, ...z, definujeme f* € K[z1,...,2p01], =% fi - :L'f;ﬁ. Tento
proces nazveme homogenizaci polynomu f.

Definice 1.27 (Dehomogenizace). Pro polynom f € K|xy, ...z, 1] definujeme
f« = f(x1,...,2,,1). Tento proces nazveme dehomogenizaci polynomu f.

Definice 1.28 (Projektivni nula). P = [p1 : ... : pyy1] je projektivni nula f,
jestlize f(Ap1, ..., Apns1) =0 VA € K.

Pokud je f forma stupné i, pak f(Ap1,... , Apps1) = Nf(p1,....pn +1). Tedy
bod je projektivni nulou f pravé tehdy, kdyz je nulou f ve smyslu definice [1.5

Definice 1.29 (Projektivni algebraickd mnozina). Pro mnozinu polynomu S C
K[7] definujeme

V,(S) ={P € P"(K) | P je projektivni nula f Vf € S }.

Mnozina X C P"(K) je projektivni algebraickd mnozina, pokud X = V,(S) pro
néjaké S C K1z,

Stejné jako u afinniho prostoru miizeme i zde definovat Zariského topologii
jako topologii na P"(K) takovou, ze projektivni algebraické mmnoziny jsou uza-
viené.

Definice 1.30 (Projektivni algebraickd kiivka). Mnozina X C P%*(K) je pro-
jektivni algebraickd krivka, pokud X = V(f), kde f € K|[xz,y,z] je forma stupné
d> 0.



Definice 1.31 (Idedl mnoziny). Pro mnozinu X C P"(K) definujeme idedl
I,(X) ={f € K[z] | P je projektivni nula f VP € X}.

Definice 1.32 (Projektivni varieta). Nepréazdnda ireducibilni projektivni alge-
braickd mnozina se nazyva projektivni varieta.

Definice 1.33 (Homogenizace idedlu). Pro I C K|[xq,...,z,| idedl definujeme
I* = (f*: f € I). Tento proces nazveme homogenizace idedlu.

Pokud I = (f) je hlavni idedl, pak jeho homogenizace je generovand homoge-
nizaci jeho generdtoru, tedy I'* = (f*).

Obecné tato vlastnost neplati. Pokud mame idedl I = (fy,...,fx), pak I*
se nemusi rovnat (f;,...,f;). Oboji najdeme ve Fultonové knize (Fulton, 2008,
Kapitola 4.3).

Definice 1.34 (Projektivni uzavér). Pro algebraickou mnozinu X C A"(K) de-
finujeme projektivni uzdvér X jako X* = V,(1(X)*).

Po ztotoznéni A" (K) s podmnozinou P"(K) je projektivni uzavér mnoziny jeji
uzaveér v projektivni Zariského topologii, viz (Cox, Little a O’Shea| (2007, Kapitola
4, Proposition 7).

Definice 1.35 (Dehomogenizace idealu). Pro idedl I C K|[xzy,. .. z,]| definujeme
I, = (f«: f € I). Tento proces nazveme dehomogenizace idedlu.

Definice 1.36 (Afinni ¢ést). Pro algebraickou mnozinu X C P"(K) definujeme
afinnd cast X jako X, = V([,(X).).

Definice 1.37 (Projektivni zména souradnic). Necht A = (ay,...,a,;1) € A"

a T : A" — A" je bijektivni linedrni zobrazeni, pro které T'(ay,...,a,) =
(T (A), ..., Th1(A)). Pak zobrazeni T : P" — P", které zobrazi [a; : ... : Gpy1]
na [T1(A) : ... : Th11(A)] se nazyva projektivni zména souradnic.

Projektivni zména soutadnic je dobte definovand, protoze T; jsou formy stupné
jedna.

Definice 1.38 (Morfismus). Necht V' C P*(K), W C P™(K) jsou projektivni
variety. Zobrazeni ¢ : V — W je morfismus projektivnich variet, pokud VA € V
existuje Zariski oteviend podmnozina U, A € U C V| takova, ze VB € U plati

o lv ([B]) =[f1(B) :...: fm(B)] pro néjaké fi,...,f, formy stejného stupné.

Definice 1.39 (Izomorfismus projektivnich variet). Projektivni variety V a W
jsou izomorfni, pokud existuje bijektivni morfismus ¢ : V — W takovy, ze ¢! :
W — V je také morfismus.



2. Ponceletovo porisma

2.1 Znéni

Definice 2.1 (Kuzelosecka). Projektivni algebraicka kiivka se nazyva kuZelo-
secka, pokud je urcena formou stupné dva. Kuzelosecka je nedegenerovand, pokud
jde o ireducibilni krivku.

KuZelosecka je tedy mnoZina bodt [z : y : 2] spliiujicich Az? + By + Cy? +
Dxz + Eyz + Fz? = 0. Tuto rovnost miiZeme zapsat i pomoci symetrické matice

A  B/2 D/2\ [z
(x y z) B/2 C E/2||y|=0.
D/2 E2 F ) \:

Tento maticovy pohled vyuzijeme v sekci 2.2l Pro jednoduchost budeme o kuze-
losecce urcené matici M mluvit jako o kuzelosecce M.

Znéni nasledujici véty je prelozeno z ¢lanku Poring over Poncelet (Nash,|2018)).

Véta 2.2 (Ponceletovo porisma). Necht C, D jsou dvé nedegenerované kuZelo-
secky v komplexni projektivni roviné se ctyrmi ruznymi priniky a n > 3 prirozené
cislo. Pokud existuje n-uhelnik takovy, Ze vsechny jeho vrcholy lezi na C' a vsechny
jeho strany jsou tecné k D, pak pro libovolny bod C' existuje takovy n-uhelnik s vr-
cholem v tomto bodeé.

Obrazek 2.1: Ukazka Ponceletova porismatu

Z Bézoutovy véty (viz Fulton, 2008, Kapitola 5.3) plyne, ze dvé kuzelosecky
v komplexni projektivni roviné maji presné ¢tyti pruniky véetné nasobnosti.
V této praci formulujeme a dokazujeme Ponceletovo porisma pro pripad, kdy
zadny z prinika neni nasobny. Ve skutecnosti porisma plati i pro nedegenerované
kuzelosecky s nasobnymi pruniky, ale touto situaci se v této praci zabyvat nebu-
deme.



2.2 Prevod kuzelosecek na soustrednou kruznici
a elipsu

Obsah této sekce nebyl odnikud pfevzat, ptivodni inspiraci pro sepsani byla
¢ast 2 z Schoenberg (1983).

Cilem této sekce je ukazat, ze kazdé dvé nedegenerované kuzelosecky v kom-
plexni projektivni roviné se ¢tyfmi ruznymi pruniky muzeme projektivni zménou
souradnic prevést na soustfednou kruznici a elipsu.

2.2.1 Jedna kuzelosecka

Nejdiiv se vyporadame s jednou nedegenerovanou kuzeloseckou. Ukézeme, ze
pokud vezmeme libovolny bod projektivni roviny, ktery na ni nelezi, umime najit
projektivni zménu soutradnic, kterd zobrazi tento bod na stied zobrazené kuze-
losecky. Stfedem myslime bod, podle kterého je kuzelosecka stredové soumeérna,
neboli pokud afinni bod X lezi na kuzelosecce se sttedem O, pak 20 — X lezi na
kuzelosecce také.

Definice 2.3 (Polara a pdél). Poldra bodu u vzhledem ke kuzelosecce dané ma-
tici M je pifmka {v | u" Mv = 0}. Naopak u je pdl pfimky vzhledem k dané
kuzelosecce, pokud je tato primka jeho polarou.

Mé¢jme kuzelosecku a libovolny bod, ktery na ni nelezi. Vezmeme projektivni
zménu souradnic, kterd zobrazi tento bod na [0 : 0 : 1] a jeho polaru na pfimku
v nekonec¢nu. Takova projektivni zména soutradnic jisté existuje, v dalsi sekci do-
kazeme dokonce néco silnéjsiho. Ukazeme, Ze projektivni zména soutadnic zacho-
vava vztah polu a polary a ze pél primky v nekoneénu vzhledem ke kuzelosecce,
tedy bod [0 : 0 : 1], je stfed této kuzelosecky. Pak budeme mit zobrazeni, které
z libovolného bodu udéla stred zobrazené kuzelosecky. Zobrazenou kuzelosecku
budeme nazyvat M.

Lemma 2.4. Projektivni zmeéna souradnic zachovdvd vztah polu a poldry.

Diikaz. Pro zobrazenou kuzelosecku M projektivni zménou souradnic urcenou
matici T je ptivodni zobrazovand kuzelosecka déna matici 77 MT. Bod u byl
bodem ptivodni kuzelosecky, tedy u’ (TP MT)u = 0, pravé tehdy, kdyz Tu je
bod kuZelosecky M, tedy (Tu)” M (Tu) = 0.

Pifmka p je polara bodu u vzhledem ke kuzelosecce TTMT, tedy p = {v |
ul(TTMT)v = 0}, pravé tehdy, kdyz je pfimka Tp polara bodu Tu vzhledem ke
kuzelosecéce M, tedy {Tv | (Tu)t M (Tv) = 0}. O

Lemma 2.5. Bod [0: 0 : 1], jehoZ polara je primka v nekonecnu, je stred kuzelo-
secky M.

Driikaz. Nevlastni pfimku muizeme zapsat jako mnozinu {v | (0 0 1) - v = 0}.
Polara k [0: 0 : 1] je z definice {v | (0 0 1)Mv = 0}, coZ je v nasem piipadé pravé
nevlastni primka, tedy tyto dvé mnoziny se rovnaji. Takze (0 0 1)M i (0 0 1)
jsou normalové vektory téze roviny v A% neboli (0 0 1)M = (0 0 k) pro né&jaké k
nenulové.

Oznacme e = (0 0 1)7. Ze je [0: 0 : 1] stied M znamen4, Ze pokud e + v lezi
na M, tak i e — v lezi na M pro v = (z y 0)T.
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Méame 2e"Mv =200 1)M - (z y 0)T =200 k) - (z y 0)T =0 = —2e” M.
Tudiz

(e+v)'M(e+v)=e"Me+2e" Mv +v Mv
—e’'Me — 2" Mv + v Mv = (e —v) ' M(e —v).

Takze e + v lezi na M prave tehdy, kdyz e — v lezi na M, tedy [0 : 0 : 1] je
opravdu stfed kuzelosecky M. O]

2.2.2 Soustredna kuzelosecka s kruznici

Nyni méjme v projektivni roviné dvé kuzelosecky, které nemaji zadny nasobny
prinik. Pokud existuje bod, pro ktery je polara vzhledem k obéma kuzeloseckam
ta sama primka, muzeme tento bod projektivni zménou souradnic zobrazit na [0 :
0 : 1] a pfimku na pfimku v nekonec¢nu. Tim ziskdme dvé sousttedné kuzelosecky
se stfedem v [0: 0 : 1].

Takovy bod existuje, protoze kazdéa spojita funkce z projektivniho prostoru
nad C sudé dimenze do sebe sama méa pevny bod, dikaz nalezneme v clanku
Taghavi| (2015)). Zobrazeni, které bod projektivniho prostoru zobrazi na jeho po-
laru k prvni kuzelosecce a nasledné na pdl této polary vzhledem k druhé, je jako
slozeni dvou linearnich zobrazeni spojité. Zaroven hledany bod na kuzeloseckach
nelezi, jinak by jeho polara vzhledem k obéma kuzeloseckam byla spolecna tecna,
ale nase kuzelosecky nemaji nasobny prunik. Tedy hledany bod nelezi ani na
polare.

Miuzeme to ale udélat jesté lépe a jednu z kuzelosecek zobrazit rovnou na
jednotkovou kruznici. Zatim jsme vzali bod, fikejme mu P, pro ktery je polara
k obéma kuzeloseckdm stejnd piimka, ten jsme zobrazili na [0 : 0 : 1] a ptislusnou
primku na pfimku v nekonec¢nu.

Nyni si vezmeme prisnéjsi podminky. Stale chceme, aby se bod P zobrazil na
[0:0: 1]. Dale budeme pozadovat, aby se prusec¢iky prvni kuzelosecky s polarou
P zobrazily na [i : £1 : 0], pak se poldra zobrazi na pfimku v nekone¢nu. Bod P a
pruseciky polary s prvni kuzeloseckou nelezi na jedné primce, jak jsme zdavodnili
vyse.

K témto tfem bodim najdeme ¢tvrty bod lezici na prvni kuzelosecce takovy,
ze zadné tfi z nich nelezi na primce. Takovy bod jisté existuje, protoze tuto
podminku nesplnuje jen kone¢né bodu kuzelosecky. Tento bod chceme zobrazit
na takovy bod jednotkové kruznice, aby spolu s body [0 : 0 : 1] a [ : £1 :
0] zadné t¥i z nich nelezely na piimce. Obraz prvni kuzelosecky bude kruznice
z nasledujictho duvodu. Kazda kruznice ma nevlastni body [i : 1 : 0], zobrazena
prvni kuzelosecka ma néjaké tri realné body, kterym miizeme opsat kruznici, takze
mame pét bodu, které lezi jak na kruznici, tak na zobrazené prvni kuzelosecce, ta
tedy musi byt z Bézoutovy véty kruznice a diky definici zobrazeni ¢tvrtého bodu
dokonce jednotkova.

Ze existuje projektivni zména soufadnic, kterd zobrazi zminéné ¢éty¥i body
pozadovanym zptisobem, plyne z nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 2.6. Méjme vP?(C) body A, B, C, D z nichz Zddné tri neleZi na primce a
body A', B',C", D' z nichZ také Zadné tri nelezi na primce. Pak existuje projektivni
zména souradnic T takovd, ze T(A) = A", T(B) =B, T(C)=C"T(D)=D".
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Diikaz. Oznacme A = [z : ya : 24, B=|xp :yp: 25,C = [xc : yo : 2¢], D =
[zp : yp : zp|. Vyfesime linedrni soustavu rovnic

rTpa Tp I¢ (0] D
Ya YB Yc Bl=1wp
ZA 2B ZC Y ZD

Protoze A, B, C nelezi na primce, feSeni existuje. Zaroven «, 3,7 vyjdou nenu-
lové, protoze zadné tri z bodu A, B,C, D nelezi na primce. Oznac¢me S matici
projektivni zmény souradnic

ary Prp Yxe
S=|aya Bys vyc
azay Bz vzc

Zobrazeni S zobrazi [1 : 0 : 0],[0 : 1 : 0],[0 : 0 : 1],[1 : 1 : 1] postupné na
A, B,C, D. Analogicky ziskdme matici zobrazeni R, které zobrazi [1 : 0 : 0], [0 :
1:0[,[0:0:1],[1:1:1] postupné na A’, B',C", D'. Matice vysledného zobrazeni
T tedy bude T'= RS O

2.2.3 Diagonalizace

Nyni médme dvé kuZelosecky se spoleénym stiedem v [0 : 0 : 1], prvni je
jednotkova kruznice, druhd je urcéena matici 3 x 3 s nulovym tretim radkem i
tretim sloupcem kromé prvku na diagondle. Zbyva tict, ze existuje projektivni
zména souradnic, kterd z druhé matice udéla matici diagonalni a pfitom se druha
kuzelosecka i soustfednost zachova. K tomu pouzijeme nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2.7. Méjme nedegenerované kuzelosecky urcené maticemi A, B se ctyrmi
riznymi priniky, pak B~YA md 7 miznd vlastni ¢isla.

Diikaz. Méjme ¢tyti rtizné body prunikit A a B. Pak zadné tii z téchto bodi
nelezi na primce, protoze primka se s kuzeloseckou protind maximalné ve dvou
bodech. To znamend, Ze existuji pravé tii rizné dvojice primek takové, ze vsechny
¢tyTi body lezi na nékteré z primek z této dvojice.

Ted ukézeme, ze pro kazdou moznou dvojici existuje odpovidaji vlastni ¢islo
matice B~1A a protoZe mame tii rizné dvojice, ma B~ A t¥i rlizné vlastni éisla.

Vezmeme si libovolnou z nasich t¥{ dvojic primek. Ta patii do mnoziny afin-
nich kombinaci pA+£B, kde alespon jedno z u, £ € C je nenulové, z nasledujiciho
duvodu. Oznac¢me prisecik vybrané dvojice primek X, hodnotu A v X a a hod-
notu B v X b, pak bA—aB bude mit v X hodnotu nula a ve ¢tyfech prusecicich A
a B také. Cili se kuzelosetka bA —aB proting s kazdou z piimek z vybrané dvojice
ve tfech bodech, a proto je musi podle Bézoutovy véty mit za komponentu. To
znamena, ze vybrand dvojice primek je ur¢ena matici bA — aB.

Jelikoz A, B jsou nedegenerované, plati a,b # 0, a tak pro néjaké A muzeme
tuto dvojici primek zapsat matici A—\B a jelikoz dvojice piimek je degenerovand
kuzelosecka, A — AB musi byt singularni.

Protoze B je reguldrni matice, tak det(A — AB) = 0 pravé tehdy, kdyz 0 =
det(B~Y(A—AB)) = det(B~'A—\I). Neboli ) je vlastni ¢islo B~*A pravé tehdy,
kdyz (A — AB) je singularni.
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To znamend, Ze A je vlastni ¢islo B~1A. Nage tii dvojice pifmek jsou riizné,
tudiz i odpovidajici linearni kombinace, kterymi je dostaneme, jsou rizné, a tak
B~'A ma4 tfi riiznd vlastni &isla. O]

Nyni tvrzeni vyuzijeme na nase dvé kuzelosecky. Matice B z tvrzeni bude ma-
tice urcujici jednotkovou kruznici, matice A ma nulovy treti radek i treti sloupec
kromé prvku na diagonale a chceme ji diagonalizovat. Z tvrzeni vime, ze B~'1A
ma tfi rizna vlastni ¢isla. Tedy z vypoctu vlastnich ¢isel pomoci charakteristic-
kého polynomu plyne, Ze jeji horni podmatice 2 x 2, kterou oznacime C', méa dvé
rizna vlastni ¢isla, tedy je diagonalizovatelna.

Matice C' je dokonce ortogonalné diagonalizovatelna. Pokud x,y jsou vlastni
vektory C' ptislusné vlastnim ¢islim A a p, pak

uxy = x" (ny) =x"Cy =x"C"y = (\x")y = "y

Tedy xTy = 0, neboli x,y tvoi{ ortogonalni béazi.

Tuto bézi rozsiiime pfiddnim nuly na tfeti pozici do C3 a pfiddme vektor
(0 0 1)T. Tyto t¥i vektory budou tvofit ortogondlni bazi C3, ve které jsou ma-
tice A, B diagonalni. Po projektivni zméné souradnic urcené matici zmény baze se
hodnost A, B nezméni, nebof nasobime reguldrni matici. Proto po vhodném znor-
movani ziskdme matici jednotkové kruznice a diagonalni matici s ni soustfedné

elipsy.

Ve zbytku prace tak budeme jako kuzelosecky C,D ze znéni Ponceletova
porismatu (Véta uvazovat jednotkovou kruznici a elipsu s délkami poloos
a,b € C\ {0}, oboji se stiedy v pocatku souradnic A?(C) (podle sekee [L.F).

C= {[9:1 Y 2] <];>2+ <Z§)2 N Z%}

DZ{[xziyzizﬂ ’$§+y§=2’§}

2.3 Reformulace problému

Tato sekce je sepsana na zakladé zacatku kapitoly Griffiths and Harris proof
z ¢lanku Nash| (2018]).

Definujme N’ = {(p,q) € C x D | p lezi na tetné k D v bodé ¢}.
Tecna k projektivni algebraické kiivce V(f), f € Clz,y,z] v nesinguldrnim
bodé P € V(f) je V (L (P)x + 5L(P)y + 9£(P)2) (Fulton, 1984, Kapitola 1.2).

Takze pro p = [x1 : y1 : 21] a ¢ = [x2 : Yo : 25] miZeme N’ algebraicky zapsat jako

N ={([z1:y1: z1]s[v2 1 Y2 : 29]) |

12 N 2 2 2 2 2
(a) +<b) = 21,75 T Yy = 23, T1T2 T Y1Y2 = 2122 ¢ -

Obecnym bodem p € C prochéazi dvé tecny k D (napt. opét podle knihy
Fulton, 1984, Kapitola 1.2). Tudiz mame na N’ prirozenou involuci ip : N' — N’,
kterd zobrazi (p,q) na (p,q'), kde ¢’ € D lezi na druhé tecné k D z bodu p nez
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q. Body (p,q), p € CN D, prochazi jedina tecna k D. Takové body jsou presné
pevné body involuce ip.

Také na kazdé tecné k D lezi pravé dva body z C. Tim ziskame druhou involuci
ic : N' — N’ prehazujici body p na stejné tecné. Slozeni involuci oznacime
T:iDOiciN,—)N/.

Ponceletovo porisma tika presné to, ze T™ ma pevny bod pravé tehdy, kdyz
je to identické zobrazeni.

Dale dokazeme, ze N’ je eliptickd kiivka, na které mame grupovou strukturu.
Staci tedy ukéazat, ze T je vzhledem k této grupové strukture translace, neboli
existuje s € N’ takové, ze T zobrazi kazdy prvek r € N’ na r + s. Pak i T™ bude
translace a jedina translace s pevnym bodem je identické zobrazeni.

Nejdiiv se pustime do zduvodnéni, pro¢ je N’ eliptickd kiivka a to tak, Ze po-
moci sekei ukézeme, ze N’ je izomorfni znamému tvaru eliptické kiivky.
K vyse zminénym involucim se vratime v sekci [2.12]

2.4 Stereograficka projekce

Méjme v A*(C) elipsu s rovnici (£)* + (¥)* = 1, neboli afinni ¢dst C. Nyni
ukazeme zobrazeni ptimky na tuto elipsu a néasledné naopak zobrazeni elipsy na
primku. Prace s afinni c¢asti kruznice D je specidlnim pripadem pro a = b =
1. Tyto kifivky budeme v souladu s definici znacit C, a D,. Toto znaceni
vyuzijeme hlavné v sekei 2.7

2.4.1 Zobrazeni primky na elipsu

bx + cy = be

(¢,0)

Obrézek 2.2: Zobrazeni piimky na elipsu v R

Nejdiiv zobrazime primku y = 0 na elipsu. Bod (0,0) zobrazime na vrchol
elipsy (0, —b).

Zvolme bod (¢,0), ¢ # +ia, 0 na piimce y = 0. Nase zobrazeni priradi to-
muto bodu takovy bod elipsy, ktery zaroven lezi na primce urcené bodem (¢, 0)
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a vrcholem elipsy (0, b), neboli na primce s rovnici bz + cy = be. Po dosazeni za
y z rovnice primky do rovnice elipsy mame
2 b2 2b%cx r? 2 2

| )
a?  c2bh? c2bh? a? * c? c

A jelikoz x # 0, nebot hledame druhy prisecik primky s elipsou nez vrchol (0, b),
dostavame
2a’c b(c? — a?)
T= g Y= g
C2 + CL2 CQ + CL2
Vsimnéme si, ze toto vyjadieni dava smysl i pro ¢ = 0 a obraz (0,0) vychazi opét
(0, —b).
Provedeme substituci s = ¢, 5 € C\ {%i} a definujeme zobrazeni z komplex-

nich cisel na elipsu
2 21
s — < as_ bls )> . (2.1)

241" s241

2.4.2 Zobrazeni elipsy na primku

(0,b)
b—gq
(P, q)
P
N(bbpq’o)
(07 O) (a, 0)

Obréazek 2.3: Stereograficka projekce elipsy v R

Nyni naopak elipsu promitneme na primku y = 0. Bod elipsy (p,q), ¢ # b,
zobrazime na prisecik pifimky y = 0 a primky urcené bodem (p,q) a vrcholem
elipsy (0,b). Tedy (p,q) se zobrazi na (bl:—pq,O). Definujme zobrazeni z elipsy na
komplexni cisla

bp
(p,q) — m-

Do vzorce jsme pridali a kvili zminéné substituci, takto budou toto zobrazeni a
zobrazeni [2.1] vzdjemné inverzni.
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2.4.3 Prevod N na M

Stereografickou projekci z komplexnich ¢isel na jednotkovou kruznici ziskame
z predchoziho dosazenim a =1 a b = 1. Pak pro t € C\ {£i} mdme

. 2t t*-1
24+1U+1)
Uvazujme N afinni verzi N’,

T 2 2
N = {(($17y1)a($2ay2))|<;> + <?§> =1,25+y5 =L, 2120 + Y192 = 1}-

Pomoci streografické projekce miizeme N zjednodusit tak, ze x1, yy, €2, y2 na-
hradime s,t a zachovame posledni rovnici urcujici, ze bod kruznice a elipsy lezi
na tecné ke kruznici.

7 ‘ v Ve . v 2t 21 s« Ot 21
Pro zvolené t ma te¢na ke kruznici v bodé <t2+1, t2+1) rovnici 257 + Fry —
2as b(s2—1)

1 = 0. Dosadime-li vyjadreni soustredné elipsy v = 3% ay = dostaneme

82+1 )

dast b(s? —1)(t? = 1)

(s2+1)(t2+1) (s2+ D) +1) —1=0.

Ziskali jsme
M = {(s,1) € C* [dast + b(s* = 1)(* = 1) — (s + 1) + 1) =0} .

Prestoze jsme u zobrazeni z primky na elipsu a kruznici uvazovali s,t # =i,
v definici M nam tyto body nevadi, k vysvétleni se dostaneme v sekci [2.7]

2.5 Ireducibilita M

Oznac¢me
f=dast+b(s* = 1)(t* = 1) — (P + D>+ 1)
= (= + D) +b(s* = 1)) £ + (das)t + (—(s>+ 1) = b(s* = 1)) .

Pokud je f ireducibilni polynom nad C, pak M = V(f) je podle tvrzeni
afinni varieta.

Véta 2.8 (Gaussovo lemma). Bud’ R gaussovskij obor a K jeho podilové téleso.
Ireducibilni prvky v Rlx| jsou prdve

o prvocinitele p € R a

o primitivnd nekonstantni polynomy g € R[x], které jsou ireducibilni jako
proky Klz].

Diikaz. Viz [Kala) (2020). 0

Pro R = C[s] a K = C(s) mame, ze f je ireducibilni v C|s|[t], praveé kdyz je
primitivni a ireducibilni jako prvek C(s)[t]. Tedy se staci podivat na primitivitu
f € Cl[s][t] a ireducibilitu f € C(s)][t].
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Lemma 2.9. Polynom f € C[s][t] je primitivn.

Diikaz. Pfipomenme, ze a,b € C\ {0}. Primitivita znamend, ze NSD koeficientii
méa byt jedna. Nam staci vzit pouze koeficienty konstantniho a kvadratického
¢lenu.

NSD(—(s*+1) = b(s* = 1), —(s* + 1) + b(s* — 1))
= NSD(—(s*+1) — b(s* — 1),2b(s* — 1))
= NSD(—(s* +1),2b(s> — 1)) = NSD(—(s* + 1), —4b) = 1

Zde vyuzivame Eukleidiv algoritmus a to, ze NSD je urcen az na asociovanost,
takze nasobky z C nemusime resit. O]

Lemma 2.10. Jako polynom vt je f ireducibilni nad C(s) prdvé tehdy, kdyz jsou
splnény podminky (x) a # £1, b # +1 a a # +b.

Diikaz.
f= (—(82 +1) +b(s* — 1)) t* + (4as)t + (—(82 +1) — b(s* — 1))

Jako polynom v proménné ¢ je f kvadraticky, rozklada se tedy pravé tehdy, kdyz
jeho diskriminant D je ¢tverec.

D =4((b* — 1)s* + (=2 + 4a* — 20*)s* + (b* — 1)) (2.2)

Predné pokud b = +1, pak D je c¢tverec. Dal predpokladejme, ze b # +1, to
znamend, ze vedouci koeficient D(s) je nenulovy. D je ¢tverec pravé tehdy, kdyz
existuji «, 3, takové, ze

D = (as® + Bs +7)? = a®s* + 2a8s® + (2ay + B%)s* +2Bys + 77

Po porovnani svidime, Zea =12V —1#£0,7=22vb*>—1,atedy 5 =0.
Porovnanim kvadratickych ¢lenti dostdvdme 4(—2+4a*—2b%) = 2ay = £8(b*—1).

—2+4a* — 2b* = 2(b* — 1) —2+4a® - 20* = —-2(b* — 1)
4a* = 4b? 4a* —4=0
a==+b a==1

Zjistili jsme, Ze f je ireducibilni nad C(s) pravé tehdy, kdyz jsou splnény
podminky . O

Podle Gaussova lemmatu je f ireducibilni nad C pravé pri splnéni podminek
. Pak je tedy ireducibilni i M. Jinak feceno, pti splnéni podminek je M
afinni varieta.

Situace a = +1 ani b = £1 nemuizou nastat, ponévadz v takovém pripadé by
mela elipsa s jednotkovou kruznici ndsobné priiniky a my jsme uvazovali ptripad,
kdy maji kuzelosecky pruniky ¢tyfi riizné.

Pokud a = b # %1, pak mame dvé soustfedné kruznice s rovnicemi 2?+y? = 1,
22 + % = a®. Po odeéteni druhé rovnice od prvni dostdvame 0 = 1 — a2, ale
a # £1, tudiz tyto kruznice nemaji v afinni komplexni roviné zadny prinik. Obé
kruznice maji dva body v nekoneénu [i : +1 : 0]. Z Bézoutovy véty (Fulton
2008, Kapitola 5.3) plyne, Ze aspon jeden z pruniki je ndsobny. V nasem piipadé
tedy dvé soustiedné kruznice neuvazujeme, i kdyz neni tézké ukazat, ze i pro né
Ponceletovo porisma plati.

Ve zbytku prace muzeme predpokladat, ze M je afinni varieta.
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2.6 Prevedeni M do projektivni variety

V této sekci budeme pracovat s prostorem P! x P!, coz je takzvany multi-
projektivni prostor. O téchto prostorech pojednava kapitola 4.4 v knize Fulton
(2008)).

Afinni varietu M vnoifme do multiprojektivniho prostoru P! x P! pomoci
zobrazeni (s,t) — ([s : 1],[¢ : 1]). Uzavér obrazu v Zariského topologii nazveme
M'. Ukéazeme, ze kdyz byla M afinni varieta, M’ je projektivni varieta.

Tvrzeni 2.11. Necht X,Y jsou topologické prostory, g : X — Y je spojité a
A C X je ireducibilni, pak g(A) CY je téz ireducibilnd.

Diikaz. Predpokladejme, ze g(A) = BUC, kde B a C jsou uzaviené. Jelikoz g je
spojité, g1(B) a ¢g71(C) jsou uzaviené mnoziny pokryvajici A. A je ireducibilni,
tudiz bud ¢g~!(B) = A nebo ¢g~!(C) = A. Bez Gijmy na obecnosti predpoklddejme,
ze g71(B) = A.

BCg(A)=yg(¢7'(B)) € B

Tedy B = g(A) a tudiz g(A) je ireducibilni. O

Vnoreni je spojité zobrazeni, tudiz M’ je projektivni varieta. Idedl I(M) je
hlavni, diky analogii k definici a poznamce nad ni ziskdme M’ z M homoge-
nizaci f v obou souradnicich. Varieta M’ je tvaru

M = {([s 1]yt ul) ‘4a3rtu +b(s* —r?)(t* —u?) = (s +rH) (2 + u2)} ,

2.7 Izomorfismus elipsy a primky

Ze sekce plyne, ze elipsa C, =V ((92 4 (%f _ 1) je pomoci stereogra-
fické projekce biraciondlné ekvivalentni primce, stereograficka projekce totiz dava
bijekci elipsy a primky az na konec¢né bodt na kazdé strané. Tato biracionalni
ekvivalence je dana pomoci zobrazeni:

C. — AY(C) AY(C) — C,
bx 2as  b(s*—1)
(x,y)%ia(b_y) 5 —><82+1, a1 ) (2.3)

2 2
Mezi projektivnimi uzdvéry téchto variet, tedy mezi V' <(§) + (%) — 22> —
C v P?(C) a P}(C), bude dokonce izomorfismus, jak ukédZeme ve zbytku této sekce.
Nejdiiv rozsifime vyse uvedené zobrazeni z C, do AY(C).

C — PY(C)
[x:y:z] = [bx:a(bz —y)]

Toto zobrazeni nedava smysl pro [0 : b : 1], jelikoz takovy bod by se zobrazil na
[0 : 0]. Pro tento bod zvolime alternativni predpis [z : y : 2] — [a(bz +y) : bx], to
je pro [0 : b : 1] dobfe definované.
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Ovéiime, ze [bx : a(bz — y)] = [a(bz + y) : bx], pokud maji obé strany smysl.

(bz)(bz) = (a(bz — y))(a(bz + y))

)
b2x2 — a26222 _ a2y2
0

7\ 2 Y\ 2 )
0 -
<a> b
Rovnost je ovérena, jelikoz jsme se dostali do ekvivalentniho tvaru, ktery na C

plati.

V opacném smeéru rozsitime 2.3 nasledovne:
PY(C) - C
[s:r] — [2@37" h(s? —1r?) st 4 7"2}
Toto zobrazeni je dobie definované na celém P!, nebot Zadny bod se nezobrazi

na samé nuly.

Dohromady mame izomorfismus dany vzorci
C +— P(C)

[bx : a(bz —y)] pro bz £y
[a(bz + y) : bx] pro bz # —y

{2&57‘ L b(s? —1?) 1 87 —i—rﬂ — [s:r] 9

gp:[x:y:z]—>{

Zobrazeni jsou opravdu bijektivni, coz pro vétsinu boda plyne primocare z bira-
cionalni ekvivalence 2.3l

Ovérit tuto vlastnost izomorfismu tak staci pro body C v nekonecnu, tedy
pro [£ia : b: 0] apro [0: b : 1], jelikoz (0,b) je jediny bod C., pro ktery zobrazeni
nedava dobry smysl.

Na druhé strané mame v P!(C) bod v nekonecnu [1 : 0] a jediné problematické
body pro biraciondlni ekvivalenci [+ : 1].

Ukazeme, Ze nase zobrazeni tyto body sparuje.

¢ ([£ia : b:0]) = [fiab: ab] = [£i : 1] ¥ ([xi:1]) = [£ai:b: 0]
©(0:b:1]) =[2ab:0] =[1:0] Y ([1:0))=[0:b:1]

Méme tedy C = P'(C) a po dosazeni a =b=11iD = P}(C), tudiz C x D &
P1(C) xP(C). Pak N’ = M’, nebot ptepocet rovnice te¢ny obdobny tomu v sekci
nyni funguje i pro ptivodné problematické body.

2.8 Zavedeni dalsich variet

Na$im cilem je dostat se izomorfismy od N’ az do tvaru se zndmou grupo-
vou strukturou. Zatim jsme zavedli varietu M’, o které jsme ukézali, Ze je s N’
izomorfni.
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Stejné jako u prvniho izomorfismu nejdriv budeme pracovat v afinnim pro-
storu. V této sekci se dostaneme ke K a L, v dalsi sekci spocitame jejich biracio-
nalni ekvivalenci s afinni varietou M. Nésledné biracionalni ekvivalenci rozsitime
na izomorfismus mezi M’ a L', coz bude pravé varieta se zndmou grupovou struk-
turou.

Budeme pracovat s C(M) podilovym télesem souradnicového okruhu I'(M).
Funkéni téleso C(M) je jakozto télesové rozsiteni C generovano s a t, které musi
spliovat rovnici f = 0.

Prvek s je transcendentni nad C, nebof pokud by bylo algebraické, existovalo
by n € N a a; € C takové, ze 31" | a;s' = 0. JenZe to by znamenalo, Ze s nabyva
v M maximalné n hodnot, coz neni pravda.

Lemma ndm ifkd, ze pokud jsou splnény podminky [(¥)| f je jako poly-
nom v ¢ ireducibilni nad C(s). Tedy C(M) je kvadratické rozsiteni C(s) o kofen
f € C(s)[t]. U kvadratickych rozsifeni miuzeme misto korene ekvivalentné pridat

odmocninu z diskriminantu. Také ,/4(b?> — 1) € C, takze my pro jednoduchost

muzeme pridat rovnou odmocninu z ﬁ, kde D znaci diskriminant f € C(s)[t]

(viz[2.2).

42— 1) 21

—2+ 4a® — 22
Oznacéme

—2 + 4a% — 22
c= .
b2 —1

Funkéni téleso C(M) je generovano nad C prvky s a d = ,/ﬁ. 7 variety M
jsme se dostali ke

K ={(s,d) | d*=s*+cs*+1}.
Nyn{ zavedeme jesté L = K pridanim w = s?,

L={(s,dw)|d*=w’+cw+1,w=s}

2.9 Biracionalni ekvivalence M, K a L

Ukazeme, ze M a K jsou biracionalné ekvivalentni pomoci vzorct pro vypocet
kvadratické rovnice.
Méjme kvadratickou rovnici at? + St + v = 0. Pro nas plati

a= (—(s2+1)+b(52—1)) f=4das = (—(52—{—1)—6(32—1)).

Vezmeme diskriminant D = 32 — 4oy, pak vime, Ze jedno FeSeni je

_ —B+VD _ —p+2dV? -1

t
2x 2x

20



Tedy d muzeme vyjadrit jako
2at +
2v02 — 1

To nam dohromady dava biracionalni ekvivalenci mezi M a K.

d:

M+— K

20t +
(s,t) — (s,m>
<s,_ﬂ + 2dV/b? — 1) o (sd)

2

Pak jisté mame i biracionalni ekvivalenci mezi M a L.

M +— L
20t + 58,

(S,t) — <S,m,s >
_ s b_132— b+1 . 2a o g2
AT Ve+1 Vo —1 ViE—1"

— 2dv/0?% — 1
(Sv 5_’_ 2 > A (s,d,w)
«

- (o e)

(2.4)

2.10 Ekvivalentni vyjadreni ¢ a d

Nyni se vratime ke kvadratické rovnici at? + St + v = 0. Jeji feseni miizeme

vyjadrit ve tvaru ¢y = %. Pokud t # 0, mfizeme rovnici pienasobit t=2 a

ekvivalentné feSit rovnici v¢ 2 + St~! +«a = 0. Diskriminant této rovnice je stejny
BHF\F 2y

a FeSen{ jsou ve tvaru ¢ 2= o , tedy 12 = —3=vD"

Ukézeme, ze pokud maji obé vyjadreni ¢; a to smysl, davaji stejny vysledek a
poradi znamének pred v D je spravné ve vyse zminéném poradi.

—8+VD 2y —6-VD 2y

T -~ —B-+D O - —B+VD (25)
i i
(—8)* = D = 4ay (—B)? — D = 4avy
i i
B2 = (8 = 4an) = day 32— (6% — day) = day

Oba pripady jsme prepsali na ekvivalentni rovnosti, které plati. Tedy pro d =
ﬁ a t = t; mizeme d vyjadrit dvéma zpiisoby:
2at + ﬂ —fbt — 2y

ENGE 2 1)
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2.11 Izomorfismus M' a L’

V této sekci dokdzeme, ze mezi projektivnimi varietami
M = {([3 1]yt ul) ’4a3rtu +b(s? —rH)(t? —u?) = (s> + 1) (12 + UQ)}
al = {[s:d:w:z] ! d2=w2+cwz+z2,wz:52} (2.7)

je dokonce izomorfismus.

2.11.1 M — L/

Nejdriv se podivame na zobrazeni z M’ do L'.

Jelikoz ([x1 : y1],[x2 : vo]) a ([Ax1 : Ayal,[pxe : pye]), A\, p € C\ {0}, uréuji
stejny prvek M’, nesmi se zobrazit na dva ruzné prvky L’. Pro afinni body M’,
pro které uz mame definovanou biraciondlni ekvivalenci 2.4 budeme chtit, aby
obé zobrazeni souhlasila.

Zobrazeni z M’ do L' tak ziskdme z homogenizaci v obou dvojicich sou-
radnic:

([s:r],[t:u]) — [sru ; (UZ:LiSQ - 1/21—17“2) t+ \/;a__lsru st

(2.8)

Je potreba ovérit, jestli se néktery bod nezobrazi na samé nuly, pro takové body
bude treba najit alternativni vzorec.

Pro u # 0 bude tfeti nebo ¢tvrta souradnice obrazu nenulova, jelikoz nemiize
nastat s = r = 0. Pro v = 0 bude nulova prvni, druhd i tfeti souradnice a

druh4 se zjednodusi na (, [ts? — ,/Z%TQ) t, coz se rovnd nule pravé tehdy, kdyz

[s:r]=[Vb+1:+Vb—1].
K nalezeni alternativniho vzorce pouzijeme druhé vyjadieni d z 2.6 Po dosa-
zeni za «,(,y mame

p \/b—1+\/b+12 1 2a
= |- Pl 5.
b+1 b—1 t Vb2 -1
Obdobnym zpiisobem jako jsme ziskali dostaneme
b—1 b+1 2
([s:r][t:u]) — [srt : (— mﬁ + \/1:132> u— 2(1 srt st rt| .

b?—1
(2.9)
To zobrazi body ([vb+1:+vb—1],[1:0]) na [£vb? —1:4+2a:b—1:b+1].

Body M’, které dava smysl zobrazit pomoci i 2.9 se v obou p¥ipadech
zobrazi na stejny prvek L.

Tyto body maji souradnici u i ¢t nenulovou. Jediné body M’ s u = 0 jsou
([Vb+1: £vb—1],[1 : 0]), pro které nedéva smysl prvni zobrazeni. Body M’
st =0 jsou ([v/b—1:+vb+1],[0: 1]), pro které zase nedava smysl druhé zob-
razeni. Pokud u # 0 # t, pak se obrazy obou zobrazeni rovnaji az na % nasobek,
druhé souradnice se shoduje diky rovnosti [2.6] zbylé se shoduji trividlné.
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211.2 L' —> M

Ted se podivame na zobrazeni z L' do M'. Opét se budeme snazit rozsitit
biraciondlni ekvivalenci 2.4l

[s:d:w:z] — ([s:2],[-2as +dV®—1:(b— 1w — (b+1)z]) (2.10)

Zobrazeni neni dobfe definované pro body L', jejichz obraz by mél v prvni nebo
druhé dvojici souradnic obé souradnice nulové. Pro takové body nalezneme jiné
zobrazeni.

Prvni dvojice souradnic je nulova pravé tehdy, kdyz s = 0 = z. Pak jisté
w # 0, protoze v opa¢ném piipadé by z rovnosti d? = w? + cwz + 22, kterd plati
na L', plynulo, Ze jsou nulové vsechny ¢tyfi souradnice, coz neni mozné.

Diky rovnosti wz = s? z definice L’ plati [s : z] = [w : s, maji-li obé strany
smysl. Tedy pro body s = 0 = z nahradime v [2.10] [s : 2] za [w : s].

Alternativni vzorec pro body, ve kterych je druha dvojice souradnic nulova,
najdeme pomoci rovnosti 2.5 Po dosazeni do druhého vyjadieni ¢; dostaneme

(=1 = (b+ 1w
—2as —dvVb2 =1

Tudiz jako ndhradni{ vyjadieni druhé dvojice soutadnic zvolime [(b—1)z—(b+1)w :
—2as — dv/b? —1].

Nemiize se stat, ze by v obou vyjadrenich druhé dvojice souradnic vychazely
dvé nuly. Jinak by se i soucet prvni souradnice v prvnim vyjadreni a druhé v dru-
hém rovnal nule, neboli —4as = 0. Pak s = 0, nebot a # 0. JenzZe pak by z rovnic
z definice L' a rovnosti (b — 1)z — (b + 1)w = 0 vychdzely nulové i w,z,d.

Jesté ovérime rovnost obou vyjadieni pro body, kde obé davaji smysl.

(—2as + dvVb? —1)(—2as — dVb?> — 1) =
(b=1)z= b+ Dw)((b—1w— (b+1)2)

4as® — d*(b* — 1) = (20* + 2wz — (b* — 1) (w? + 2?)

<= 1 < I

wz = s
4awz — d*(b* — 1) = (20* + 2)wz — (b* — 1)(w? + 2?)
—2 + 4a* — 2b*
be=—""T7p

—d?(b* — 1) = —(b* = Dewz — (b* — 1)(w? + 2?)
T & =w* + cwz + 2°
—d*(b* — 1) = —=d*(b* - 1)

Ptavodni rovnost jsme ekvivalentné upravili do tvaru, ve kterém bezpochyby plati.
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2.11.3 Cely izomorfismus
Nyni ddme dohromady vsechny vyse zminéné zobrazeni mezi M’ a L'.

M +—— L'

i (ls:rhlt:ul) — {[sru ( b1%” \/W)t—i_\/b?isru s*u ]

’ [srt ( \/Tl + 15)u—\/b22“—srt st @ 2]
([s:z],[—2as+dvb?> —1:(b— 1w — (b+ 1)z])
([w:s],[—Zas—i—d\/b?i—:(b—l)w—(b+ D2])p+—[s:d:w:z]: 9
([s:2],[(b—1)z — (b+ 1w : —2as — dy/b% — 1))

H

(2.11)

Ctvrté kombinace vzorcti u ¢ neni potieba, nebot pokud s = 0 = z, pak w,d # 0
a protoze b # +1, je moiné pouzit treti kombinaci.

Aby zobrazeni [2.11] davala izomorfismus, zbyva zdivodnit, ze davaji bijekci
boda M’ a L'. Vetsmu afinnich bodi uz méame sparovanou pomoci biracionalni
ekvivalence 2.4] tuto vlastnost tedy staci ovétit pro koneéné bodu, které biracio-
nalni ekvivalence vynechava a pro body v nekonec¢nu.

Zobrazeni zminéné v z M do L je dobte definované na celém M. V M’
mame oproti M navic ¢tyfi body v nekoneénu ([vb+1 : £v/b—1],[1 : 0]) a
([1:0],[vb+1:£vb—1]).

V L' jsou dva body v nekone¢nu [0 : 1 : 41 : 0]. Navic zobrazeni z L do M
zZ neni definované pro w = %, coz splnuji hned ¢tyti body L. V L' je muzeme
zapsat jako [£vb0? —1:4+2a:0+1:0—1]a V0> —1:F2a:b+1:b—1].

Cty¥i nedofesené body z M’ a ¢tyii nedoresené body z L' nase zobrazeni]m
paruje nasledovné.

o (([1:0,[Vo+1:+vb—1)))
P ([0:1:+1:0])

0:vb—1 ::I:\/b—l:O]z[O:l::I:l:O]
([1:0),[VB2=T1: £(b—1)])
(1 O, [Vb11:+ (b—l)])

o((VO+T:£vb—1)1:0)) = (V0P —1:F2a:0+1:b—1]
Y([EVE —T:F2a:b+1:b—1]) =
= (VP =T:b—1],[-4b: 72V — 1+ 2aV5? — 1])
= (Wb +1:+vb—1],[1:0))
Zbivé se podivat, kam se zobrazi body [£v52 — 1 : +2a:b+1:b— 1.
U([EVEE=T:42a:b+1:b—1]) = ([Vo+1: Vb= 1],[b: av/b? — 1))

Zobrazi se tedy na body L', ukdzeme, Ze ¢ tyto obrazy zobrazi zase zpét na
puvodni body M’.

o ((Wb+1:—vb—1)[~b:avBZ 1)) =
- [”b2_1b:2ab: (b+1)(—0b): (b_l)(—b)} :[\/1)27—1:2(1:1)—1—1:17—1}

To znamena, ze jsme opravdu nasli izomorfismus projektivnich variet M a L'.
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2.12 Dokonceni dukazu

V sekci jsme zavedli N” a zduvodnili, Ze pro dikaz Ponceletova porismatu
nam staci ukéazat, ze T = ip oic : N' — N’ je translace. V dalsich sekcich jsme
se z N’ dostali pres M’ az k L' a dokazali, ze N' =2 M’ = ['. Nyni se podivame
na to, jak budou nase involuce vypadat v téchto izomorfnich varietach. K praci
s involuci v L' se ndm bude hodit znét jeji grupovou strukturou.

2.12.1 Grupova struktura L’

Projektivni varieta L/ je jakozto primik dvou kvadrik elipticks kiivka,
tomuto tvaru se také iikd Jacobiho tvar eliptické kiivky. Na L' méame podle
kapitoly 4, predev$im 4.1 a 4.2, ¢lanku Hisil a kol.| (2009)) nésledujici grupovou
strukturu.

o Jednotkovy prvek grupy je [0:1:0: 1].
o Inverzni prvek k [s:d:w: z] je [—-s:d:w: z].

o Pro body [s1:dy :wy 1 z1] # [s9: dy : wy : 25, pro které se alespori jedno ze
21, z2 nerovnd nule, mame grupové scitani [sy : dy : wy @ 21 + [s2 1 dy : wo -
22] = [83 . dg L Ws 23], kde

s1dy — d152) W1Zg — 21w2)7

W22 — Z21W2

51d2 — d182) .

Y

s3 = ( (

ds = (didy — ¢8152) (w129 + z1w2) — 25159(21 22 + Wiws),
_ 2

w3 = ( )

z3 = ( 2

e Probod [s:d:w: z], mdme secteni bodu se sebou samym jako 2[s : d : w :
z] = [s3:ds:ws: z3), kde

s3 = 2sd(22* + cs® — d?),

ds = 2d*(d* — cs?) — (22% + ¢s* — d*)?,
ws = (2sd)?,

23 = (227 + s — d*)2.

Zbyva soucet ruznych bodt, které maji oba nulovou posledni soufadnici. V L'
jsou takové body jen [0 : £1:1:0]. Jelikoz [0: —=1:0:1] —[0:1:1:0]=][0:
—1:0:1]4[0:1:1:0/=[0:—-1:1:0], vychaz{i [0:1:1:0]+[0:1:—-1:0] =
0:—1:0:1].

2.12.2 Involuce

Nyni uz se dostavame k involucim ip a 2¢. Nejdiiv se zaméfime na involuci
ip. Ta dvojici (p,q) € C x D zobrazi na (p,¢'), kde ¢’ lezi na druhé tecné k D
z bodu p nez q.

V M’ bude tato involuce zobrazovat bod ([s : r|,[t : u]) na jediny dalsi bod
M’ s prvni dvojici soufadnic stejnou, tedy na ([s : r],[t’ : u']), protoze souradnice
urcujici bod na C musi zistat stejné.
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Ted ji prevedeme do L’ pomoci zobrazen{[2.11} Pokud u # 0, respektive u’ # 0,
necht u, respektive v/, je rovno 1, v opaném pripadé necht ¢, respektive ¢ = 1.
Pak vidime, ze obrazy ([s : r],[t : u]) a ([s : 7],[t' : «/]) v L' se mohou lisit
pouze v druhé soutradnici. Z definice L' (2.7) plyne, Ze nase involuce zobrazuje
[s:d:w:z]nas:—d:w:zl.

Z vyse uvedené grupové struktury vychdzi pro vSechny [s : d : w : z] € L
[s:d:w:z]+[s:—d:w:z]=[0:—-1:0:1]. (Jde pouze o dosazeni do
uvedenych vzorct, které jsem pro jednoduchost provedla v Mathematice.)

[zomorfismus eliptickych krivek coby projektivnich variet jesté nemusi byt
grupovy izomorfismus, protoze jednotkovy prvek muze byt zvolen na kazdé jinak.
Ovsem podle prikladu 4.7 na strané 71 v knize Silverman| (2009)) je kazdy mor-
fismus eliptickych kfivek slozenim grupového homomorfismu a translace. Proto
k vyjadreni vyse priddme na pravou stranu jednotkovy prvek grupy. Mame |[s :
d:w:z]+[s:—=d:w:2z=1[0:—=1:0:1]4+[0:1:0: 1], tedy na obou stranach
soucet dvou prvku, takze libovolna translace tuto rovnost zachova. Po prevedeni
zpét do variety M’ pomoci 2.11] dostaneme ([s : ][t : u]) + ([s : 7],[t' : «/]) = ([0 :
1],[Wvb—1:—=vb+1])+ ([0: 1],[v/b — 1 : v/b+ 1]). Nase involuce ma v M’ tvar

([s:r],[t:u]) — kp — ([s:r],[t: ul),

kde kp = ([0: 1],[vb—1: =vb+ 1))+ ([0: 1],WVb—1:vVb+1]).

Obdobné muzeme rozebrat i druhou involuci i¢, kterd prehazuje body C lezici
na stejné tecné k D. Staci brat polynom f v sekei jako polynom v s nad C(t) a
nasledné pokracovat totoznym zpusobem jako v kapitolach [2.8H2.T1] Pak budeme
mit v M’ vyjadreni

([s 27t ru)) — ke — ([s :r].[t - u]),
kde k¢ je opét pevny bod v M’.

SloZenim obou involuci v M’ ziskdme

T([s:r],[t:u]) = (ipoic)([s:r],[t:u]) =
=iplke — ([s:r],[t :u])) = ([s:r],[t: u]) + kp — ke,

kde T, ip i i¢ jsou izomorfni obrazy v M’ stejné pojmenovanych zobrazeni v N'.
To znamena, ze T je vzhledem ke grupové strukture translace, tedy 7™ je také
translace a jedina translace s pevnym bodem je identita, coz jsme chtéli dokazat.
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Z.aver

V této praci jsme uvedli kompletni dikaz Ponceletova porismatu. V prvni
kapitole jsme zavedli teorii potfebnou pro hlavni ¢ast prace. V kapitole druhé
jsme se vénovali diitkazu. Na rozdil od jinych dohledatelnych zdroji jsme uvedli
radné zduvodnéni, proc¢ stac¢i vétu dokazovat pouze pro soustrednou kruznici a
elipsu. V dalsi ¢asti dukazu jsme ukézali, Ze varieta N’ je eliptickd kiivka, a to
tak, ze jsme spocitali izomorfismus s Jacobiho tvarem eliptické ktivky. Znamou
grupovou strukturu Jacobiho tvaru jsme vyuzili k dokonceni dikazu.

Existuje i nékolik dalsich dikazt Ponceletova porismatu. Znamym algebraic-
kym dikazem je dukaz Griffitse a Harrise, ve kterém se stejné jako v nasem
dukazu vyuziva, ze N’ je elipticka kiivka, ovSem misto pfevodu na znamy tvar
eliptické kiivky se zde dokazuje, ze N’ je projektivni nesinguldrni kfivka rodu
jedna. Naopak prikladem analytického ditkazu je dikaz vznikly spojenim mysle-
nek Bertranda, Jacobiho a Schoenberga. V ném se pracuje se sousttednou kruznici
a elipsou nad R. Vyuziva se vhodné zvolené miry na vnéjsi kruznici takové, ze ob-
louky prislusici libovolné tec¢né k vnitini elipse maji stejnou hodnotu. Podrobnéjsi
nastin dikazi lze nalézt na strance Nash (2018]).
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