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Uvod

Uvazujme pyramidu sestavenou z kouli. V nejvyssi vrstvé je jedna koule,
v dalsi ¢tyri, ve treti vrstve deveét kouli atd. Kdyz pyramida spadne, je mozné
koule preskladat do tvaru ¢tverce? V pyramidé o x vrstvach je

D2z +1
12+22+~~+x2:x(x+ >6( z+1)

kouli. Chceme védét, jestli je tento vyraz roven druhé mocniné prirozeného cisla,
tj. hleddme celociselné Teseni rovnice

s w(r+1)(27+1)
v 6

Rovnicemi tohoto druhu, tzv. diofantickymi rovnicemi, se zabyvali uz staii
Rekové. Pokud se neomezime jen na celo¢iselna feseni, pak polynomialni rovnice
definuji algebraické kiivky, jeden ze zédkladnich pojmu algebraické geometrie. Rov-
nice z predchoziho odstavce predstavuje specialni typ kiivky — eliptickou ktivku.
Ty jsou predmétem obsahlého vyzkumu a maji aplikace v kryptografii, o kterych
pojednéava napt. [Washington| (2008)).

Geometrické vysledky, jichz bylo dosazeno v 19. stoleti zejména v oblastech
projektivni a neeukleidovské geometrie, umoznily propojeni algebry a geometrie.

Chceme ukéazat souvislost mezi algebraickymi kfivkami a Riemannovymi plo-
chami. Vylozime péatou kapitolu z knihy Kirwan| (1992) a doplnime nékteré du-
kazy. Konkrétnim cilem je dokazat, ze nesingularni algebraicka kfivka mé holo-
morfni atlas, a to dale pouzit k dikazu, ze eliptické krivky lze parametrizovat
pomoci zobrazeni z komplexniho toru.



1. Weierstrassova gp-funkce

Definice 1. Bud zy € C a f funkce definovand na néjakém okoli bodu zy. Rek-
neme, Ze f je holomorfni v zy, pokud existuje vlastni limita limy_, M,
a tuto limitu nazveme derivaci f v bodu zy. KdyZ G C C je otevrend a f : G — C,
rekneme, Ze f je holomorfni na G, pokud je holomorfni v kaZdém bodu mnoziny

G.

Definice 2. Bud W C C oteviend. Rekneme, Ze mnoZina P je izolovand v W,
pokud pro kazZdy bod x € W existuje jeho prstencové okoli O C G takové, Ze
PNO=0.

Definice 3. Funkci f : W — C U {co} nazveme meromorfni na W, jestlize f je
spojitd a existuje mnozina P izolovand v W takovd, Ze f je holomorfni v W\ P
a v kazdém bodu mnozZiny P md pol.

V této situaci existuje pro libovolny bod a € P néjaké m > 0 takové, ze
muzeme f rozvinout do Laurentovy rady

o0

f(z) = Z h(z—a)",0<|z—al <,

n=-—m

kde c_,, # 0. Hodnotu m nazyvame nasobnosti pélu. Hodnotu koeficientu c¢_;
nazyvame reziduem funkce f v bodé a a znacime ho res(f(z),a).

Bud [a,b] C R interval. Spojité zobrazeni v : [a,b] — C nazveme kiivkou v C.
Pokud lze v rozsifit na néjaky otevieny interval obsahujici [a,b] tak, Zze v je na
tomto otevieném intervalu spojitd, fekneme, ze 7 je hladkd. Pokud ~v(a) = v(b),
fekneme, Ze v je uzaviend; pokud 7|4 je prosté, fekneme, Ze 7 je jednoducha.

Kdyz existuje déleni a = a9 < a; < --+ < a, = b intervalu [a,b] a hladkd
zobrazeni v; : [a;—1,a;) — W, 1 < i < n takové, ze y(t) = vi(t), t € [ai_1,a],
rekneme, ze v je po c¢astech hladka.

At f: W — C je spojitd funkce a 7 : [a,b] — W je po castech hladka krivka,
pak definujeme integral f podle krivky v predpisem

b
[ f@z = [ fn/

Ve zbytku kapitoly se budeme zabyvat specidlnim druhem kiivek. Specilni
kiivkou budeme rozumét jednoduchou uzavienou kiivku, kterd je po castech
usecka, tj. zobrazeni +; jsou usecky v C. Pak podle Jordanovy véty (Vesely, 2000,
str. 36) existuje souvisld omezena mnozina Int(y) takova, ze v je jeji hranice.
Tuto mnozinu nazyvame vnittkem ~.

Véta 4 (Cauchyho véta). Bud v specidlni krivka v C a necht f je funkce holo-
morfni na néjaké oteviené mnoziné W C C obsahujici Int(vy). Potom

/vf(z)dz = 0.

Véta 5 (Cauchyho reziduova véta). Bud «y specidlni krivka v C a necht funkce
f je meromorfni na néjaké oteviené mnoziné obsahujici Int(7y) s konecné mnoha
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poly ay,- -+ ,ay, tak, Ze {ay,--- ,a,} C Int(y) a navic Zidny z poli neleZi na .
Potom plati

/ f(2)dz = £2mi ) res(f,a;).
Y j=1
Véta 6 (Morerova véta). At W C C je oteviend a f: W — C spojita. Jestlize

Lf(z)dz =0

pro kazZdou specidlni krivku v v konvexni otevrené podmnoziné W, pak f je holo-
morfni na W.

Vsechny tyto véty se daji zobecnit pro vétsi mnozinu krivek. Jejich dikazy
uvadi |Vesely| (2000). S jejich pomoci lze dokazat nasledujici vétu.
Véta 7. At W C C je otevrend a bud (f, : W — C)°_; posloupnost holomorfnich

funkci, ktera stejnomérne konverguje k funkci f : W — C. Potom f je holomorfni
na W a derivace f), konverguji stejnomerné k f' na W.

Diikaz. (Veselyl 2000, str. 109)

Snadnym dusledkem Véty [7] je tzv. Weierstrassuv M-test.

Disledek. At W C C je oteviend a (f, : W — C)72; je posloupnost funkef
holomorfnich na W. Oznacme |f,| = sup{|f.(2)| : 2 € W}. Necht existuji kladna
realna cisla M, takova, ze | f,| < M, pro kazdé n € Nartada ) ;> M, konverguje.
Potom tada Y >°°, f,(2) konverguje stejnomérné na W k holomorfni funkei f(2)
splitujfet f(=) = oy f4(2).

Diikaz. Oznacme s, n-ty ¢astecny soucet rady Y fi. Pak pro m > n plati odhad

Sup{'fm(z) - fn(z>| HEAS W} S Mn—i—l +-+ Mm7

a protoze Y M, konverguje, tak je posloupnost {s,} stejnomérné cauchyovska.
Tedy 22, fir konverguje stejnomérné a zbytek tvrzeni pfimo plyne z véty [7]
O

Definice 8. Budte wy,ws nenulovd komplexni cisla linedrné nezdvisld nad R. Pak
A = {nw; + mw, : n,m € Z} nazveme mrizi v C.

Lemma 9. Existuje 6 > 0 takové, Ze pro vsechna x,y € R plati

|zwy + yws| > dy/x2 + 2.

Diikaz. Definujme funkci f : [0,27] — R predpisem f(p) = |(cos ¢)wi+ (sin @)ws|.
Interval [0,27] je kompaktni a f je spojitd. Tedy f je omezend a nabyvéa svych
extrému. Protoze w; a wy jsou linedrné nezavisla nad R, tak f(¢) > 0 pro vSechna
@ € [0,27]. Tedy existuje 6 > 0 takové, ze f(¢) > d pro vsSechna ¢ € [0,27].

Pro libovolnd x,y € R obé nenulova existuje pravé jedno r > 0 a ¢ € [0,27]
takové, ze x = rcosp ay = rsin . Tedy |xw; +yws| = |r(cos p)wy +7(sin p)ws| >
|or| = dv/x? + y°.

O



Véta 10. Bud' A mriz v C. Pak existuje meromorfni funkce p(z) na C definovand
vztahem
plz) =27+ > ((z —w) - w’z),

pro jejiz derivaci plati

Diikaz. Zvolme R > 0 libovolné a polozme Ap = {w € A : |w| < 2R}. Potom
z Lemmatu [J] plyne, ze Ag C {nwi + mws : nym € Z,n* +m? < 4R?67%}, a tedy
Agr C A je konecna.

274 (zmw) =Wt = (z_2+ > (z—w)_Q—w_Z)—i-( > (z—w)_Q—w_Q)

A\{0} AR\{0) A\Ar
(1.1)

Prvni s¢itanec na pravé strané rovnice [I.1] je meromorfni. Dokazeme-li, Ze
druhy sc¢itanec konverguje absolutné stejnomérné na mnoziné {z € C : |z| < R},
pak je tato suma podle Weierstrassova M-testu holomorfni, a tedy je celd prava
strana rovnice meromorfni na mnoziné {z € C : |z| < R}. Z M-testu navic plyne,
ze lze fadu derivovat ¢len po clenu, a tim dostaneme i druhou ¢ast tvrzeni.

Zvolme w = nwy + mws € A\ Ag. Je-li navic |z| < R, pak |z| < 1|w], a tedy
|z —w| > Lw|. Kdyby |z — w| < ], pak |w]| < |z] + |z — w| < iw| + F|w], coz
je spor. Tedy |z — w|™2 < 4|w|™2. Navic [2w — 2| < [2w| + | — 2] = |2w] + |2]| <
2|w| + 3lw| = 3w

Celkem dostavame

(2 —w) 2 —w™?| = |2(2w — 2)(z — w) 2w™?|
< (5R|w[/2)/(|w[*/4)
= 10R/|w|?

< 10RS3(n? + m?) %2,

Konvergenci ¢lenti na pravé strané dostaneme ze srovnavaciho kritéria

Z (n2 + m2)73/2 _ io: Z (n2 + m2)73/2

(n,m)#(0,0) k=1 maz(|n|,|m|)=k

< 82]{’2 < 00,
k=1

—3/2

nebot 3,0z (jnl,fm)=k(1° + m?) ma 8k scitancu a plati

(n2 + m2)—3/2 < (]{32)_3/2 _ k_3,

takze celkem
S P mH) <8k kT =8k
maz(|n|,|m|)=k
Tedy pro libovolné z € C lze zvolit R > 0 tak, ze néjaké okoli z je v mnoziné
{z € C: |z] < R}, a tedy je p(z) na tomto okoli meromorfni. Tim padem je p(z)
meromorfni na C.
O



Definice 11. p(z) se nazjvd Weierstrassova p-funkce mrize A.

Lemma 12. p(z) = p(—2) = p(z + () pro kazdé z € C a ( € A.

Ditkaz. Kdyz ¢ € A, pak ¢'(z + () = =23 ,ea(z + ¢ — w)73. Protoze fada
konverguje absolutné a w — ¢ probiha pres A, kdyz w probiha A, tak muzeme
radu prerovnat a substituovat w za w — ( a tim dostaneme

P'(z+¢) =¢(2),2€C.

7 toho plyne
p(z +¢) = p(2) + c(Q),

kde ¢(¢) nezévisi na z. Dosazenim z = —1( dostaneme

1 1
c(¢) = @(50 - @(—§C)~
Podle definice je p(—2) = 277 + L\ (o3 (2 +w) 7> —w™? a opét mizeme Fadu
prerovnat a substituovat w za —w a tim dostaneme p(—z) = p(z),z € C.
Tedy specialné ¢(¢) = p(5¢) — p(—3¢) =0, a tedy
pz+() =p(2),z2€C

Coz jsme chteli dokéazat.
]

Protoze p(z) ma v nule pdl nasobnosti 2, tak ma tim padem pély ndsobnosti
2 ve vSech mrizovych bodech. Navic je o holomorfni v libovolném bodé z € C\ A,
takze mrizové body jsou jediné poély p.

Definice 13. Funkci f : C — C spliujici Vz € C,V¢ € A : f(z+ () = f(2)
ekvivalentné Vz € C: f(z+wy) = f(2) = f(z + wa) nazveme dvojité periodickou
funkci s periodami wy, ws.

Véta 14 (Liouvillova véta). Nechl f : C — C je na C omezend a holomorfni.
Pak je f konstantni.

Diikaz. (Vesely], 2000, str. 116)
[

Lemma 15. At f je dvojiteé periodickd funkce holomorfni na C. Pak f je kon-
stantni.

Diikaz. Rovnobéznik P = {sw; + twe : s,;t € [0,1]} je omezend a uzaviena
podmnozina C. Tedy P je kompaktni. Funkce f je na C holomorfni, a tim padem
i spojitd, takze f je na P omezena.

Pro dané z € C najdeme ( € A takové, ze z + ( € P, a protoze [ je dvojité
periodickd, tak f(z + () = f(z), a tedy je f omezend na C. Tvrzeni tedy plyne
z Liouvillovy véty.

]



Lemma 16. Oznacme

go = 60 Z w
weA\{0}

g3=140 > w ™
weA\{0}

Potom p(z) spliiuje vztah:
¢'(2)° = 4p(2)’ — g20(2) — g5.

Diikaz. Funkce f(z) = p(2) — 2% = Xyen o} ((z — w) 7> — w™?) nabyva nulové
hodnoty v bodé z = 0 a je na néjakém okoli nuly holomorfni. Navic je to suda
funkce, takze jeji Tayloriuv rozvoj kolem nuly obsahuje jen sudé mocniny z. To
znamena, ze na néjakém okoli nuly plati

o(2) = 272+ A22 + pzt + 2%h(2), (1.2)
kde h je holomorfni na néjakém okoli nuly. Zderivovanim dale dostaneme
O (2) = =223 4+ 20z + 4uz® + 62°h(2) + 28K (2). (1.3)

Méjme funkci
k(2) = ¢'(2)? — 4p(2)® + 20Ap(z) + 28 (1.4)

Umocnénim a dostaneme

0(2)? = 270+ 30272 + 3u + 3(A* + h(2))2® + 6Auz? + (A* + 3p® + 6Ah(2))2°
+ 3N+ 2uh(2))2® + 3(Au® + N2h(2) + h(2)?) 2" 4+ (1 + 6 uh(2))2"?
+ 3(p2h(2) + Mn(2)?) 2" + 3uh(2)?21% + h(2)32"®
(1.5)

¢'(2)? = 4270 —8\z72 — 16p + 4(\? — 6h(2))2% — 4K/ (2)2® + 16 uz*
+ 8(22 + 3AR(2)) 2% 4+ 4NN (2)27 4 48ph(2)2® + 8uh/(2)2° (1.6)
+ 36h(2)%2™° + 6h(2)h (2) 2" + W (2)%2"2

Dosadime a do a dostaneme

k(z) = 12(\? — 3h(2))2? — 40 (2)2 + 122 pz* — 4(\3 — 1% — 5AR(2))2°
+4MR (2)27 — 12\ — 2uh(2))2® + 8uh!(2)2°
— 12(Ap® 4+ N2h(2) — 2h(2)) 2" + 6h(2)R (2) 2"
+ ((2)? — 4p® — 24 ph(2)) 2" — 12(pPh(2) + Ah(2)?) 2"
— 12uh(2)?2"% — 4h(2)32"8.

Tedy k(z) je holomorfni na néjakém otevieném okoli nuly a k(0) = 0. Protoze p
i ' jsou dvojité periodické funkce holomorfni na C \ A, tak k(z) je holomorfni
na okoli kazdého ¢ € A. To znamend, ze k(z) je dvojité periodicka funkce holo-
morfni na C, a tedy podle Lemmatu je k(z) konstantni, tj. pro kazdé z € C
plati k(z) = k(0) = 0.



Funkci f(z) mizeme v bodé z = 0 derivovat ¢len po ¢lenu. Tedy

f'z)=6 3 (z—w)™"

weA\{0}

fP)=120 > (z—w)"

weA\{0}

Pro ¢leny Taylorova rozvoje plati

NICTPS

weA\{0}
e ()
0
LGl B
24 weA\{0}

Takze

20\ =60 Z wt =g,

weA\{0}

a

281 =140 > w =g
weA\{0}

]

Véta 17. Weierstrassova funkce p : C\ A — C je na. Navic p(z) = p(w) prive
tehdy, kdyz w € A + z.

Diikaz. Zvolme ¢ € C libovolné a polozme f(z) = p(z) — ¢. Funkce f'(2)/f(2) je
meromorfni na C. Kdyz f méa v bodé zy pdél nasobnosti m, tak Laurentiv rozvoj
f na okoli zj je

_ Cm C—(m-1)
fz) = (x —2)m + (x — z)m—1 e

a rozvoj f' na tomtéz okoli je

Délenim polynomu dostavame rozvoj f'/f = —m/(z — 20) + ..., a tedy f'/f
ma v zy jednoduchy pdl s hodnotou rezidua —m. Analogicky, kdyz f ma koren
nasobnosti m, tak f’/f mé jednoduchy pél s hodnotou rezidua m. Navic f'/f
nemd jiné pély. Kdyz v je krivka v C, na které nelezi zadny koten ani pél f, tak
podle Cauchyho reziduové véty (Véta [p]) plati

/
1/ P2 g~ (v - p),
2mi Jy f(2)
kde N je pocet nul a P pocet péla ve vnittku v véetné nasobnosti.
Kofeny f tvofi izolovanou mnozinu (Vesely, 2000, Véta 8.1.8) a pdly f jsou
pravé v mrizovych bodech, takze mnozina vsech nul a péli funkce f je izolovana
v C. Kdyz je mnozina v C izolovand, pak je spocetnd (Vesely, 2000, Lemma 7.1.2).
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Zvolme a € C, polozme P(a) = {a+ swy + tws : s,t € [0,1]}. Pokud na hranici
P(a) jsou kofeny nebo pdly f, tak uvdzime rovnobézniky P(a + zw;),x € R.
Takovych rovnobéznikl je nespoc¢etné mnoho, protoze mnozina R je nespocetna,
tedy mezi nimi mtizeme vybrat takovy rovnobéznik, ze na jeho hranach rovnobéz-
nych s vektorem wy neni zadny kotfen ani pél. To lze, protoze je mnozina kofent
a polu spocetnd. Analogicky se posunutim ve sméru ws muzeme zbavit korent
a poll na hranach rovnobéznych s wy. Tedy existuji x,y € R takova, Ze na hranici
P(a+xw; +yws) nelezi zadny kotren ani pdl funkce f a za 7 zvolime hranici tohoto
rovnobézniku.

Ve vnitiku v lezi pravé jeden miizovy bod ¢ € A. Z dvojité periodicity f plyne,

ze [, %dz = 0, protoze se odectou integraly pres protéjsi strany rovnobézniku.
Tedy N = P.

Stejné jako @ i f ma pély nésobnosti dva pravé v mrizovych bodech, takze
P =2 Tedy i N = 2 a existuje néjaké wg € P(a) takové, ze f(wg) = 0, tj.
o(wp) = c. Protoze ¢ bylo libovolné, tak o : C\ A — C je na.

Protoze p(z) je sudd a dvojité periodicka, tak plati p(z) = p(wg) = ¢ pro
kazdé z € A £+ wy. Oznacme wy; € A — wy druhy koten funkce f uvniti . Po-
kud wy # wy, pak to jsou jediné koreny f ve vnittku ~, a tedy pro kotfeny plati
z € A+ wqy. Zbyva ukazat, ze kdyz naopak wy = wy, tak f ma dvojnasobny koren
v bodé wy, tj. f'(we) = 0. Ale kdyz wy = wy, tak A + wg = A — wy, a protoze
@' (2) je licha dvojité periodickd funkce, tak ¢'(wg) = —p'(—wpy) = —¢'(wp). Tedy
@' (wg) =0 a f'(wy) =0, coz jsme chtéli.

O



2. Riemannovy plochy

Bud f(z,y) nekonstantni bezc¢tvercovy polynom ve dvou proménnych s kom-
plexnimi koeficienty. Pak afinni algebraickd kiivka C' v C? definovana polynomem
f je mnozina C = {(z,y) € C?: f(x,y) = 0}. KdyZ f(x,y,2) je nekonstantni bez-
¢tvercovy polynom ve tfech proménnych s komplexnimi koeficienty, a navic f je
homogenni, tak projektivn{ kiivka C' v P? definovani polynomem f je mnoZina
C={(z:y:2) €P?*: f(z,y,2) = 0}. Je-li navic polynom f stupné 3, pak ktivku
definovanou polynomem f nazveme kubickou ktivkou.

Bod (a,b) na afinni kiivce C' se nazyva singularni, pokud plati

of _of _
%(a,b) = (a,b) = 0.
Analogicky bod (a : b : ¢) projektivni kiivky C' je singuldrni, pokud
of _of _of _
8.’13' (a,b,c) - ay (a,b,c) - 82 (a,b,c) =0.

Body, které nejsou singularni, nazyvame nesingularni. Pokud jsou vsechny body
kiivky C nesingularni, tak fekneme, ze C' je nesingularni kiivka.

At C je krivka a bud N mnozina jejich nesingularnich bodu. Definujme zob-
razeni v : C' — C? piedpisem (a,b) — (g—i(a,b), g—?};(a,b)). Potom v je spojité. Plati
v 1({(0,0)}) = C\ N. {(0,0)} je uzaviena v C? a tedy je C'\ N uzavieni v C.
Takze N je oteviena v C.

Definice 18. Bud (X,7) topologicky prostor. Rekneme, Ze X je Hausdorffiv,
pokud pro libovolné body x,y € X,x # y existuji otevrené mnoZiny XY € T
spliujicix € X,y €Y a X NY = 0.

Definice 19. At S je Hausdorffiv topologicky prostor. Rekneme, Ze S je plocha,
pokud pro kaZdy bod x € S existuje jeho otevrené okoli U C S, otevrend mnoZina
V c C a homeomorfismus ¢ : U — V. Takovy homeomorfismus nazveme mapou
na S. Atlasem nazveme mnozinu ® = {¢,, : Uy — Vo, : @ € A} map na S spliujici
S = UaeA Ua-

Kdyz ¢o : Uy = Vo a ¢p 1 Usg — Vi jsou mapy, pak ¢o(U, N Us) je ziejmé
oteviena podmnozina V.

Definice 20. Bud ® = {¢,, : U, — V., : a € A} atlas na S. Homeomorfismus
Gap = Pa © qﬁgl t 0p(Ua NUs) = ¢o(Uy N Ug) otevrenych podmnozin C nazveme
piechodovou funkci atlasu ®. Rekneme, e atlas je holomorfni, pokud jsou viechny
jeho prechodové funkce holomorfni v obvyklém smyslu jako funkce na C.

Déle budeme potiebovat komplexni verzi véty o implicitni funkci.

Véta 21. Bud P(z,y) polynom ve dvou proménnych s komplexnimi koeficienty a
xo, Yo € C splnugict
P =0 op
(x()ay(]) - # ay (‘r07y0)'
Pak existuje otevrené okoli U C C bodu xg, otevrené okoli V- C C bodu yog a
holomorfni funkce f : U — V takovd, Ze f(x¢) = yo, a pokud pro x € U,y € V
plati f(x) =y, pak P(z,y) = 0.
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Diikaz. Kirwan| (1992, Véta B.1)
[l

Véta 22. At C je afinni algebraickd krivka v C*. Oznacme N mnoZinu nesingu-
larnich bodu C'. Pak N ma holomorfni atlas.

Diikaz. Oznaéme P(z,y) polynom, ktery definuje kiivku C. At (a,b) € N, tj.
P(a,b) = 0, a navic predpokladejme %—g(a,b) # 0. 7Z véty o implicitni funkci
existuji oteviené okoli V' bodu a, oteviené okoli W bodu b a holomorfni funkce
g:V — W takové, ze kdyz x € V ay € W, pak P(z,y) = 0 <= y = g(z).
N je oteviena podmnozina C', tak muzeme zvolit V a W dostatecné malé, aby
U={(z,y) € C:2eV,ye W} bylo okoli bodu (a,b) oteviené v N. Zobrazeni
¢ : U — V definované vztahem ¢(z,y) = x je spojité a jeho inverz = — (x,9(z))
je také spojita funkce.

Analogicky kdyz g—i(a,b) # 0, tak existuje okoli U bodu (a,b) oteviené v N
takové, ze zobrazeni ¢ : U — C' definované vztahem ¢ (x,y) = y je homeomorfis-
mus na otevienou mnozinu V' C C s inverznim zobrazenim y — (h(y),y), kde h
je holomorfni.

Tedy existuje atlas na N takovy, ze kazda mapa je tvaru ¢ nebo 1. Pfechodové
funkce jsou bud identickéd zobrazeni, nebo jeden z tvart

z i (2,9(7)) = g(),

y = (h(y),y) — hy),

kde g a h jsou holomorfni. Tedy takovy atlas je holomorfni.
O

Véta plati i pro projektivni krivky, ale k dikazu potiebujeme nasledujici
lemma.

Lemma 23. At F(x,y,z) je homogenni polynom stupné d. Potom

oF oF oF
T 87(.%‘,2%2) +y- aiy(xvyrz) +z- %(l’,y,Z) =d- F(ac,y,z).

Diikaz. Pro homogenni polynom plati rovnost
F(tztytz) = t"F(zy,2).

Zderivovanim podle ¢t dostaneme:
oF oF oF
xa—x(tx,ty,tz) + ya—y(tx,ty,tz) + Za(tx,ty,tz) = At F(2,y,2),

a kdyz polozime t = 1, dostavame pozadovanou rovnost.
O

Véta 24. At C je projektivni krivka v P*(C) a oznacme N mnoZinu nesinguldr-
nich bodu C. Pak N md holomorfni atlas.
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Diikaz. Ozna¢me P(x,y,z) homogenni polynom, ktery definuje kiivku C'. Bud
(a:b:c)eC,tj. Plab,c) =0, a necht %(a,b,c) # 0. Podle Lemmatu [23 plati

oP oP oP
a- %(a,b,c) +b- a—y(a,b,c) +c- @(a,b,c) = 0.
Tedy a =c=0 = a=0b=c=0, coZ nejde z definice P2. TakZe a # 0 nebo
¢ # 0. Predpokladejme, ze ¢ # 0.
Z homogennosti P plyne
8P(a b 1) _ c_(d_l) aP

aiy ?y(abac)a

kde d = deg(P). Mizeme pouzit vétu o implicitni funkci na polynom P(z,y,1),
a tedy mame okoli V a W bodi a/c a b/c oteviend v C a holomorfni funkci
g:V — W takové, ze pro x € V ay € W plati P(z,y,1) =0 < y = g(x).
Mizeme zvolit V a W dost mala, aby
U={(z:y:2)eC:2#0,z/z2€V,y/lze W}
={(z:y:1)eC:xeV,yecW}

T
Cc C

bylo okoli bodu (a : b : ¢) oteviené v N. Zobrazeni ¢ : U — V definované vztahem
¢(z :y: z) = x/z je homeomorfismus s inverzem w — (w : g(w) : 1).

Analogicky kdyz (a:b: ¢) € Ca §2(a,b,c) # 0 # a nebo kdyz 92 (a,b,c) # 0
nebo %—f(a,b,c) # 0, pak existuje homeomorfismus ¢ : U — V', kde U je oteviené
okoli (a : b : ¢) v N, takovy, ze ¢(x : y : 2z) je roven jednomu z ndasledujicich:

z/x,y/z, 2y, x/y,y/x. Inverz ¢ je také jedno z nasledujicich zobrazeni:

w = (1:g(w):w), (g(w):w:1),(g(w):1:w),(w:1:g(w)),(1:w:glw)),

kde g : V' — C' je holomorfni.

Tedy na N mame holomorfni atlas takovy, ze kazda prechodova funkce je jed-
noho z tvart: w — w, %, g(w), -, 2 9w) ke g je holomorfni a jmenovatel je
nenulovy na definicnim oboru prechodové funkce. Takze atlas je holomorfni.

gw)’ g(w)’ w7

O

Definice 25. Bud ® = {¢, : U, — Vo : a € A} holomorfni atlas na plose S.
Spojité zobrazeni f : S — C se nazyvd holomorfni vzhledem k ® v x € S, pokud
existuje mapa ¢ : Uy — Vo v @ takovd, e x € Uy a fo o' : Vo, — C je
holomorfni v bodé ¢o(x). Zobrazeni f se nazgjvd holomorfni vzhledem k ®, pokud
je holomorfni v kazZdém bodé x € S.

Holomorfnost v predchozi definici nezavisi na volbé mapy ¢,. Je-li z € U,NU3
a ¢o : Uy = Va, ¢p : Us — V3 jsou mapy ve ®, pak ¢,(Us NU,) je oteviena
podmnozina V,, obsahujici ¢, (z) a plati

F o b3 bawany) = (fod5") 0 (dp0 d3")gawanuy)-

Protoze ¢ o ¢ ' a jeho inverz ¢, o (b? jsou holomorfni a slozeni holomorfnich
funkef je holomorfni funkce, tak fo ;! je holomorfni ve ¢, () pravé tehdy, kdyZ
fo gbgl je holomorfni v ¢3(z).

Z ptredchoziho odstavce vyplyva, ze spojita funkce f : S — C je holomorfni
vzhledem k holomorfnimu atlasu ® na S pravé tehdy, kdyz fo ¢! : V, — C je
holomorfni pro kazdou mapu ¢, : U, — V,, ve ®.

12



Definice 26. Budte S a T plochy s holomorfnimi atlasy ® a V. Spojité zobrazeni
f S — T nazveme holomorfni vzhledem k ® a W, jestlize

Ygo fo ¢;l F 9a(Ua N f_1<Wﬁ)) — Yp

je holomorfni pro kaZdou mapu ¢, : Uy — Vo, ve @ a kaZdou mapu g : Wz — Yp
v W,

Lemma 27. Budte S, T, R plochy s holomorfnimi atlasy ®,V,0. Jestlize [ :
S —=Tag:T — R jsou holomorfni vzhledem k danym holomorfnim atlasim,
pak go f : S — R je holomorfni vzhledem k holomorfnim atlasim ®,0 na S a R.

Dikaz. Bud x € S. Chceme ukazat, ze g o f je holomorfni v x. Zvolme mapy
Ga Uy = Vomna S, g : Wg — XgmnaT ab,:Y, = Z na R takové, Ze
v € Uy, f(x) € Wy, g(f(x)) € Y.

Staci ukdzat, ze 6, 0 go f o ¢, je holomorfni v bodé ¢,(x) € V,. Mnozina
Ga(Ua N f7HW5) N g 1 (f7H(Y5))) je oteviené okolf bodu ¢,(x) a plati na ni

b,0g0 fod, =(0,09005") 0 (Y0 fogrh),

coz je slozeni dvou holomorfnich funkci, a tedy holomorfni funkce.
O

Definice 28. Bud S plocha se dvéma holomorfnimi atlasy ® a V. Atlasy nazveme
kompatibilni, pokud je identické zobrazeni 1g : S — S holomorfni jako zobrazeni
z plochy S s atlasem ® do plochy S s atlasem U i jako zobrazeni z plochy S
s atlasem W do plochy S s atlasem ®.

Ztejmé plati, Zze relace byt kompatibilni“ na mnoziné atlasi je ekvivalence.
Navic plati nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 29 (Kirwan, Cviceni 5.7 (a)). Bud S plocha se dvéma kompatibilnimi
atlasy ® a V. Pak ® UV je holomorfni atlas na S.

Diikaz. Budte ¢,2 mapy v ® U W. Pokud jsou obé mapy ze stejného atlasu, pak
je jejich prechodova funkce kompatibilni z definice. Pfedpokladejme, ze ¢ : U —
Veday: W =Y eV anecht UNW # 0 (kdyby UNW = (), pak je
prechodové funkce prazdné zobrazeni a vSechny podminky splnuje trivialné).

Piechodova funkce je 1o ¢~ : ¢(UNW) — (U NW). Plati, Ze o ¢! =
1 olgop™t a funkce 1) o1lgo ¢! je holomorfni, protoze ® a ¥ jsou kompatibilni
atlasy.

Situace, kdy ¢ € ® a ¢ € VU, je zcela analogicka a prechodové funkce atlasu
® U ¥ jsou holomorfni, tedy je to holomorfni atlas.

O

Definice 30. Riemannovou plochou nazveme plochu S spolu s tridou ekvivalence
H na mnoziné holomorfnich atlasi na S. Jingymi slovy, dva holomorfni atlasy
na plose S definuji stejnou Riemannovu plochu prdave tehdy, kdyz jsou kompati-
bilni.
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Piiklad (Kirwan, Cviceni 5.7 (b)). Rekneme, Ze holomorfni atlas ® plochy S je
uplny, pokud kazdy holomorfni atlas ¥ plochy S splnuje podminku: ¥ je kom-
patibilni s & =— ¥ C &. Ukazte, ze kazda trida ekvivalence H na mnoziné
holomorfnich atlast na S obsahuje pravé jeden tplny holomorfni atlas.

Diikaz. Jednoznacnost piimo plyne z Tvrzeni[29] Jsou-li ® # ¥ dva rtzné tplné
atlasy v H, pak jsou kompatibilni a jejich sjednoceni je holomorfni atlas v H.
Sjednoceni navic obsahuje oba tyto atlasy, coz je spor s tiplnosti ® a V.

Trida H je castecné usporadand inkluzi. Chceme dokéazat, ze ma maximalni
prvek. Bud {®; : i € I} fetézec holomorfnich atlast v H. Polozme ® = (J,c; ;.
Pro libovolné mapy ¢,, ¢ € ® existuji ¢1,72 € I takova, Ze ¢, € ®;,,05 € D;,.
Protoze {®; : i € I} je fetézec, tak bud ®; C ®,,, nebo &, C ®;. BUNO
o, C ©,,. Tedy ¢, o5 € D,,. Prechodova funkce ¢, o (ﬁgl je tedy holomorfni, a
tim padem je ® holomorfni atlas. Kazdy retézec v’ H ma horni zavoru, a z Zornova
lemmatu tedy plyne, ze v ‘H existuje maximalni prvek.

O

Definice 31. Riemannovy plochy S, T nazveme biholomorfni, pokud existuje
holomorfni bijekce f : S — T takovd, Ze jeji inverz je holomorfni.

Pozadavek, ze inverzni funkce je také holomorfni, mizeme vynechat. Je-li
f: W — C holomorfni na W a prostd, pak jeji inverzni funkce f~!: f(W) — C
je holomorfni na f(W). Zvolme z € W a h # 0. Pak

| _zth—z_ EEER) - UE)
h h
_ TN+ R) = fHSR) fa+ h) — f£(2)
flz+h) = [f(z) h
Limita vyrazu v prvnim rddku napravo pro h — 0 je jedna, tedy existuje limita
vyrazu na druhém tadku. Protoze f je v z holomorfni, tak

o FGEH ) = f(2)

h—0 h

je vlastni, a tedy je vlastni i

o I+ 1)

(f(2))
h—0 f(z+h) )

(2)

-/
—f
Z véty o limité slozené funkce vyplyva, ze

pn L UEED) - ()
F(s+h)—=£(2) flz+h) = f(z)

je také vlastni, takze f~! je v f(z) holomorfni.

Afinni prostor je ziejmé Hausdorffiv, tedy i afinni kiivka je Hausdorffiv pro-
stor, a nesingularni afinni kiivka je podle Véty [22] Riemannova plocha. Jak doka-
zuje Kirwan| (1992)) na strané 42, projektivni kiivka v P? je rovnéz Hausdorffav
prostor. Véta [24] tedy iik4, Ze kdyz C je projektivni algebraické kiivka v P2, tak
je to Riemannova plocha.

Déle budeme potiebovat nasledujici vétu.
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Véta 32 (o otevienosti zobrazeni). Necht je funkce f nekonstantni a holomorfni
na otevrené souvislé mnoziné G C C. Pak je f otevrené zobrazeni G do C.

Diikaz. (Veselyl 2000, Véta 5.8.2)
[l

Navic pouzijeme i vétu o jednoznacnosti (Vesely} 2000, Véta 5.7.1). Ta riké, ze

funkce holomorfni na podmnoziné oteviené souvislé mnoziny se na tuto mnozinu
rozsiti jednoznacné.
Piiklad (Kirwan, Cvi¢eni 5.1). Budte R,S Riemannovy plochy a budte f,g :
R — S holomorfni zobrazeni. Necht navic R je souvisla a existuje neprazdna
oteviend podmnozina V' C R takovd, ze pro kazdé z € V plati f(z) = g(2).
Ukazte, ze pak pro vSechna z € R plati f(z) = g(z).

Diikaz. Budte f,g : R — S holomorfni zobrazeni a ozna¢me V = {z € R :
existuje okoli U, bodu z takové, ze (Vx € U,)f(z) = g(z)}. Pokud z € V, pak
Yu € U, je u € V, takze je V oteviena. Ukazeme-li, Ze mnozina V je uzaviena,
pak pokud je V' neprazdna, ze souvislosti R plyne V = R.

Zvolme y € R takové, ze lezi v uzavéru V. Zobrazeni f,g jsou spojita, a protoze
se rovnaji na V, tak f(y) = g(y). Vezmeme néjaké oteviené okoli Y C S obrazu
f(y) = g(y) a homeomorfismus ¢ : Y — (Y) z atlasu S a néjaké oteviené
okoli W bodu y tak, ze f(W) C Y, g(W) C Y a existuje ¢ : W' — ¢(W'), kde
W C W’'. Navic mazeme zvolit W souvislé (staci to okoli dostatené zmensit).

Definujme f : (W) — ¢(Y) predpisem f =1tho food™ a g: (W) — oY)
predpisem § = ogo ¢ L.

Protoze y € V, tak ma W neprazdny prinik s V. Tedy existuje z € VN W.
Tedy f(z) = g(x) pro kazdé z € U, NW. Takze f: ¢(W) = (Y) a g: (W) —
¥ (Y') se shoduji na nepréazdné oteviené podmnoziné ¢(WW), a tedy z Véty (Vesely,
2000, Véta 5.7.1) se shoduji na celém ¢(W). Tim padem se f a g shoduji na celém
W, a protoze W C R je oteviené okoli bodu y v R, tak z definice V plyne y € V.

[

Priklad (Kirwan, Cvic¢eni 5.2). Necht R,S jsou Riemannovy plochy, R je souvisla
(v obvyklém smyslu jako topologicky prostor) a f : R — S je nekonstantni
holomorfni zobrazeni. Ukazte, ze f(R) je oteviend v S.

Diikaz. Zvolme x € R libovolné a oznacme y = f(z) € S. Pak existuji U C
R oteviena takova, ze x € U, V C C oteviend a homeomorfismus ¢ : U —
V. Stejné tak existuji W C S oteviena takova, ze y € W, Y C C oteviena
a homeomorfismus ¢ : W — Y.

Polozme U’ = U N f~*(W). Definujeme f : ¢(U’) — (W) predpisem f =
Yo flyro ¢t Ziejmé je f holomorfni zobrazeni na C.

DokéZeme nekonstantnost f ze souvislosti R. Pouzijeme vétu o jednoznacnosti
(Vesely, [2000, Véta 5.7.1). Kdyby f bylo konstantni, pak by bylo konstantni i
zizeni f na U’. Tedy existuje p € S takové, ze (Vz € U')f(z) = p. Definujeme
zobrazeni g : R — S predpisem (Vr € R)g(r) = p. Zfejmé je g holomorfni.
Protoze (Vx € U’)f(x) = g(x), pak se podle cviceni 5.1 shoduji f a g na celém
R, coz je spor s nekonstantnosti f.
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Zvolme z € ¢(U’) a jeho souvislé okoli U” takové, ze U” C ¢(U’). Pak f|yn je
nekonstantni a holomorfni na souvislé mnoziné U”, tedy z véty o otevienosti zob-
razeni vime, ze pro kazdou otevienou podmnozinu G C U” je f|y»(G) oteviena.

Zvolme r € R libovolné. Existuje okoli U, a homeomorfismus ¢, : U, — V.
Zvolme V! C V, tak, aby byla V! souvisla a ¢,(r) € V!. Ziejmé je ¢~ (V)
oteviend a souvisld. Stejné tak existuje oteviené okoli Wy;,y C S bodu f(r) a
homeomorfismus ¢ : Wy — 1(Wy(y). Polozme W' = W N f(¢~(V}))). Zvolme
souvislé okoli Y’ C ¥ (W) bodu ¥(y). Pak ¢p~1(Y”) je souvisld a oteviena a plati
f=1(V,)) = v 1(Y"). Tedy f zobrazuje oteviené okoli bodu r na otevienou
mnozinu. Tim padem je f oteviené. Specidlné f(R) je oteviena v S.

O

Definice 33. Bud (X,7) Hausdorffiv topologicky prostor. Rekneme, Ze Y C X
je kompaktni, pokud lze z kaZdého otevreného pokryti A C T mnoZiny Y wvybrat
konecné podpokryti, tj. existuje F' C A konecnd takovd, ze JF =Y.

Piiklad (Kirwan, Cviceni 5.3). Necht R,S jsou souvislé Riemannovy plochy a R
je neprazdnd a kompaktni. Bud f : R — S nekonstantni holomorfni zobrazeni.
Pak f je na a S je kompaktni.

Diikaz. Z predchoziho prikladu vime, Ze f(R) je oteviend v S. Protoze f je spojité
a R je kompaktni, tak je f(R) kompaktni v S. Navic je S Hausdorffiv prostor,
a tedy je kazda jeho kompaktni podmnozina uzaviend. Tedy f(R) je oteviena
i uzaviena v S. Protoze S je souvisly prostor, tak bud f(R) = ), nebo f(R) = S.
Ale f je nekonstantni a R je neprazdnd, tedy f(R) = S, tzn. f je na a S je
kompaktni.

]

Priklad (Kirwan, Cvic¢eni 5.4). Necht R je kompaktni souvisld Riemannova plo-
cha. Pak neexistuje zadné nekonstantni holomorfni zobrazeni f : R — C.

Diikaz. Pro spor méjme nekonstantni holomorfni f : R — C. Prostor C je sou-
visly, a podle predchoziho ptikladu je tedy f na a C je kompaktni. Ale mnozina
v C je kompaktni pravé tehdy, kdyz je uzaviena a omezena. C neni omezend, coz
je spor.

[]
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3. Eliptické krivky

Bud A mriz v C a definujme go a g3 jako v Lemmatu [16| Pak oznac¢ime Cy
kiivku v P? definovanou polynomem

QA($,y,Z) = yQZ - 41’3 + ngZQ + 9323-

Lemma 34. Krivka Cy je nesinguldarni.

Diikaz. Polozme o = p(w1/2), 5 = p(w2/2), v = p((w1 +w2)/2). UkdZeme, Ze a,
B a 7 jsou ruznad komplexni ¢isla a ze plati vztah

Qual(w,y,2) = y*z — 4z — az)(z — Bz)(x — 72). (3.1)
otom =2 = 2yz, tedy pokud (7 : y : 2) je singularni bod, tak y = 0 nebo z = 0.
P % — 2yz, tedy pokud larni bod, tak y = 0 neb 0
Nejprve uvazujme pripad z = 0. Plati
OQn 2 2
By (@¥:2) = —4(32” = 2zz(a+ f+7) + 2 (B +7) + B7)),
tedy pokud z = 0, tak 0Q,/0r = —122% a tim pddem x = 0. Navic
aQA 2
5, Y +4y(x — az)(x — Bz) + 48(x — az)(x — vz2) + da(x — B2)(x — v2),

a pokud dosadime = z = 0, dostaneme 9Q,/0z = y*, a tedy x =y = z = 0.
Ale (0:0:0) ¢ P2

Déle rozebereme pripad y = 0. Protoze (z : 0 : z) € Cy, tak x = az, [z
nebo vz. Pokud z = az, tak dosazenim do 0Q,/0z dostaneme x = [z nebo
x = yz. Tedy pokud = = az = vz, tak protoze a a v jsou rizné, plati x = z = 0.
Analogicky pro z = 3z a x = yz. Ale opét (0:0:0) ¢ P2.

Tedy staci ukazat vztah a z toho plyne, Ze Cy je nesingularni. Ze o, B a y
jsou ruznd, plyne ihned z Véty [I7} Protoze p je sudd, dvojité periodickd funkce,
tak jeji derivace je licha, dvojité periodicka funkce se stejnymi periodami wy, wo.
Tedy stejné jako v dukazu Véty [I7] plati

O (w1/2) = p'(w1/2 —wi) = ¢'(—w1/2) = —p'(w1/2).
Tim padem ¢'(w;/2) = 0.
7 Lemmatu [16| vyplyva vztah
40° — goor — g3 = @/(W1/2>2 =0,
tedy a a analogicky i 8 a 7 jsou kofeny polynomu 423 — gz — g3. Takze
42° — gox — g3 = 4(x — a)(x — B)(x — 7). (3.2)

Odtud uz snadno plyne, ze

Qa(r,y,2) = v’z — 4(x — az)(z — B2)(z — v2),

kde «, 3, v jsou razna.
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Definice 35. Nesinguldrni kubickou krivku v P? nazveme eliptickou kiivkou.

Podle Lemmatu [34] je Cy elipticka kiivka. Totéz Lemma navic vyuzijeme k fesen{
nasledujiciho prikladu.

Priklad (Kirwan, Cvicen{ 5.12). Bud A mi{z v C. Dokazte, ze gs — 27g3 # 0.
Diikaz. Ze vztahu [3.2] vyplyvd, Ze

392 9gs
x —Z:c—z—(x—a)@—ﬁ)(:c—v)-

Diskriminant polynomu z* — 2z — £ je roven (g3 —27¢3)/16, a protoze mé tento

polynom tii riizné koreny, tak je jeho diskriminant nenulovy.
O

Kdyz A je miiz v C, tak (A,+) < (C,4). Definujme faktorgrupu C/A = {A+a :
a € C}. Tato faktorgrupa ma topologii indukovanou euklidovskou topologii na C.
Bud 7 : C — C/A projekce definovand vztahem m(a) = A + a. Pak fekneme, ze
U je oteviend v C/A, pokud jeji vzor 7= 1(U) je oteviend v C.
Mnozina P = {sw; + twy : s,t € [0,1]} je kompaktni v C a restrikce 7 na
P je surjektivni. Tedy C/A je kompaktni. Protoze C/A muzeme ztotoznit s rov-
nobéznikem P, kterému navic ,slepime® protéjsi strany, budeme C/A nazyvat
komplexnim torem.
Definujme zobrazen{ u : C/A — P? predpisem
WAt 7) = {(p(z) () 1), Jeliz g A,
(0:1:0), je-li z € A.
Je-li 21 # 2z, ale A+ 21 = A+ 25 a navic 21,29 ¢ A, pak existuje ¢ € A takové, ze
z1 = 29 + (. Tedy z Lemmatu [12| plyne

u(A+21) = (p(21) 1 9'(21) : 1) = (p(22) : 9'(22) 1 1) = u(A + 22).

Jsou-li 21 # 29, ale 21,20 € A, pak u(z1) = (0:1:0) = u(z9).
Tedy u : C/A — P? je dobte definované zobrazeni. Dosadime-li soufadnice
u(A + z) do rovnice @5, dostaneme

Qalp(2).9/(2),1) = ¢'(2)* = 4p(2)* + g20(2) + 93
a vyraz na pravé strané je podle Lemmatu 16 roven nule. Tedy u(A + z) € Cj.

Véta 36. Zobrazeni u: C/A — Cy je homeomorfismus.

Diikaz. Chceme ukazat, Ze u je spojita bijekce a ze u™! je spojité. Nejprve ovéiime,
ze u je prosté. Budte z,w € C\ A a u(z) = u(w). Pak p(z) = p(w), tedy podle
Véty [17 plati 2 € A+w. Checeme ukazat, Ze 2 € A+w. At z € A—w. Protoze ¢’ je
licha, dvojité periodicka funkce, tak @'(z) = —p'(w). Ale z toho, ze u(z) = u(w),
plyne ¢/(z) = ¢'(w). Tedy ¢'(z) = ¢'(w) = 0. Z dikazu Lemmatu 34 je vidét, ze
kdyz ¢'(w) = 0, tak p(w) je rovno «, §, nebo v, kde a = p(w,/2), f = p(ws/2),
v = p((wy + wg)/2). Potom z Véty plyne w € A, tj. A+ w = A — w. Tedy
z € A+ w a ukézali jsme, ze u je prosté.
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Ted dokéazeme, ze u je na. Bud (a : b: ¢) € Cy. Kdyz ¢ = 0, tak z definice
Cy je nutné a = 0, tedy (a : b:¢) = (0:1:0). Vopaéném pripadé muzeme
predpokladat, ze ¢ = 1. Pak z Véty existuje z € C takové, ze p(z) = a.
Z Lemmatu |16/ a predpokladu (a : b : ¢) € C plyne

0 (2)* = 4p(2)? — gop(2) — g5 = 4a® — goa — g3 = b*.

Tedy ¢'(z) = £b. Protoze ¢ je liché funkce, tak bud u(A + z) = (a: b : 1), nebo
uw(A —z) = (a:b:1). Takze u je na.

Na C\ A jsou p a ¢’ holomorfni, a tedy spojité. Takze u je zfejmé spojita
s jedinou moznou vyjimkou v A+0. Protoze o ma v nule pdl ndsobnosti 2 a ¢’ pdl
ndsobnosti 3, tak plati p(2) = g(z)/22, ¢'(z) = h(z)/23, kde g a h jsou holomorfn{
na okoli nuly a ¢(0) # 0 # h(0). Tedy kdyz z je v néjakém prstencovém okoli
nuly, tak plati

wA+2)=(p(z): p'(2): 1) = (gg) : hij) 1) = (2g(2) : h(z) : 2%).

Tim padem, kdyz z jde k nule, tak u(A + z) jde k (0 : 1 :0). Takze u je v nule
spojita.

Ukazali jsme, Ze u je spojita bijekce. Zbyva dokdzat, Ze u=! je spojité. K tomu
budeme potiebovat nasledujici lemma.

Lemma 37. Budte X,Y topologické prostory a f : X — Y. Je-li X kompaktni,
Y Hausdorffuv a f spojitda bijekce, pak f je otevrené zobrazeni z X do Y.

Diikaz. At U je oteviend v X. Tedy U® je uzaviend v X. Protoze X je kom-
paktni a U uzaviena, tak U je kompaktni v X. Protoze f je spojité, tak f(U®)
je kompaktni v Y. Protoze Y je Hausdorffv a f(UY) kompaktni, tak f(U®) je
v Y uzaviend. Plat{ f(UY) = (f(U))C. Takze (f(U))¢ je uzaviend, tedy f(U) je
oteviena. Tedy f je oteviené zobrazeni.

O

Protoze C/A je kompaktni a C je Hausdorffuv, tak u : C/A — C) je oteviené.
At G je oteviend v C/A. Cheeme ukézat, ze (u=') (@) je oteviend v Cy. Protoze
u je bijekce, tak (u™')7H(G) = u(G). Ale u je oteviend, tedy u(G) je oteviend v
Ch.
Tedy u~! je spojité, a tim paddem je u homeomorfismus.
O

Cy je Hausdorffuv prostor, a protoze v : C/A — Cj je homeomorfismus,
tak je u=! : Cy — C/A také homeomorfismus. Homeomorfni obraz Hausdorffova
prostoru je Hausdorffuv, tedy C/A je Hausdorffiv prostor. Abychom ukazali, ze
C/A je Riemannova plocha, sta¢i najit holomorfni atlas.

y/ Lemmatu@ vime, Ze existuje § > 0 takové, Ze |nwy +mws| > 0 pro libovolna
celd ¢isla n, m obé nenulovd. Kdyz a € C, tak ztzeni projekce 7 : C — C/A na
mnozinu U, = {z € C : |z — a| < §/2} je homeomorfismus na mnozinu 7 (U,)
otevienou v C/A. Je-li w(U,) N w(U,) # 0, pak existuje pravé jeden miizovy bod
nwi + mws € A takovy, ze |nwy + mws + a — b| < §/2. Tedy zobrazeni

(7T|Ub)71 e) W‘Uamﬂ—1(ﬂ(Ub)) . Ua N 7T71<7T(Ub>> — Ua
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je translace. TudiZ mapy {¢, = (7|y,) ™' : #(U,) = U, : a € C} tvo¥i holomorfni
atlas na C/A.

Véta 38. Homeomorfismus u : C/A — Cy je holomorfni ve smyslu definice .

Diikaz. Bud A+w € C/A. Cheeme ukdzat, ze ygoucth; ! : 1, (UsNut (W5)) — Y
je holomorfni v obvyklém smyslu pro néjaké holomorfni mapy v, : U, — V, na
C/A a g : Wg — Yz na Cy takové, ze A +w € U, a u(A +w) € Wp.

Zvolme V,, jako dostate¢né malou otevienou kouli v C a polozme U, = 7 (V).
Za 1, miuzeme zvolit inverzni zobrazeni k 7.

Kdyzw ¢ A, tak u(A+w) = (p(2) : ¢'(2) : 1), tedy z ditkazu Véty 4] vyplyva,
ze muzeme za g zvolit bud (z : y : z) — x/z, nebo (x : y : 2) — y/z. Tedy
Vg ouo ¢! je zizeni bud p, nebo @', ale obé funkce jsou holomorfni na okolf w.

Kdyz w € A, tak u(A +w) = (0:1:0), a opét z dikazu Véty [24] mizeme za
Vg zvolit (x : y: 2) — x/y, protoze 85%(0,1,0) # 0. Tedy

- p(2)/¢'(2), Jeliz & A,
ouo Z) =
vpoue gy (2) {0, je-li 2 € A.
Tato funkce je holomorfni na okoli nuly (a z dvojité periodicity na okoli kazdého
miizového bodu), protoze p ma v nule pdl, stejné jako ¢'.
Tedy u je holomorfni ve smyslu definice
O

Z diskuze za definici 31| vyplyvé, Ze i u™! je holomorfni. Tedy plochy C/A a
C jsou biholomorfni.

Tvrzeni 39 (Kirwan, Cvicen{ 5.13). Budte AA mitze v C a necht F': C/A —
C/A je holomorfni zobrazeni. Pak existuji a,b € C takovd, Ze ahA C A, a pro kazdé
x € C plati F(A+z) = A+ (ax + b).

Diikaz. Oznacme 7w : C — C/A a 7@ : C — C/A pfirozené projekce, tj. m(z) =
Atz 7(z) = A+ 2

Zvolme Z € C libovolné a nalezneme jeho okoli U; C C takové, ze 7|y, :
U: — #(U;) je homeomorfismus. Potom existuje ¢ : 7#(Us) — U takové, ze
7ot = idy,)

Toto ¢ je urfené az na konstantu z A. Vezmeme 7 € C libovolné a jeho
oteviené okoli U takové, ze 7|y : U — 7(U) je homeomorfismus a U je souvislé.
Uvazujme libovolna 11,15 : 7(U) — C spojita tak, ze 7o = Toh,. Pak existuje
konstanta A € A takova, Ze pro kazdé A+ € 7(U) je i (A +x) = (A +x) + .

Definujme totiz zobrazeni 6 : #(U) — C predpisem §(A 4 ) = ¥y (A + z) —
Yao(A 4 ). Pro kazdé A + z se 1 (A + ) a y(A + z) lisi o néjakou konstantu
z A, takZe obraz & je obsazen v diskrétni mnozing A. Mnozina U je souvisl a
7(U) je homeomorfni U, takze je 7(U) také souvisla. Zobrazeni § je spojité, takze
je obraz 7(U) pii zobrazeni § taktéz souvisly. Protoze obraz ¢ lezi v A, coz je
izolovand mnozina, tak je obraz ¢ jednoprvkovy. Tim je dokdzana jednoznacnost
¥ az na konstantu.

Zvolme z € C libovolné. K nému nalezneme zZ € C takové, ze F(n(z)) =
F(A+z) = A+2. K tomuto Z nalezneme okolf U; jako ve druhém odstavei ditkazu.
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Ze spojitosti F' nalezneme okoli U, C C bodu z takové, ze (F o)(U,) C 7(Uz).
Definujme zobrazeni G, : U, — ¢(7(U;)) vatahem G, = ) o F o w, kde 1) je jako
ve druhém odstavci dikazu. Funkce G, je holomorfni a urcené jednoznacné az na
pii¢teni konstanty A € A. Tato nejednoznacnost je zptsobend vybérem .

Uvazujme derivaci G, : U, — 1 (7(U;)). Konstanta se zderivuje na nulu, tedy
je G’ urCena jednoznacne.

Bud z € C, A € A a ozna¢me y = z + A. Chceme ukézat, ze G'(2) = G (y).
Dosazenim do definice dostavame G, = ¢,oFor : U, — C, G, = ¢yoForm : U, —
C, kde 1., 1, jsou inverze k 7 jako ve druhém odstavci ditkazu. Z definice 7 plyne
m(2) = A4 2= A+y=n(y), specidlné A + 2 = FA+z)=F(A+y) = A+7.
Polozme V = #(Us) N #(Uy); pak V je oteviené okolf A 4+ 2 = A + §. Podle
jednoznaénosti az na konstantu vyse existuje A € A takova, ze pro kazdé x € V' j je
. (x) = b, () + . Dosazenim do definic G, G, dostavame G (x) = Gy(z+\)+ A
pro kazdé x € U, N (U, — A). Zderivovanim dostaneme pozadovanou rovnost
CL(z) = Gy)

Definujme funkci G’ : C — C predpisem G'(z) = G.(z), pokud z € U..
Dokézeme korektnost definice. Zvolme z € C libovolné. Budte 21,29 € C, 21 # 2
takové, 7e x € U., N U.,. Pak existuje konstanta A € A takovd, Ze pro kazdé
x € U, NU, plati G,,(z) = G,,(z) + \. Tedy G’ (z) = G’ZQ( x) pro kazdé
x €U, NU,,.

Zvolme z € C, A € A a oznacme y = z + A. Jak jsme dokazali vyse, plati
G'(z) = G(2) = G, (y) = G'(y). Tedy je G' dvojité periodickd vzhledem k mfiizi
A. Navic je zrejmé holomorfni a podle Lemmatu [15| je G' konstantni.

Funkce G’ je na C konstantni. Tedy pro kazdé z € C je GG, restrikce linearniho
zobrazeni, tzn. existuje b, takové, ze G,(z) = ax + b,. Takze pro kazdé x € C
plati ¥ o F o m(x) = ax + b,. KdyZ obé strany rovnosti slozime s 7, dostavame
7ot oFom(z) =7(ax +b.), a protoze 7 o 1) = id, tak F o m(z) = 7(ax + b.),
tedy F(A+2) = A + (ax +b.).

Zvolme z1, 20 € C, 21 # 25 takova, ze U,, NU,, # (). Pro kazdé x € U,, NU,, je
hodnota Fom(z) uréena jednoznatné, tedy existuje A € A takové, ze by, +\ = b.,.
Takze mizeme zvolit libovolné z € C a polozit b = b,. Pak pro z; € C libovolné
existuje X € A takové, ze plati F(A+ 21) = A+ (az1 +b.,) = A+ (az + b+ N) =
A+ (az; +b).

Zbyva dokézat, ze aA C A. Bud z € A. Pak A +b = F(A) = F(A + 2) =
A+ (az +b), tedy az € A.

O

V predeslém pitkladu navic plati, ze zobrazeni F je invertibilni prave tehdy,
kdyz al = A anavica # 0. Pokud plati aA C A, pak existuje néjaké AeA takove,
ze Ma & A, ale F(A+ \a) = A+b—F(A). Pokud aA = A, pak A = (1/a)A
a zobrazeni F* : C/A — C/A zadané predpisem F*(A+ ) = A + (A —b)/a je

inverzni k F'.

Piiklad (Kirwan, Cviceni 5.14). Budte A, A mifze v C. Uvazujme kiivky Ci, C5.
UkaZte, ze existuje projektivni transformace P?(C) dand diagondlni matici zob-

razujici Cy na Cj prave tehdy, kdyz J(Cy) = J(Cy), kde

gs
J(Cy) = ——=—.
(O = T 72
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Diikaz. Jak vime ze cviceni 5.12 (prvni priklad za definici [35)), g5 — 27g5 # 0,
takze je definice J(Cy) korektni.

Transformace P?(C) diagondlni matici jsou zobrazeni f : P?(C) — P?(C) tvaru
f(z:y:2)=(ax:by:cz), kde a,b,c € C\ {0}.

At existuje projektivn{ transformace P?(C) tvaru f((z : y : 2)) = (az : by :
cz), a,b,c € C\ {0}. BUNO mutizeme pfedpokladat, ze ¢ = 1 (toho lze docilit
vhodnou volbou homogennich soutadnic). Dosadime (azx : by : z) do polynomu
Qa a porovname koeficienty s polynomem Q5. Dostaneme a® = b?, ags = b*gr a
g3 = b?g3. Polozme t = b/a, pak a =2, b =13, gy = t'g, g3 = t°g3. Tedy:

(t'g2)? B 12 g3
(t4g2)3 — 27(t5¢g3)? - 12,3 — 27112 G52

J(Cy) = = J(Cy).

Naopak predpokladejme, ze J(Cy) = J(Cy). Tedy:
95 _ g2
95 —27g5  G2° — 27g3
95(g2" — 27g5°) = g2° (95 — 2743)
992" = 279305° = 922" — 272" g3,

odecteme ¢3¢, od obou stran rovnice, vydélime —27 a dostaneme gigs? = go3g3.

Tim padem kdyz g, = 0, tak J(Cy) = 0, a tedy J(Cj) = 0, a musi byt g, = 0.
Opacna implikace je analogicka, a tedy ¢go = 0 pravé tehdy, kdyz g = 0. Kdyz
g3 = 0, pak bud g, = 0, nebo gz = 0. Kdyby go = 0, pak g5 — 27¢% = 0, coZ nelze.
Tedy g3 = 0. Opacnéd implikace je opét analogicka, takze g3 = 0 pravé tehdy,
kdyz g3 = 0.

Na zacatku uvazujme pripad, kdy g¢s, g2, g3, g3 jsou vsSechny nenulové. Pak
(g3/93)* = (g2/g2)*. Polozme t = \/(ﬁ3/93)/(§2/92)- Pak g3/gs = 1° a ga/go = t".
Tedy gz = t5g5 a go = t1gy. Je-li (v : y : 2) € Oy, pak y?*z = 23 — gou2? — g323.
Vyndsobime obé strany rovnosti t% a dostaneme (£3y)?z = (t2x)3 — o (t21) 22 — G323,
tedy (*z : t%y : 2) € Cj.

Pokud g2 = g2 = 0 a g3, g3 jsou nenulova, polozme t = \/g3/gs. Opét plati
Gs = t%g5 a o = t*gy a zbytek jako v predchozim piipadé.

Pokud g3 = g3 = 0 a gs, g» jsou nenulovd, tak polozme t = /g>/g> a situace
je analogicka predchozimu pripadu.

]

Véta 40 (Kirwan, Cviceni 5.15). Budte A, A mitie v C. UkaZte, e ndsledujici
turzent jsou ekvivalentni.

(i) C/A je biholomorfni C/A.
(ii) Ezistuje a € C\ {0} takové, Ze A = aA.
(iit) J(Cn) = J(Cf)

Diikaz. (f)) = : Zobrazeni F' : C/A — C/ A je holomorfni bijekee. Tedy podle
Tvrzeni |39 existuji a,b € C takova, Ze pro kazdé z € C je F(A+z) = A+ (ax +b)
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a navic aA C A. Protoze F mé holomorfni inverz, tak plati aA = A, jak vime
z odstavce za timtéz tvrzenim. Kdyby a = 0, tak aA = {0}, coZ nelze.

. ) — (| . Pro kazdé \ € A existuje pravé jedno A € A takové, ze A = a.
Tedy plati:

g2=60 > AXt=60 > a'a'At=d"60 )

AeA\{0} AeA\{0} areA\{0}
= a*60 Z A= atgo.
AeA\{o}

Analogicky dostaneme g3 = a®gs, a tudiz

3 4 ~\3 12 ~ 3

g5 (a*ga) G
J(Ch) = = = = J(C7).
O =g (a*3)3 — 27(aSG3)?  a2G® — al227g3° ()

. ) = ( . Podle predeslého cviceni existuje transformace P?(C) dané diago-
nalni matici, oznac¢me ji d. Uvazujeme zobrazem up : C/A — Cy, uz : C/A = Cx
tak, jak byla definovana pred Vetou Z Véty B8 vime, Ze uy i ug jsou biholo-
morfni. Uvazujme zobrazeni u ]\ odouy : C/A — C/A. To je ziejmé holomorfni
a jeho inverzn{ zobrazeni uy' o d~! o uj je taktéz holomorfni. Tedy C/A je biho-
lomorfni C/A.

O
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Z.aver

Ve véte 38| jsme ukazali, ze elipticka ktivka tvaru C je biholomorfni komplex-
nimu toru. D4 se navic ukézat, Ze lze v P?(C) definovat zménu souradnic takovou,
ze prevede libovolny nesingularni homogenni polynom stupné tti do tvaru @, ([Ki-
rwan), 1992, Corollary 3.34), a ke koeficientim g9, g3 1ze nalézt mfiz A v C takovou,
aby platily rovnice v Lemmatu [I6] Weierstrassova p-funkce této miize vyslednou
kiivku parametrizuje, a tedy je libovolna eliptickd kiivka v P?(C) biholomorfni
komplexnimu toru (Kirwan, 1992, Cviceni 6.13, 6.14).

Navic jsme ve vété 40| dokézali, Ze dvé miize v C urcuji biholomorfni tory praveé
tehdy, kdyz jsou stejnolehlé. Hodnota J(Cy) z bodu [iii této véty, tzv. j-invariant,
je dulezity néastroj pri zkoumani eliptickych krivek.

Tento invariant je navic specialni ptipad modularni formy — analytické funkce
na horni poloroviné komplexni roviny splnujici urcitou funkcionalni rovnici. Mo-
dularni formy se objevuji v mnoha odvétvich matematiky, ale napriklad i v teorii
strun.
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