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homologie a dokazeme zakladni vztahy, zejména nezavislost simplicialnich ho-
mologickych grup na zvoleném A-komplexu a izomorfismus mezi homologickymi
grupami homotopickych prostorii. V druhé kapitole vysvétlime motivaci za perzis-
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Uvod

Prace pojednava o metodé topologické analyzy dat, perzistentni homologie.
Za cil si klade rozpoznat homologické grupy prostoru, z kterého jsou data vy-
brana. Tato metoda je ¢astecné zalozena na homologii, ktera je jednou z hlavnich
témat algebraické topologie. Homologii je vénovana prvni ¢ast, kterd ma ctenare
uvést do této teorie.

V prvni ¢asti je popsana nejprve simplicidlni homologie a nasledné singularni
homologie. Pomoci té jsou dokazany zakladni vysledky, které opodstatnuji mys-
lenku perzistentni homologie. PTesnéji se jedna o tvrzeni, Zze homotopické prostory
maji izomorfni homologické grupy a na konci kapitoly dokazeme, ze simplicidlni a
singularni homologické grupy pro dany prostor jsou izomorfni. Z toho vyplyne ne-
zavislost simplicidlni homologie na zvoleném A-komplexu. To dava zakladni mys-
lenku perzistentni homologii, kde bychom pomoci bodu chtéli najit A-komplex
prostoru a poté pomoci simplicidlni homologie spocitat jeho homologické grupy.

V druhé kapitole popiseme zakladni vlastnosti perzistentni homologie, doka-
zeme vétu o strukture perzistentniho modulu nad télesem, ktera nam da jedno-
znacnost perzistentnich homologickych grup pro pevné body, navic z ni Ize dobte
nahlédnout strukturu. Uvedeme algoritmus na vypocet perzistentnich grup a uka-
zeme jeho spravnost. Uvedeme zptisob, jak 1ze vysledky vizualizovat. Nakonec vse
ilustrujeme na ptikladu.

V celé praci pouzivime méné tradicné N := {0,1,...} a uvazujeme jen ko-
necné dimenzionalni prostory.



1. Homologie

Tato kapitola by méla ¢tenare seznamit s jednou ze zakladnich teorii z alge-
braické topologie. Homologie pritazuje prostoru posloupnost grup, ktera je izo-
morfni pro prostory, které jsou v jistém smyslu podobné. Navic diky témto gru-
pam lze pocitat a rizné kategorizovat ,diry“ v prostoru. Je pomérné jednoducha
na vypocet, protoze na rozdil od fundamentalnich grup je vse abelovské.

Tato kapitola je rozdélena na dvé c¢asti. V prvni budeme zkoumat simpli-
cialni homologii, vychazejici ze zvoleni pokryti prostoru mnozindm podobnym
n-dimenzionalnim trojthelnikiim. Navazeme se singularni homologii, kterda dobte
slouzi k teoretickym tucelim. Pomoci ni dokdzeme pro nas dveé dilezita tvrzeni,
ze podobné prostory maji homologické grupy opravdu izomorfni a Ze simplicialni
homologie pro zvolené pokryti je izomorfni se singularni homologii. Z toho nam
pak plyne, Ze pro rizné pokryti dostaneme izomorfni homologické grupy, proto
az na izomorfismus nezalezi na zvoleni pokryti.

Pokud nebude psano jinak, je vse prevzato z Hatcherovy knihy (Hatcher, 2002,
Kapitola 2).
1.1 Simplicialni homologie

Definice 1. Necht m,n € N a méjme body vy, . .., v, v R"™. Konvexnim obalem
bodi vy, . . . v, nazyvame mnozinu

n
{Z ng - Uk
k=0

Definice 2. Necht m,n € N. Ddle méejme vy, ...,v, € R™. Pokud je mnoZina
vektori {vy — vy, . .. v, — o} linedrné nezdvisla, potom definujme n-simplex jako
konvexni obal bodii vy, . .., v,, typicky znacime jako [vg, ... v,], kde linedrni ne-
zavislost vyjadrujeme tim, Ze rikdme, Ze se jednd o n-simplex.

(VkE{O,l,,n}(nkER/\nkEO))/\zn:nkzl}

k=0

Standardnim n-simplexem je konvexni obal bodi 0, e, . .., e,, kde e; znaci
kanonickou bdzi v R™. Budeme ho znacit jako A™.

Definice 3. Necht n € N. Méjme n-simplex [vg,...v,], sténou n-simplezu
rozumime (n — 1)-simplex, ktery vznikne vynechdnim i-tého wvrcholu, tedy jde

o [Uo, ey Ui—15,U541y - - - ,’Un].

Definice 4. Topologickym prostorem je usporidand dvojice (X, p), kde je X
mnozina a p je systém podmnoZin spliujici:

« 0,Xep

e A17A27”'€p:> OLjA’Lep
=1

e Ay, ..., A, Ep=> ﬁAiEp
i=1



Systém mmnozin p nazyvame topologie na X. Prvky topologie p nazveme ote-
vrené mnoziny.

Definice 5. Podprostorem topologického prostoru (X, p) rozumime dvojici
(Y, py), kde Y C X a topologii py definujeme jako py ={Y NU | U € 7}.

Pozndmka. U topologického prostoru (X, p) budeme p vynechévat a budeme ho
znacit jen X.

Definice 6. Zobrazeni f: X — Y mezi topologickymi prostory X a'Y je spojité,
pokud pro kaZdou otevienou mnoZinu U v'Y plati, Ze jeji vzor f~1(U) je oteviend
mnozina v X .

Definice 7. Pro topologicky prostor X definujeme n-simplex v X jako spojité
zobrazeni o: A" — X.

Stenou o rozumime restrikci o na sténu simplexu. Jednd se o zobrazeni

proi € {0, ..., n}.

’[U07--~7’Ui717vi+17~--ﬂ/'n}

Definice 8. Pro topologicky prostor X definujeme A-komplex jako mnoZinu
simplexi v X {o4: A" — X | a €T}, kde T' je indexovd mnoZina a n, € N
pro kazZdé o, kterda navic spliuje:

. 0a|1nt(An) je prosté Yoo € T a kaZdy bod x € X je prvkem obrazu pravé

jednoho Int(o,(A")).

e Pro kaZdou restrikci o, na sténu n-simplezu existuje néjaké og: A" — X
v AN-komplexu, Ze se tyto zobrazeni shodugji.

e MnoZina A C X je oteviend prdvé tehdy, kdyz o, (A) je oteviend v A"
pro kaZdé zobrazeni .

Definice 9. At G je abelovskd grupa a X C G mnoZina. Rekneme, Ze X je
baze volné grupy G, pokud pro kaZdé zobrazeni vy : X — H, kde H je libovolna
abelovskd grupa, ezistuje jednoznacné urceny homomorfismus p: G — H, Ze
¢|x = 1. Grupa je volnd pokud obsahuje néjakou volnou bdzi.

Definice 10. Pro topologicky prostor X a /N-komplex pro tento prostor oznacme
mnozinu vsech n-simplexi z \-komplexu jako /\,(X).

Definice 11. Pro topologicky prostor X, kazdé n € N a zvoleny A\-komplex defi-
nujeme volnou abelovskou grupu C2(X) s bdzi 1\, (X). Retézcem n-simplexii

rozumime proky této grupy, tedy Y. kooa, kde ko € Z,0, € DNy (X). VELsi-
ca€lR(X)
nou nazyvame zkracené jen n-retezci nebo pouze retézci, pokud je n jasné z kon-

textu.
Pozndmka. /\,(X) je volna baze grupy C2(X).
Definice 12. M¢éjme n-simplex o v X, pro i € {0,...,n} definujme funkci pri-
razujici i-tou sténu
di: Np(X) = N1 (X)

o= U‘[Uo,-~~,vi717vi+17--~7vn]'



Pron > 0 definujeme zobrazeni prirazujici n-simplexu jeho hranici

Op: An(X) — C2
o> (=1)'di(0).
=0
Pro 0-simplex definujeme 0y(o) = 0.

Rozsireni tohoto zobrazeni na homomorfismus z definice volné abelovské grupy
dostdvdme

Op: C2(X) = C2 (X)

n

Z koOo — Z koOn0g.

Nazgvame jej hraniéni homomorfismus. Obraz proku nazgyvime hranict.

Tvrzeni 1 (O hranici z hranice). Pro kaZdé ¢ € C2(X) plati 0,_10,(c) = 0
pro n > 0. Nebo-li hranice z hranice je 0.
Diikaz. Nejdiive dokazeme pro n-simplex o € A, (X). Plati

n

an (O-) - Z<_1)i0-|[Uo,...,vi_l,Ui_»'_l,‘..,l)n]'

1=0

Potom

8n—lan (0-) == Up-1 (Z(_]‘)ia|[vg,...,yi_l,vi+1,...,vn]) =

=0
Z<_1)] (_]‘)ZO-| [UO7---,Uj—17'Uj+17---7'Ui—17Ui+1---7U7L]+
1>
+ Z<_1)]71(_1)10‘| [1)0,...,1)7;71,’Ui+1,...,Ujfl,’l)]'+1...,’un} = O
1<)

Posledni rovnost lze snadno nahlédnout z toho, zZe obé sumy obsahuji stejné ¢leny,
ale s opac¢nym znaminkem, proto se navzajem odectou a z toho plyne tvrzeni.

Protoze C2(X) je volna grupa s bazi A, (X), tak hned dostavdme, Ze pro ¢ €
C2(X) plati
Gn_lﬁn(c) = 0.

Tim je tvrzeni dokazano. O]

Definice 13. Necht n € N a X je topologicky prostor a zvolme jeho /A-komplez,
potom n-cyklem nazveme ty prvky c € C2(X), které jsou navic i prokem Ker 0,.
Ty c € C2(X), které jsou prokem Im 0,1, nazveme n-hranice.

Pozndmka. Ze vztahu 9, 10,(c) = 0 pro viechny ¢ € C2(X) dostavdme, Ze
Im o C Ker 0.

O Im 0,1 mizeme uvazovat jako o grupé ,nezajimavych“ n-cykll, protoze
to jsou hranice (n + 1)-simplext, ale mezi Ker 0, se mohou skryvat n-cykly, zZe
v A-komplexu neni (n + 1)-simplex, ktery by mél cyklus za hranici. To znadi,
ze v prostoru je néjaka dira, kterou tento cyklus oznacuje. Jelikoz my chceme
studovat prave tyto diry, tak se zbavime n-hranic tim, ze Im 0,1 vyfaktorizujeme,
tim ziskdme pouze ,zajimavé“ n-cykly. To ndm déava motivaci pro tuto definici.
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Obrazek 1.2: Torus se simplexy

Obréazek 1.1: Ctverec, z kterého lze
ziskat torus slepenim protilehlych
stran

Definice 14. Necht X topologicky prostor se zvolenym /\-komplexem, potom
n. homologickou grupou rozumime faktorgrupu H>(X) = Ker a%m Ot
Tridy této faktorgrupy nazyvame homologické tridy. Pokud jsou dva prvky

ve stejné tridé, nazveme je homologické.

Priklad (Torus). Spocitdme homologické grupy pro torus 7. Zvolme A-komplex
jako na obrdzku [1.2] kde mame dva 2-simplexy U a V' se stranami a, b, ¢, které
tvori vSechny 1-simplexy. VSechny tfi 1-simplexy zacinaji a kon¢i v 0-simplexu,
bodu v. Tento A-komplex lze reprezentovat také pomoci ¢tverce s jednou uhlo-
pfickou jako na obrazku [I.I] kde slepenim protilehlych stran dostaneme torus.
Z reprezentace pomoci ¢tverce 1ze 1épe nahlédnout vztahy mezi jednotlivymi sim-

plexy.

Jisté plati, ze H>(T) = 0 pro viechna n > 2. Déle mame U = 9, L = a+b—c.
Plati 0y(pU —qL) = (p—¢q)(a+b—c) = 0 < p = q a neexistuji zddné 3-simplexy.
7 toho plyne H (T) = Ker a2/Im g, = Ker 0y ~ Z. Méme Im 9, = LO(a+b—c).
Béze 1-cyklit je {a, b, a+b—c}, tedy H(T) ~ Z @ Z. Zbyvé HS (T). Jind baze 1-
cykli je {a,b, ¢}, jelikoz 9y (a) = y(b) = d1(c) = v—v = 0, tak 8, = 0. Hy (T) =
Ker 0y ~ Z, protoze d(v) = 0 a jiné O-simplexy nemame. Celkem dostdvame, ze

Z pron = 0,2
simplicidlni homologické grupy pro torus H2(T) ={Z@7Z pron =1
0 jinak

1.2 Singularni homologie

Zadefinujeme si obdobné pojmy jako pro simplicialni homologii. Poté do konce
této kapitoly budeme dokazovat slibované tvrzeni na zacatku kapitoly.

Definice 15. Singuldrnim n-simplexem v X oznacime spojité zobrazeni
o: A" — X.

Definice 16. Pro kazdé n € N definujeme volnou abelovskou grupu Cp,(X) s bazi
singuldarnich n-simplexti v X. Retézcem singuldrnich n-simplexi, vétsinou
zkrdcené singuldrni n-retézci, rozumime proky Cp(X).

6



Poznamka. Dva dilezité rozdily mezi singularni a simplicialni verzi jsou:

1. Retézce v singularni verzi jsou tvofeny vSemi moznymi simplexy, naproti
tomu simplicidlni byly pouze ty z A-komplexu.

2. Singuldrni n-simplex nemusi byt prosty na Int(A").

Poznamka. Pokud to bude z kontextu jasné nebo nemuze dojit ke zmateni, bu-
deme vynechéavat n pred a v X za simplexy a cykly.

Definice 17. Hraniéni homomorfismus pro singuldrni n-retézce definujeme
timto vztahem

ani Cn(X) — On—l(X)
Z kaaa '_> Z ka Z(_1)i0a‘([Uo,...,’l}i,1,Ui+1,...,vn])'
a «a =0

Definice 18. Necht ¢ € C,,(X), potom rekneme, Ze singuldrni n-retézec je singu-
larnd cyklus, pokud 0, (c) = 0. Pokud je ¢ € Im 0,11, potom ho nazveme singuldrni
hranici.

Definice 19. Definujeme n. singuldrni homologickou grupu H,(X) jako

Hy(X) =Kerduq o

Definice 20. Posloupnost volnijch abelovskych grup {Cy}nen $ homomorfismy
On: Cp, — Ch_1 s vlastnosti 0,0,11 = 0 pro vSechna n € N nazveme retézcovy
komplex a znacime jej (C.,0,).

On+2 On O On—1
O Oy = Gy =y 2
Poznamka. Homologické grupy mizeme definovat naprosto identicky pro retéz-
cové komplexy.

Pozndmka. V nésledujicim textu nebudeme uvadét singularni pred simplexy,
retézci, homomorfismem, cyklem a hranici. Pokud tedy nebude zminéno jinak,
myslime singularni verzi pojmu.

Definice 21. Bud X topologicky prostor, pokud pro kazZdé dva body x,y € X
existuje spojité zobrazeni v : [0,1] — X, Ze ¢(0) = z a (1) = y, rekneme, Ze je
prostor obloukové souwvisly a jedinou jeho komponentou obloukové souvislosti
je cely prostor. Pro prostory, které nejsou obloukové souvislé, nazveme mnoZinu,
kterd jizZ nelze zvétsit, aniz by prestala byt obloukove souvislou, jako komponentu
obloukové souvislosti.

Tvrzeni 2. Méjme topologicky prostor X a jeho obloukovée souvislé komponenty
X, potom existuje izomorfismus mezi H,(X) a @, Hn(Xa).

Diikaz. Simplex mé za obraz obloukové souvislou mnozinu, vzdy proto lezi v prave
jedné X,. Proto se C,,(X) nechd rozlozit na direktni sumu podgrup C,(X,).
Hrani¢ni homomorfismus 9,, zobrazi prvky C,(X,) do C,_1(X,), tedy zachova
tento rozklad na direktni sumu, proto se tak necha rozlozit i Kerd, a Im 0, .
Z toho plyne izomorfismus H,(X) ~ @, H,(X,). O

7



1.3 Homotopicka invariance

V této sekci si vysvetlime, jak popsat, Ze jsou si prostory ,podobné®. Doké-
zeme, ze tyto prostory maji izomorfni homologické grupy pro vsechna n € N.
Definice 22. Mejme topologické prostory X,Y, spojité funkce f: X — Y a
g: X =Y nazveme homotopické, pokud existuje spojita funkce H: X x[0,1] —
Y, kterd splnuje:

e H(z,0)= f(x)Vx e X

e H(z,1)=g(x)Vr e X
Vztah mezi funkcemi nazgyvdime homotopie.
Definice 23. Necht X,Y jsou topologické prostory. Prostory nazveme homoto-
picky ekvivalentni, pokud existuji spojita zobrazeni f: X — Y, g: Y — X, Ze
f o g je homotopické s funkci Idy a g o f je homotopické s Idx. Zobrazeni f,g
nazyvame homotopické ekvivalence.

Budeme chtit ukazat, ze homotopicky ekvivalentni prostory maji stejné ho-
mologické grupy pro vsechna n € N.

Vyuzijeme vlastnosti, ze spojité zobrazeni f: X — Y indukuje homomorfis-
mus f,: H,(X) — H,(Y) pro kazdé n. Poté ukdzeme, Ze pokud je f homotopicka
ekvivalence, potom f indukuje izomorfismus H, (X) ~ H,(Y).

Tvrzeni 3. Méjme X, Y topologické prostory a f: X — Y spojité zobrazeni mezi
nimi. Potom zobrazeni f indukuje homomorfismus fu: Cp(X) — C,(Y).

Diikaz. Necht o je n-simplex v X, potom f oo je n-simplex v Y, protoze slozené
zobrazeni foo: A" — Y je spojité zobrazeni jako slozeni dvou spojitych zobra-
zeni.

Necht o je n-simplex v X, potom definujeme

fu(o) = foo,
protoze C,,(X) je volnd abelovskd grupa a n-simplexy jsou jeji baze, tak mame
jednoznac¢né rozsiteni na kazdé ¢ = Y, ko0, € C,(X) urcené vztahem

c) = Zkafaa.

ael

O

Tvrzeni 4. Meéjme X, Y topologické prostory a f: X —'Y spojité zobrazeni mezi
nimi. Potom indukovany homomorfismus fu: Cp(X) — C,(Y) spliiuje Of x(c) =
f#0(c) pro kazdé c € Cp(X).

Diikaz. Vime, ze pro ¢ = Y ko0, plati fu(c) = Z kofow, z toho
ael

8(f#(c)) = Zkaa(faa Zk Z fO'a |[vo Vi1 Vid1yestn]

acl acl’ =0

Zk f# (Z ) O-Oél[vo,...,vi1,vi+1,...,vn}> = f#zkaa (Ua) = f#a(C)

acl’ ael



Definice 24. Necht mdme fetézcové komplexy {Cp,0X nen a {D,,,0Y }hen. Potom
0 fy4 Tekneme, Ze fy definuje Tetézcové zobrazent, pokud f405 = 0P fyu pro
kazdé n € N.

Tento vztah mizeme znézornit nasledujicim komutativnim diagramem

a¢ ac pYe] ac
n+2 n+1
— Cn+1 Cn .

n—1

C o — .
Jf# Jf# Jf#

040 oy oy oy

n—1
_Dn+1 E— Dn+1 E—— Dn—l —_—

Tvrzeni 5. Necht XY jsou topologické prostory a f: X — Y spojité zobrazeni
mezi nimi. Potom indukovany homomorfismus fu: Cp(X) — C,(Y) spliuge:

o Cykly se zobrazi na cykly.
e Hranice se zobrazi na hranice.

Dikaz. Méjme cyklus ¢ € C,,(X), poté plati 9(c) = 0. Z toho plyne 9(fx(c)) =
f#(0(c)) = fx(0) = 0. Z ¢ehoz plyne, ze fu(c) je také cyklus.

Méjme hranici ¢ € C,(X), existuje proto d € C,11(X) spliujici 9(d) = c.
Potom plati fux(c) = fx(0(d)) = O(f4(d)). Dostavame, zZe se ¢ obrazi na hranici
fetézce (fu(d)). O

Disledek 6. Necht jsou X, Y topologické prostory a f: X — 'Y spojité zobrazeni
mezi nimi. Potom [ indukuje homomorfismus f.: H,(X) — H,(Y) pro kazdé
n € N.

Disledek 7. Retézcové zobrazeni indukuje homomorfismus mezi homologickymi
grupamsi dvou retézcovych komplexi.

Pozndmka. At jsou X,Y a Z topologické prostory a f: Y — Z, g: X — Y spojita
zobrazeni. Potom pro indukované homomorfismy plati (f¢). = fig«: H(X) —
H,(Z)a (Idx). = Idu,x): Ho(X) = H,(X).

Véta 8. Pokud f,g: X — Y jsou homotopické, potom indukuji stejné homomor-
fismy fo = go: Hy(X) = Hp(Y).

Diikaz. Cilem bude dokazat, ze pro kazdé ¢ € C,(X) plati, ze (gu(c) — fu(c))
je hranice v C,,(Y'). Tedy fx(c) a gx(c) jsou homologické, protoze se lisi pouze o
hranici.

Nejdiive rozdélime A™ x [0,1] na simplexy. Oznacme A™ x {0} = [vy, ... ,v,]
a A" x {1} = [wo, . ..,w,], kde 7w(v;) = m(w;) pro prirozenou projekci m: A™ x
[0,1] — A™ Pro kazdé 0 < i < n mdme (n + 1)-simplex [vg, ..., v;,w;, ... Wyl

Rozdélili jsme A x [0,1] na n+ 1 (n + 1)-simplext.

Jelikoz jsou f a g homotopické, tak existuje homotopie F': X x [0,1] — Y.
Zobrazeni F' muzeme slozit s singularnim n-simplexem o: A™ — X nasledujicim



zpusobem F o (o x Id): A™ x [0,1] — Y. Toho vyuzijeme pii definici zobrazeni
P, pro které dokazeme, ze splnuje vztah

Definujeme

P: Ch(X) — Cn+1( )
0!—)2 YeF o ( (o x 1),

potom plati

a (P(O-)) = Z(_l)j(_l)zF © (O' X Id)l[vo,...,vj_l,vj+1 ..... Vi yWiyeeey ’LU,L]+
1<t
+Z ]+1 F © (J X Id)|[1}0 ey Vg Wi yeo W5 —1,W5 +15-- wn]
]>l ooy U, Wiyee o, Wy — J PR
- Z F © (O- X Id)‘[’l}o,...,i}j,1,’l)j+1 ..... Vg yWq yeeny wn]+
7<t
+Z j+1 F © (U X Id)|[v0 ..... Vi Wiy W1, W1 50, Wn ]
]>Z J J
+Fo(0><1d)|[w0 77777 wn] —Fo(aXId)h 77777 on]’

protoze prvky s i = j se zkrati az na i € {0,n}. To jsou presnéji
Fro(ox1Id)|y,  w)=9#proi=0a (=) Y(=1)"F o (o x 1) |1y = — T4
pro ¢ = n. Déle ze vztahu

n

P(0(0)) = P(Z(—l)i[vo, Vi1, Vi, -, Up)) =

=0
Z(_l) ( 1>ZF © (O- X Id)l[’vo Vj—1,V5415e05 Vi Wi yeuny ’Ll)n]
1<
+1
+ ; ] F © (U X Id)|[v0 ..... Vi, Wi gy Wi — 1, W41 50y Wh |
Jj>i

dostaneme, ze

OP(0) = =P(00) + g4(0) — f(0).

Tedy z toho dostavame zminény vztah

O(P) + P(0) = g4 — f4-

Pro cykly ¢ € C,(X) plati 0P(c) + PO(c) = 0P(c) = gu(c) — fu(c). Tedy fu
a g4 se na cyklech 1isi pouze o hranici. O

Disledek 9. Necht f: X — Y je homotopickd ekvivalence, potom f.: H,(X) —
H,(Y) je izomorfismus pro vsechna n € N.

Diikaz. 7 predpokladi vime, ze existuje g: Y — X, ze (¢gf) a Idx jsou homoto-
pické. Proto (gf) indukuje izomorfismus grup (¢f). = g« f.. Chceme ukazat, ze
je f« izomorfismus. Vime, ze f. je homomorfismus z disledku [6]
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Nahlédneme, ze f, musi byt prosté, protoze kdyby f.([a]) = f.([5]), kde

[a] # [8] € Ha(X), tak g.fi([a]) = g« f+([]) a to je spor s tim, Ze je g, f. izomor-
fismus. Mame Kerf, = {0}.

Jisté plati, ze g. je na. Jelikoz g je také homotopicka ekvivalence, dosta-

Ha(X) e =

Hn(X)/(O) ~ Im f* = Hn(y) -

neme, ze i f, je na. Poté z 1. véty o izomorfismu dostavame

Definice 25. Necht P: Cp,(X) — Cpi1(Y), f: Co(X) = Co(Y) a g: Cp(X) —
C,(Y). Rekneme, Ze P je Tetézcovd homotopie mezi f a g, pokud plati OP +
POo=g—f. O f ag pak rekneme, Ze jsou retézcové homotopické.

Disledek 10. Pokud jsou zobrazeni retézcoveé homotopické, tak indukuji stejny
homomorfismus mezi homologickymi grupamsi retézcovych komplexi.

1.4 Relativni homologie

V této sekci se budeme vénovat singuldrni homologii, kde budeme urceny
podprostor a fetézce v ném povazovat jako trivialni.

Definice 26. Pro prostor X a podprostor A definujeme relativni n-retézce jako
proky faktorgrupy C"(X)/C (A): obvykle znacenou jako Cp(X, A).

Z wvlastnosti, Ze Op: Cp(X) — Cpo1(X) a Op: Cp(A) — Ch_1(A) zobrazuji
n-retézce v prostoru na (n — 1)-rTetézce ve stejné prostoru, miuzeme definovat
On: Co(X, A) = C,1(X, A).

Vlastnost 0,0,+1 = 0 je zachovdana pro vsechna n € N, protoZe plati i pred
projekei do faktorgrupy. Proto muzZeme definovat homologii pro tyto retézce ob-
vyklym zpisobem.

Grupu H,(X, A) = Ker a%m O budeme nazyvat jako n-tou relativni ho-
mologickou grupu.

Relativnimi cykly nazveme ¢ € C,,(X), pro které plati 0(«) € C,_1(A). Rela-
tivnd hranice jsou o = 0P + 7, kde 5 € Cp11(X) a v € C,(A).

Definice 27. Necht {(Cy, ¢ni1)tner, kde ' = N Vv I ={0,...,k} a k € N,
je posloupnost grup s homomorfismy ¢,i1: Che1 — C,. Exaktni posloupnosti
nazveme takové posloupnosti, které splnuji Ker ¢,, = Im ¢, 11 pro vsechna n € I

Exaktni posloupnost 0 - A — B — C' — 0 nazyvame krdtkd exaktni po-
sloupnost.

Pokud je I' = N, nazyvame tuto posloupnost dlouhou exaktni posloup-
nosti.
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Nasim hlavnim divodem studia relativni homologie je ukéazat, ze za pomoci
relativnich homologickych grup umime poskladat dlouhou exaktni posloupnost.

I H (X, A) TR (A) S HA(X) D Ho (X, A) 2 H i (A)

Budeme vychazet z tohoto diagramu, kde ¢ znac¢i inkluzi a j znac¢i projekci na A.

0 —— Cp(Ad) —— Cp(X) —L— Cu(X, A) —— 0

b e

0 —— Cpy(A) —— Cp1(X) —L— Cpi(X, A) —— 0

Jednd se o komutativni diagram, protoze nezalezi, zda nejdrive vezmeme hranici
simplexu a tu vnorime do C,,—1(X) nebo nejdiive vnotime do C,(X) a poté vez-
meme hranici, obdobné pro projekci do faktorgrupy.

Zobrazeni i a j jsou Tetézcova, proto indukuji i,, 7, mezi odpovidajicimi ho-
mologickymi grupami. Ukazeme, ze lze definovat zobrazeni 0,: H,(X, A) —
H,_1(A), pomoci kterého spojime kratké exaktni posloupnosti do dlouhé exaktni
posloupnosti.

Ukazeme, jak definovat zobrazeni 0,,: H,(X, A) — H,_1(A). Méme repre-
zentujici cyklus ¢ € C, (X, A), najdeme j(b) = ¢ pro néjaké b € C,,(X), protoze
J je na, tak takové b existuje. Déle plati, ze 0,b € Kerj ze vztahu j(0,(b)) =
On(j(b)) = d,c = 0, protoze ¢ je cyklus. MuZzeme najit a € C,_1(A) takové, ze
i(a) = Oyb, jelikoz Imi = Kerj z exaktnosti posloupnosti. Navic i(0,_1(a)) =
On-1(i(a)) = 0p—1(0,(b)) = 0 a z prostoty i dostdvame, ze 0, _1(a) = 0. Muzeme
tedy definovat zobrazeni 0,, mezi H,(X, A) a H,_1(A), ze 0,|c| pritadime [a.

Poznamka. V nésledujicich dvou tvrzeni budeme automaticky pouzivat prvky
a, b, c jak jsme je pravé ted popsaly.

Definice 28. Zobrazeni 0,,: H,(X, A) — H,_1(A), které homologické trideé |c] €
H,(X, A) priradi tridu [a] € H,_1(A) nazjvdime hraniéni homomorfismus
pro relativni homologické grupy.

Tvrzeni 11. Hranicni homomorfismus pro relativni homologické grupy je dobre
definovany homomorfismus.

Diikaz. Zkusme zvolit jiného reprezentanta homologické t¥idy [c], napriklad ¢ +
On+1c. Najdeme b’ € C,11(X), ze j(b') = ¢, potom ¢+ 0y 16 = ¢+ 0pyia (j (V) =
F(0) + (01 (D)) = j(b+ 0psr (1)), ale jelikoz 0, (b + Oni1 (D)) = 0,(b), tak se
nam timto 9, (b), proto ani a, nezméni. Tedy 0, je dobfe definované zobrazeni.
Zbyva overit, ze se jedna o homomorfismus.

Necht 0, ([c1]) = a1 a 0,([ca]) = ag pres prvky by a by. Vime, ze j(by + bg) =
j(bl>+j(b2) = C1+Co a také i(a1+a2) = i(al)—i—i(ag) = 8n(b1)+(9n(b2) = 8n(b1+b2)
Z toho jiz plyne 0, ([c1 + ¢2]) = [a1 + az] = [a1] + [a2] = On([c1]) + On([c2]). Takze
0, je homomorfismus grup. O
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Nasli jsme posloupnost homologickych grup a homomorfismii mezi nimi. Ted
dokazeme, ze dokonce tvori dlouho exaktni posloupnost.

Pozndmka. Pokud je n jasné z kontextu, budeme psat misto 0, pouze 0.

Tvrzeni 12. Posloupnost
C2N Ho (X, A) S H(A) s Hy(X) 25 Hy(X,A) -5 Hy o (A) 25 -

je exaktni.

Diikaz. Chceme tedy ovérit tyto 3 rovnosti Imi, = Ker j,,Im j, = Kerd a Im 0 =
Keri,. Budeme ovérovat jednotlivé inkluze.

e Imi, C Ker j,: Jelikoz plati j2 = 0, tak plati i j.i, = 0.
e Im 0 C Keri,: Protoze plati i.(9([c])) = i.([a]) = [0b] = 0.

e Imj, C Kerd: Mé&me [c] € Imj,. Jelikoz [0b] je homologické s 0, plati

d([c]) = [0].

o Kerj, C Imi,: Necht [b] € Kerj,. Potom j(b) = 9(c) pro néjaké ¢ €
Cri1(X, A), protoze j(b) je hranice. Z toho, ze j je na, vime, Ze existuje
b € Chi1(X),ze j(b') = . Potom j(b—0(')) = j(b)—0(j(V')) = 0 —0c =
0. Proto najdeme a € C,(A) spliujici i(a) = b — 9(b'). Navic a je cyklus,
jelikoz i(0a) = 0(i(a)) = A(b) = 0, protoze b je cyklus. Mame, Ze a je cyklus
z prostoty . Potom plati i.[a] = [b — O(V')] = [b].

o Keri, C Im9d: Méjme [a] € Keri,, potom i(a) = 0b. Navic 9(j(b)) =
J(0(b)) = j(i(a)) = 0, tedy j(b) je cyklus a plati 9[j(b)] = [a].

o Kerd C Im j,: Necht [¢] € Ker 9, potom 9|c] = [0a], kde a € C,,(A). Potom
je b —i(a) cyklus, protoze (b —i(a)) = 9(b) — d(i(a)) = I(b) — i(d(a)) =
A(b) —i(9(b)) = I(b) — A(b) = 0. Jelikoz plati j(b —i(a)) = j(b) — ji(a) =
j(b) = ¢, tak dostavame, ze j.[b —i(a)] = [c].

Ovérili jsme vsechny inkluze z toho jiz plati tvrzeni. O]

Poznamka. Tato posloupnost se nechd generalizovat pro trojice (X, A, B), ze B C
A C X. Pak z kratké exaktni posloupnosti

0= CL(A,B) = C,(X,B) = Ch(X, A) =0
dostaneme dlouhou exaktni posloupnost
oo — H,(A,B) - H,(X,B) = H,(X, A) > H, 1(A,B) = --- .

Pro diikaz existence izomorfismu mezi singularnimi a simplicialnimi homolo-
gickymi grupami budeme pottebovat dokazat vétu o vyrezu. Ta dava do vztahu
relativni homologické grupy pro dvojici (X, A) a dvojici (X — Z, A — Z), kde Z
je podprostor, jehoz uzaveér je obsazen v A.

Nejdrive si dokdzeme pomocné tvrzeni, které mimo jiné rika, ze kdyz povo-

lime jen libovolné malé simplexy, dostaneme izomorfismus dostaneme homologické
grupy tohoto fetézcového komplexu se singuldrnimi homologickymi grupami.
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Definice 29. Necht U = {U;}icr, kde T' je indexovd mnoZina, je mnoZina pod-
prostoru, prostoru X, jejichZ wvnitrek pokryvd cely prostor X. Potom oznacme
podgrupu grupy Cn(X) obsahujici pouze Tetézce Y ;n;o; takové, Ze n; € N a
o; € C,(X) je obsaZend v néjakém podprostoru z U, jako CY(X).

Jedna se o celkem technicky diikaz, nejdiive si k tomu dokdzeme pomocna
lemmata.

Lemma 13. Pro A™ a € > 0 lze najit N-komplex na A" takovy, Ze pro kaZdy
k-simplex o, v A-komplexu plati diam (aa(AkD < e pro vsechna k € {0,... n}.

Diikaz. Budeme pouzivat metodu zvanou barycentrické déleni. Idea je, Ze pro

kazdy simplex [vg,...,v,] v A-komplexu vezmeme téZisté b tohoto simplexu a
ke kazdé sténé [v, ..., vi—1,Vit1, .. .,U,] pFiddme toto tézisté, dostaneme simplex
[b,v0, ..., Vi—1,Vit1,- .., U], tim simplex rozdélime na mensi simplexy, které do-

hromady tvofi puvodni simplex, ale jsou mensi, jak i pravé ted dokazeme.

Kazdy bod n-simplexu [vg, . .. ,v,] se nechd reprezentovat jako

> tw,kde0<t; <1 A > =1

1€{0,...,n} 1€{0,...,n}

Téziste je bod, ktery ma v této reprezentaci t; = t; pro vSechna i,j € {0,... n}.

Definujeme induktivné, jak barycentrické déleni funguje. Pro n = 0 zobrazime

0-simplex sdm na sebe. Pro n > 0 rozdélime n-simplex [vg, . . .,v,] na n-simplexy
[b,wo, ... ,wu_1], kde [wy, ... ,w,_1] je (n — 1)-simplex z indukéniho kroku, ktery
vznikl pti déleni z [vg, . .., 01,0541, - - - ,Un).
Ukdzeme, ze diam([wo, . .. ,wy]) < Zydiam([vo, . . . ,v,]) pro viechny
[wo, ..., wg], k € {0,...,n}, kde [wy, ... ,wg] je k-simplex, ktery vznikl pfi déleni.
Predpokladejme, ze diam([vo, ... ,v,]) = 1, jinak muzeme vSechny pruméry v
rovnostech a nerovnostech vynasobit diam([vo, ... ,v,]).

Jelikoz pro mnozinu A plati diam(A) = max, yea |z — y|, bude stacit ukazat,

ze pro libovolné 2 body z,y € [wo, . .. wi] je |z —y| < 5. Vyuzijeme reprezentaci
bodt n-simplexu. Pro libovolné body z,y n-simplexu [vg, . . . ,v,] plati
lz—yl=| > twi—y|=| > ti(vi—y)| < max [V — Y|
i€{0,....n} i€{0,...,n} a€{0,.n}
max |(v,— Y. tjv;)|= max Y tjlva—vy)| < max |v, — vy
aef{0,...,n} je{0,m} ac{0,...,n} je{0,mm} a,be{0,...,n}

(1.1)

Postupujeme indukei, pro n = 0 tvrzeni plati, protoze diam(A°) = 0. Necht
tvrzeni plati pro n > k > 0 a x,y € [wo,...,w,). Pouzije vztah [L.1] dosta-

neme diam([wp, ..., w,]) < max,plw, — wp|, pokud ani jeden bod neni tézisté
[vo, - - . ,Up], pouzijeme indukéni predpoklad, protoze w,,wy lezi ve stejné sténé
[V0y + -+ Vie1, Vig1, - - ., Uy) Pro néjaké i € {0,..., n}.
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Vv

Necht tedy w, = b je tézisté simplexu [vy, . .. ,v,] a w, je vrchol v [vg, . .. ,v,],

proto w, = v; pro néjaké i € {0,..., n}. Vime, ze b = 3; n%rlvj. Najdeme tézisté
b stény [vo, ... ,Vi—1,Viq1, ..., Vy), dosazenim b; = 3, ; %vj dostaneme
1 1 1 1 n

b= i = i = i bi-
;n%—l% n—{—lv—{_;n—i—l% n+1v+n+1

Proto plati, Ze b lezi na primce mezi v; a b;, jelikoz je soucet koeficient u vrchol

roven jedné. Z toho pak dostavame |v; —b| = 25 |v; — bi| < Zgdiam([vo, . . . va)).
Pokud toto budeme opakovat m-krét, tak diam([w, . .. ,w,]) < (;57)™ 0.
Z toho plyne tvrzeni. O]

Lemma 14 (Lebesgueovo ¢islo). Méjme X metricky prostor a U = {U,;}; mno-
Zina podprostori, jejichZ vnitrek pokryvd celé X .

Pokud je X kompaktni, potom existuje § > 0, Ze pro kaZdou podmnozZinu A v
X sdiam(A) < § existuje U;, Ze A C U;.

Diikaz. Prevzato z prace Munkerse (Munkres| 1975, Strana 175). O]

Lemma 15. Necht {o,}q jsou n-simplexy tvorici bazi C,(X). Potom existuje
retézcové zobrazeni D: Cn(X) — C,(X), které je tetézcové homotopické identité
a navic pro o, € Cn(X) plati D(c,) = X kiog, a diam(o, (05,(A™))) < & pro
kazdé og,.

Diikaz. Nejdrive dokazeme tvrzeni pro linedarni n-fetézce v konvexni mnoziné Y
v euklidovském prostoru. Poté tento vysledek zobecnime pro vsechny obecné n-
Tetézce.

Linearni zobrazeni generuji podgrupu v C,(Y"), budeme ji oznacovat LC,(Y),
Plati, Ze 0|, (v, se zobrazi na prvky z LC,_1(Y'), tedy (LC.(Y), 0,) je Tetézcovy
komplex. Kazdé linedrni zobrazeni A\: A" — Y lze ztotoznit s jeho s obrazem
[wo, ..., wy], kde w; je obraz v; z A™. Tyto prvky tvoii bazi LC,(Y). Z technic-
kych divodi definujeme LC_; := Z generovany [0] a O([wp]) = [0].

Pro kazdy bod b € Y definujeme homomorfismus definovany na [wy, . .. ,wy,],
které tvoii bazi LC,(Y), nasledujicim vztahem:

b: LCW(Y) — L,y (V)

[wo, - . ., wy] > [bywo, . .., why]
Aplikaci 0 na b([wo, ... ,wy]), kde [wo, ... ,w,]| je prvek baze, ziskdme nasledu-
jici vztah O(blwo, . .., w,]) = [wo, ..., w,] — b(Ow, . . ., wy]). Z toho, ze simplexy

tvori volnou bézi fetézci, mame pro ¢ € LC,(Y) vztah 9(b(c)) = ¢ — b(0(c)) a
b(0(c)) + 9(b(c)) = Id(c).

Pro LC,(Y) definujeme délici homomorfismus S: LC,(Y) — LC,(Y). Necht

A: A" — LC,(Y) a by je obraz tézisté A™. Definujeme S([(]) = [0], déle induk-
tivni dodefinujeme S(A) = b)(SA(A)), kde by je homomorfismus definovany vyse.
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Pro n = 0 potom mame S([wo]) = wo([0]) = [wo].

Budeme chtit ukézat, ze SO(c) = 9S(c). Vime, ze 9S(c) = SO(c) pro ¢ €
LCy(Y). Pouzijeme indukci, indukéni predpoklad je S = SO pro vSechna ¢ €
LC(Y), kde k < n. Potom pro n > 0 mame

OS(N) = Oby(SO(N)) = SOX — brO(SON) = SOX — by(SOON) = SO(N),
kde predposledni rovnost plyne z indukéniho predpokladu.

Déle budeme chtit ukazat, ze Id a S jsou fetézcové homotopické. Dokézeme
to diky zobrazeni T': LC,(Y) — LC,41(Y), které definujeme nésledujicim zpi-
sobem. TA = 0 pro A € LC_1(Y). Pro [wo] = A € LC,(Y),n > 0 definujeme
T(A) = by(A —=T(0N)). Pro n = 0 plati

IT(AN)+TO(N) = Iby(A=T(0ON)) =T (0N) = I([wo,wo] —0)—0 =0 = Id(N\) —S(N),
protoze by = wy.

Udélame indukéni krok. Necht n > 0, € LC,(Y) a at plati 9T = T0 pro
vSechna k < n.

OTA = 9by(A — TON) = A — TON — by (D — TON)) =
— A — TON — by(OX — OTAN) = A — TN — by(S(ON) — TOIN) =
— A= TN — S,
kde druha rovnost plati, protoze by = Id — b,(09), ¢étvrta je z indukéniho predpo-
kladu a posledni z definice S. Dostavame, ze 0T +T90 = 1d — S. Grupu LC_1(Y)

muzeme jiz prestat uvazovat a vysledek je stdle zachovan, protoze T na LC_1(Y")
je identické 0.

Pro obecny n-simplex o definujeme S: C,,(X) — C,,(X) jako So = 0,5(1d,,),
kde zobrazeni Id,,: A™ — A" je linearni zobrazeni na konvexni mnoziné.

Jedna se o Tetézcové zobrazeni, jelikoz
9 (50) = 0oy (S (Idn(An))) = 04 (05 (1dn(A"))) = 0450 (Id, (A")) =
= oyS (Z(—l)ildiﬂ"l) =D (-1)'ouSAT =8 <Z(—1)i<f|m> = 5(90),

kde Id’ : A"~! — A" je zobrazenf na i. sténu a A? je i. sténa A",

Obdobné definujeme i T: C,,(X) = Cht1(X) jako T(0) = oy (T'(1d,(A™))).
Obdobné plati

0(To) = 0 (04T (1d,(A"))) = 04 (T (1d,(A"))) =
oy (Id,(A") — S(Id,,(A")) — TO(1d,(A"))) = 0 — So — 04T (1d,(A")) =
oc—So—T(0o) = 0I'—=To=1d-S.
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Potom T dokazuje, ze Id a S indukuji stejné homomorfismy. Jelikoz Id,, indukuje
izomorfismus, tak i S pro vSechna n € N z dusledku [10]

Nakonec ukazeme, ze i Id a m-krat opakované S, S™, indukuji stejné homo-
morfismy. Méme zobrazenim D,, := > <;,, T'S*, potom

0Dy + Dpd = > (0TS'+TS0) = Y (TS +T9S") =

0<i<m 0<i<m
> @T+To)S = > (d-8)s'= Y (§-57)=1d- 5"
0<i<m 0<i<m 0<i<m

Pro kazdy singularni n-simplex o: A™ — X existuje m takové, ze S™ (o) lezi
v CY(X), jelikoz z lemma 13 vime, 7e diam simplexti v S™(Id, A™) ™= 0. Potom
zvolime m, Ze pro n-simplexy o, v S™(Id,A") plati, ze diam(o~'(0,)) je mensi
nez Lebesgueovo ¢islo pokryti o~ (Int(Uj;)). Jelikoz pro riznd o, bude Lebesgue-
ovo Cislo riizné velké, oznacime m(o,) jako nejmensi, pro které je diam(o~*(0,)) <
€ pro kazdé o,. Z toho plyne tvrzeni. O]

Tvrzeni 16. Ezistuje zobrazeni p: C,(X) — CY(X) takové, Ze pro vnoreni
12 CY(X) — Cu(X), plati, Ze tp a pv jsou Tetézcové homotopické identité. 7
toho plyne, Ze v indukuje izomorfismus t,: H4(X) ~ H,(X).

Diikaz. Mtzeme definovat D: C,,(X) — Cyq1(X) jako D(0) := Dypyo)o pro kazdy
n-simplex o: A™ — X. Chceme ukazat, ze existuje p: C,,(X) — C,(X) s obrazem
v CY(X) splitujici 9D + DO = Id — p. Zvolime p :=Id — dD — DJ. Potom

Op(o) = 0o — 00D — ODIo = 0o — dDIo

pd(c) = do — 0DOc — DIJo = Jo — dD0o.
Tedy 0p = pO.

Ovétime, Ze Im(p) C CY(X).

ploc) =0 —0Do — Do =0 — (0 — Sm(")(o) — Din()0) — Do =
S™ + Dy (80) — D(8(0)),

kde druhé rovnost plyne z toho, ze 0D, (o) + D)0 = Id — S. Vime, Ze §m(@)
a lezi v CY(X) z definice m(o). Pro Dy (d0) — D(do) plati, Ze se jednd o li-
nedrni kombinaci clentt Dy ()(90) — Di(s,)(00;5), kde o; je sténa o. Plati, Ze je
m(o;) < m(o), protoze o; je zuzeni o na j-tou sténu. Proto se rozdil sklada z
¢lentt T'S%(0;), kde @ > m(o;), tedy tyto ¢leny lezi v CY(X), protoZe z definice T
plyne, ze T zobrazuje prvky z C% (X)) do C%(X).

Dostavame, ze pro p: Cp,(X) — CY(X) mdme 0D + DI = Id — 1p, to plyne
ze vztahu, Ze D + DO = Id — p a ¢ je vnoteni C¥(X) do C,(X). Dale mame
pv = 1d, protoze pi(o) = p(o) = 1d(0) — D(do) — O(Do) = o, protoze m(c) =0
a Dy = 0. Tedy existuje homotopie mezi pt a Idcu(xy a mezi p a Ide, (x). Tedy ¢
mus{ byt bijekce a indukuje ekvivalenci HY(X) ~ H,(X). O
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Véta 17 (O vytezu). Méjme prostor X a jeho podprostory A, B takové, Ze
Int(A) UInt(B) = X. Potom inkluze v: (B, AN B) — (X, A) indukuje izomorfis-
mus t.: Hy(B,AN B) — H,(X, A) pro vsechna n.

FEkvivalentne pro podprostory Z C A C X takové, Ze uzdvér Z je podmnoZina
Int(A), plati, Ze inkluze v: (X — Z, A—Z) — (X, A) indukuje izomorfismus grup
te: Hy (X —Z,A—Z) — H,(X, A) pro vsechna n.

Diikaz. Nejdiive dokézeme 1. ¢dst. Mdme, 7ze X = AU B. Ozna¢me U := {A, B},
budeme misto C%(X) pouzivat pro tento ditkaz vhodnéjsi znadeni C,(A + B). Z
tvrzeni[16] mame, vztahy 0D+ D0 = Id—up a pt = Id. VSechna tato zobrazeni pre-
nasi retézce z A do A, proto kdyz definujeme projekci na A, tak budou pro indu-
kovana zobrazeni splnéné oba vztahy uvedené vyse a tedy ¢: C,,(A+ B) — C,,(X)
indukuje izomorfismus mezi H,(A + B) — H,(X), navic vSude v dikazu plati,
ze Tetézce z A se zobrazi pomoci vSech zobrazeni v ditkazu na fetézce v A, tedy i

. Cn(A+ B )/Cn( A) — Cn(X >/Cn( A) indukuje izomorfismus mezi prislusnymi
faktorgrupami. Faktorgrupy Cn(A+ B )/Cn (4) 2 Cn(B >/Cn( A)N Cy(B) jsou izo-

morfni, protoze obé jsou generované n-simplexy v B, které nelezi v A. Tedy
dostavame, ze H,(B,AN B) ~ H,(X, A).

Ekvivalentni verze plyne z toho, Ze polozime Z = X — B, obracené¢ B = X — Z.
Déile ANB =AN (X — Z) = A— Z a podminka na uzavér Z uvnitt A plyne z
toho, ze X = Int(A)UInt(B) = A D X —Int(B) = Z. O

Definice 30. Necht je X topologicky prostor a A jeho podprostor. Rekneme, Ze A
deformacni retrakce X, pokud existuje posloupnost funkci { f;: X — X hiejo,1,
Ze fo=1d, f1(X) = A, fi|, =1d a funkce ¢ je spojitd.

p: X x[0,1] = X
(l‘,t) = ft<x>

Definice 31. Necht X,Y jsou topologické prostory. Zobrazeni f: X — Y na-
weme homeomorfismus, pokud je spojité, bijekce a navic =1 je spojitd. Pokud
existuje homeomorfismus mezi prostory, nazveme je homeomorfni.

Pozndmka. Homeomorfni prostory jsou homotopicky ekvivalentni, protoze pokud
existuje homeomorfismus h: X — Y, staci volit f = h a g = h™! v definici 23]
Dostaneme rovnou identitu. Z toho plyne, ze pro prostory X, Y plati H,(X) ~
H,(Y) pro vSechna n € N.

Definice 32. Necht (X, p) je topologicky prostor a necht ~ je relace ekvivalence
na X. Kvocient topologického prostoru Y = X/N je definovdan jako

Y={{veX:v~a}:xe X},
kde U je oteviend mnozina v'Y, pokud Uy ® je oteviend mnozina v X.

Pozndmka. V tomto textu u kvocientu topologického prostoru budeme misto ekvi-
valence ~ uvadét pouze podprostor Z. Ekvivalenci ~ definujeme, ze pro kazdé
r,yeZplatiz~y prore X —Z, ye X plati z o y.
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Definice 33. Méjme topologicky prostor X. Okolim podmnoZiny A C X je
mnozina V', kterd obsahuje otevrenou mnozinu U splnujici A C U.

Tvrzeni 18. Necht je X topologicky prostor a A neprdazdny uzavreny podpro-
stor, ktery je deformacni retrakce okoli mnozZiny A. Potom projekce m: (X, A) —

(X/A, A/A> indukuje izomorfismus m.: H,(X,A) — H, (X/A, A/A>.

Diikaz. Oznac¢me okoli jako V. Mame komutativni diagram:

Hy(X, A) —— H\(X,V) H,(X — A,V — A)
H, (X/A,A//Q — H, (X/A,V/A) «— H, (X/A—A/A,V/A—A/A)

Ukazeme, ze vSechna zobrazeni jsou izomorfismy pro vsechna n.

Deformacni retrakce mezi A,V nam déva homotopickou ekvivalenci mezi té-
mito podprostory, takze H, (X, A) ~ H,(X, V) z dlouhé exaktni posloupnosti pro
(X, V, A), protoze H,(V, A) = 0 pro viechna n € N. Obdobné i £/, s X4, ndm
dava H, (X/ A A/ A) ~ H, (X/ A V/ A)- Vodorovné izomorfismy vpravo plynou
z véty o vyTezu. Svislé zobrazeni vpravo nam dava izomorfismus, protoze existuje

homeomorfismus ¢: (X — A, A— A) — (X/A — A/A, V/A — A/A).
Ostatni izomorfismy plynou z komutativity diagramu. O]

Lemma 19. Generdtor H,(A", OA™) je n-simplex Id,,: A™ — A™.

Diikaz. Jisté plati, ze 1d, je cyklus v H, (A", 0A™). Pro n = 0 je tvrzeni zfejmé,
protoze jediny 0-simplex v A je pravé identita. Pro indukéni krok definujme A
jako sjednoceni az na jednu vsech stén A". Budeme chtit ukazat, ze zobrazeni v

Ho(A™, OA™) — Hy 1 (OA",A) — Hoy (A", 9A™ )

jsou izomorfismy. Prvni zobrazeni je izomorfismus z dlouhé exaktni posloupnosti
B Hy (A", 007) D H, (A", A) 2 H, (A", A) &5 H, (A" 00" 5 ...

pro trojici (A", 0A™, A) a toho, ze H;(A", A) = 0, protoze mezi A" a A existuje
deformacni retrakce a tedy jsou homotopicky ekvivalentni. Druhé zobrazeni je
izomorfismus, protoze pro n = 1 mame izomorfismus uz pro retézce, takze i pro
homologické grupy a pro n > 1 plati

Ho 1 (0A" A) ~ Hoy (92773, 3)) =~
n—1 -1
>~ MMy q <A /aAn—l,aA /aAn—l) >~ Hn_l(An_l,aﬁn_l),

kde z Tvrzeni [18| plyne prvni a treti izomorfismus a druhy plyne z toho, Ze jsou
prostory homeomorfni, protoZe v obou piipadech mame A"~! se ztotoznénou hra-
nici do jednoho bodu. Dokéazali jsme, Ze jsou vse izomorfismy.

n

Indukéni krok plyne z toho, ze Id, je poslana zobrazenim 0 na +Id, ;.
Jelikoz Id,_; generuje H, (A" 1.0A™ 1), musi z izomorfismu Id, generovat
H, (A", 0A™). O
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Lemma 20 (Five Lemma). Méjme komutationi diagram s abelovskymi grupami

A—sB-roc—t.pLop
LA N A
A—>p st D -t E

kde radky jsou exaktni a o, B, 0,n jsou izomorfismy, potom iy je izomorfismus.

Diikaz. Lze nalézt v knize od Hatchera (Hatcher] 2002, Strana 129) O

1.5 Ekvivalence simplicialni a singularni homo-
logie

Obdobné jako pro relativni singuldrni homologické grupy definujeme i relativni
simplicialni homologické grupy, znac¢ime je H>(X, A).
Véta 21. Méjme H>(X) a H,(X), potom jsou tyto grupy izomorfni pro viechna
n € N a vsechny A-komplexy.

Diikaz. Oznac¢me X* A-komplex, ktery se sklad4 pouze z m-simplexit, kde m < k.

HE L (XF XF1) o HAXFY) o HAXY) —» HA(XF, XF1) o HE (XF)

| | | | |

Hopr (XF, XP1) o Ho (X1 — Ho(XF) — Ho(XF, X1 — H, (X5

Pro tento komutativni diagram budeme chtit ukazat, ze jsou vertikalni homolo-
gické grupy izomorfni.

Ukéazeme, ze prvni a ¢tvrté vertikdlni zobrazeni jsou izomorfismy. Pro simplici-
alni verzi mame, ze C2(X*, X*¥~1) = 0 pro n # k a pro n = k volnou abelovskou
grupa s volnou béz{ n-simplexy z A-komplexu A"(X*) = {o,|a € T}, kde T
je néjaka indexovd mnozina. Potom je HZ(X* X*1) izomorfni C2(X*, X*-1)
diky tomu, Ze viechny prvky C2(X*, X*~1) jsou cykly a nemdme Zadné (n + 1)-
simplexy, z ¢ehoz dostavame H2 (X XF71) ~ @FZ.

[e1S

Pro H,(X*, X*~1) ukdZeme, Ze je simplicidln{ verzi izomorfni. Za¢neme s tim,
k k
se Hacer AO/ koa X /svk—1 jsou homeomorfni, kde [ znac¢i disjunktni
: " Haer aAﬂ, X
sjednoceni. Staci pouzit
o: J] AL — X*
acl’

A’; — UQ(AZ).

7, toho mame

12

H, (Xk,Xk_l) ~H, (Xk/Xk—1) ~H, H AZ/L[ INF

acl’
a€el’

D H, (A%N> ~ @ H, (0%, 00E) .
@ ael

ael
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kde prvni a ¢tvrty izomorfismus je z Tvrzeni druhy z Dusledku [9] t¥eti z Tvr-
zeni . Z Lemmavime, zen =k je H,(AF, OAF) je generovana Id: AF — A,
proto H, (A';,@AZ) ~ 7 a pro n # k je H,(X*, X*71) = 0. Z toho mame izo-
morfismus mezi H2 (X% X*1) a H,(X*, Xk-1),

Pro dokazani izomorfismu u druhého, tfetiho a patého vertikalni zobrazeni po-
uzijeme indukci podle k. Pifpad pro k = 1 plati, protoze H-(X* 1) a H,(X*1)
jsou izomorfni, protoze mame izomorfismus jiz pro grupy retézci. Tteti zobrazeni
je izomorfismus z Five lemma [20]

Predkladejme, ze tvrzeni plati pro vsechna 1 < i < k, potom druhé a paté
zobrazen{ je izomorfismus a opétovnou aplikaci Five Lemma[20]dostavame tvrzeni.
m

Diisledek 22. H2(X) je nezdvisld na volbé A-komplexu.
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2. Perzistentni homologie

Utelem této kapitoly je seznamit ¢tendfe s teorii perzistentni homologie, které
ma za cil extrahovat topologické informace z mnoziny bodt. Toto lze vyuzit na-
priklad v pocitacovém vidéni, kdy ze senzorii zachytime koneéné mnoho méreni
a chtéli bychom poznat, o jaky predmeét se jednda. Dalsi vyuziti muze byt pri
praci s vicedimenziondlnimi daty. Pro vicedimenzionalni data navic nemame zpi-
sob, jak si je primo vizualizovat, protoze pro data o vice nez 3 slozkach nam
jiz klasické grafické metody nestaci. V dnesni dobé se setkavame casto s daty,
které maji spoustu slozek, nemusime védét, zda jsou vSechny slozky dilezité,
jestli mame dobte zvoleny souradnicovy systém nebo jakou metriku vitbec mame
volit. Z téchto informaci bychom chtéli rozeznat topologické vlastnosti objektu,
navic bychom chtéli, aby malé nepresnosti nezpisobily velké rozdily ve vysledku.
Ukazeme, ze pomoci perzistentni homologie se téchto vysledkii miizeme pokusit
dosdhnout.

Typickym prikladem dat, s kterymi perzistentni homologie miize pracovat jsou
naptiklad fotografie nebo videa, ty se daji totiz reprezentovat jako vektory, kde
kazdé slozka odpovida jednomu pixelu.

Zptsob, jakym perzistentni homologie funguje, je celkem jednoduchy. Kolem
kazdého bodu uvazujeme kouli o poloméru e, pokud maji koule dvou bodu ne-
prazdny prunik, priddme mezi né 1-simplex, obdobné pro ostatni n-simplexy a
prinik n+1 kouli. Postupné zvétsSujeme ¢ a sledujeme, zda jsou néjaké netrivialni
cykly, které dlouho vydrzi, ty budeme povazovat za vlastnost prostoru. Naopak
ty, které brzy zaniknou, povazujeme za Sum, nepresnost méreni ¢i pouze za jev,
ktery nastava pri rastu komplexu.

Predpokladédme, ze mame n-dimenzionalni vektory nad R. Tyto vektory pak
muzeme ztotoznit s body v R". VSechny vypocéty budeme provadét nad Z,, jednak
to vypocty zjednodusi, ale také diky tomu budeme mit koeficienty nad télesem,
diky ¢emuz vyuzijeme reprezentace, kterd nad obecnym oborem neplati. Precho-
dem k Z5 se homologické grupy zméni, stanou se vektorovymi prostory, nemohou
mit torzni ¢asti homologickych grup naproti homologickym grupam s koeficienty
nad Z. Ale nejsou uplné jiné, existuje jisty vztah mezi homologickymi grupami s
koeficienty nad Z a jakoukoliv jinou grupou. Vice v tvrzeni [32]

2.1 Algebraicka struktura

V této sekci se zamérime na algebraicky popis perzistentni homologie. Nejdrive
formélné definujeme jeji zakladni struktury, poté prejdeme k dokazovani obecného
tvrzeni pro gradované moduly nad gradovanym oborem hlavnich idealt. Tento vy-
sledek poté aplikujeme na struktury, které perzistentni homologii popisuji, tim
ziskame dulezity vysledek o jejich vlastnostech.

Cilem je vybudovat posloupnost abstraktnich simplicidlnich komplext, ktera
zachycuje, jak se s zvétSujicim ¢ vyviji struktura tohoto prostoru. Algebraickou
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strukturu budeme popisovat podle prace Wanga (Wang, [2012).

Definice 34. Konecna mnozina simplexi K, kterd je uzavrend na stény, nazveme
abstraktni simplicidlni komplezx.

Pozndmka. Abstraktni simplicialni komplex nemusi byt A-komplex.

Definice 35. Perzistentni komplex je posloupnost abstraktnich simplicidlnich
komplexii {K'}ien, kterd spliuje, Ze K; C K;11. Navic pro kaZdé i € N exzistuje
zobrazeni fi: K — K1

Pozndmka. Pro kazdy abstraktni simplicidlni komplex K* mame jeho Tetézovy
komplex, ktery oznac¢ime jako (C¢,0!). Ze vztahu K C K™ mdme vnoreni
fi: K¥ — K pro kazdé i € N.

Definice 36. Definujeme k-Perzistentni p. homologickou grupu komplexu

i i i+k _ Ker , )
K* jako Hy™" = ”Tm o NKer oy
Poznamka. Definice je korektni, protoze vsechny grupy jsou podgrupy abelovské
grupy C’;*k, tedy jejich prinik je také podgrupa. Misto HI’)’ budeme pouzivat
pouze H.

Definice 37. Bettiho c¢islo pro k-perzistentni p. homologickou grupu
rozumime dimenzi grupy Hy"™*, znacime jako 3"+

Poznamka. Definice k-perzistentni p. homologické grupy timto zptisobem je mo-
tivovana popisem p-cykli, které, které vzniknou v i. kroku nebo diive a v (i + k).
kroku stéle jesté nejsou hranice od néjakého (p + 1)-fetézce. Lze Tici, Ze se jedna

/Y s v

krokti. Od toho nézev perzistentni.

Pozndmka. Misto grup muzeme grupam fetézci a homologickym grupam dat
strukturu R-modulti, kde koeficienty u fetézcti budou z tohoto okruhu. Budeme
nadale pouzivat homologické moduly, protoze pomoci nich odvodime strukturu
perzistentnich moduli. Pokud pouzivame pro koeficienty homologickych grup R,
shoduji se definice grupy s modulem uz na fetézcich.

Definice 38. Perzistentni modulem p. homologickych moduli nazveme
posloupnost modulii {H}}ien s homomorfismy fi: Hy — H''. Pokud je kaZdy
modul H, konecné generovany a existuje n, Ze pro kaZdé m > n plati, Ze f" je
izomorfismus, pak rekneme, Ze je konecného typu.

Pozndmka. Pro kazdy abstraktni simplicidlni komplex K; v perzistentnim kom-
plexu mame vnoreni do K,;,;. Toto vnoreni indukuje fetézcové zobrazeni mezi
fetézovymi komplexy (CL, %) a (Cit', 00) a homomorfismus mezi H) a HJ™.
Proto miizeme z perzistentni komplexu vytvorit perzistentni modul. Jelikoz bu-
deme chtit mit vrcholy simplexii pouze v nasi mnoziné bodi, kterych je konecné
mnoho, miize abstraktni simplicidlni komplex obsahovat pouze kone¢né mnoho
simplexti. Proto budou H; konecéné generované. Ze stejného diivodu musi existo-
vat k, Ze abstraktni simplicidlni komplexy K* = K'! pro vSechna | > k. Proto z
konecné mnoho bodi vzdy dostaneme perzistentni modul konec¢ného typu.
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Dokazeme si tvrzeni o podobé gradovanym modulid nad gradovanymi obory
hlavnich ideald, které vyuzijeme pro popis p. perzistentnimu modulii kone¢ného
typu.

Definice 39. Gradovanym okruhem je okruh R takovy, Ze R se da rozloZit
na direktni sumu abelovskiych grup

R=PFR,
1=0

pro ktery navic plati, Ze kdy? x € R' ay € R?, tak x -y € R, Prvek x € R',
nazveme homogenni stupné i, znacime deg(x) = i.

Levy gradovany modul M nad gradovanym okruhem R je levy modul
nad gradovanym okruhem R, ktery lze rozloZit na direktni sumu abelovskych grup

M =@M,
i=0
kde x € R ay € M spliuji, Ze x -y € M.

Definice 40. Gradovanym idedlem I nad gradovanym okruhem R nazveme
idedl, pro ktery plati [ = @ I?, kde IP =1 N RP.

peN
Pro konec¢né generované moduly nad oborem hlavnich ideali plati nasledujici

strukturalni véta.

Véta 23 (Struktura konec¢né generovanych moduli nad oborem hlavnich ideali).
Necht R je obor hlavnich idedli a M je konecné generovany modul nad R. Potom
M lze rozlozit na direktni sumu

M~R© (@ R/(Cli)>
i=1
pro nejaké r > 0 a n € N. Proky aq,...,a, € R nejsou jednotky v R a spliuji

aj|ag|---|ay. Tento rozklad je jednoznacny.

Diikaz. Dukaz lze nalézt v knize od Dummita a Foota (Dummit a Foote, |[1999|
Strana 462). O

Budeme chtit tento vysledek prevést pro pripad gradovanych moduli.

Lemma 24. F[x] je obor hlavnich ideali.

Diikaz. Necht I je idedl v F'|x], ukdZeme, Ze je hlavni. Vezméme f(z) € I, f(z) #
0 a deg(f(x)) minimalni. Pro spor existuje g(z) € I'\ (f(z)). Jelikoz mame koefi-
cienty polynomu nad télesem, tak muzeme najit a(z), b(x) € Flz], Ze deg(b(z)) <
f(z), které splnuji g(x) = a(z) f(x)+b(zx). Jelikoz f(x), g(x) € I, musiib(z) € I,
ale potom je to spor s tim, ze deg(f(z)) je v I minimalni. O

Lemma 25. Méjme gradovany okruh R a I gradovany idedl, potom R/[ je
také gradovany okruh, kde definujeme (R/I)p — R+ I/[. Dale plati, Ze R/[ =

D Rp/]p-

peN
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Diikaz. Kazdé 1+ I/ 7 je abelovska podgrupa R/ 7- UkéazZeme, Ze

p
e
peN
(ao+ILai+1,...) =Y (a,+1)

peN

je izomorfismus abelovskych grup.

Ovérime, Ze se jednd o homomorfismus. Plati o((ag+bo+1,a1+b1+1,...)) =
Soplap+bp+1) =3 (ap+1)+>,(bp+1) = p((ag+1,a1+1,...)+ (bo+1,b1 +
I,...)).

Ukézeme, ze ¢ je na. Uvazujme = + [ € R/ 7- Jelikoz R je gradovany mame

xr =, x;, kde x; jsou homogenni, ale potom x; + I € RP I/ 7 pro néjaké p;.

Dokonéime tim, Ze ¢ je prosté. To je prave tehdy, kdyz kazdy prvek jde genero-
vat pravé jednim zpusobem. Predpokladejme, Ze tomu tak neni, potom lze vyjad-
fit 0 netrividlnim zptsobem. Necht Y, (z;+1) = 0+1 € R/[, kdex; ¢ I, z; € RP:.
Potom Y, z; € I, a z toho jiz plyne, ze kazdé x; € I, protoze I homogenni ideal.

Zbyvé dokézat, ze {1+ 1/} _, splituji podminku v definici gradovaného
p
okruhu. Méjme x +i € RP+1 ay+j € R+ I, potom (z+1i)-(y+j) =

xy+yi+xj+ij € RFTI+ I, protoze xy € RPTY 7 definice gradovaného okruhu a
yi+xj+1ij € I. PTi pfirozené projekci dostaneme, ze (x+1)-(y+1) = (zy+1) €

<Rp+q + ]/]>

Druha cast tvrzeni je primocard, protoze

B @+ L @7 e =D .

pEN peN peN

kde druhy izomorfismus plyne z druhé véty o izomorfismu a posledni rovnost z
definice gradovaného idealu. O]

Lemma 26. Necht R je gradovany okruh, potom idedl I je gradovany prdaveé tehdy,
kdyz je generovany homogennimi pruky.

Dikaz. ,=* Gradovany idedl I = @ I?, tedy I je generovany U I?. Jelikoz
peEN peEN

1P = INRP C RP, tak kazdé I? obsahuje pouze homogenni prvky, z toho jiz plyne

implikace.

»<=“ Necht X je mnozina homogennich prvki, které generuji I. Ukazeme, ze [

je gradovany, coz znamend, ze [ = @ (I N RP). Jisté plati, ze I D @ (I N RP).
peEN peEN
Pro druhou inkluzi uvazujme x € I. Jelikoz X generuje I, miizeme najit

ri € R, x; € X, ze v = Y, ryw;. Dale je R gradovany, tedy existuji r; ; homogenni,
ze Ty = ;4. Dostavame, ze x = 37, ;i1 jx;. Vsechny 7145, z; jsou homogenni
prvky, tedy i 7;; - x; jako soucin dvou homogennich prvki, z cehoz plyne, Ze

rijx; € (I N RP) pro néjaké p a poté v € @ (I N RP). O]
peN
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Pozndmka. 7 lemma [24] vime, Ze F[z] je obor hlavnich ideali. M&ame gradovani
Flr] = @pen F - 2P,

Véta 27 (Strukturdlni véta pro konecné generované gradované moduly nad gra-
dovanym oborem hlavnich idealt). Necht F' je téleso a M je konecné generovany
gradovany modul nad F[z]. Potom M lze rozlozit na direktni sumu

M = (é(wav) ® (@ <=’”l”>/<xcl->) ,

i—1 i=1
kde a®, b, ct,m,r € N a jsou urceny jednoznacné.

Diikaz. Véta se dokdze obdobné jako véta[23] ale navic volime bézi (F[z])"*™ ho-
mogenni, kde r +m je nejmensi pocet prvkia generujici M. Poté pro homomorfis-
mus, ktery zachovavéa gradovani ¢: (F[z])"™™ — M lze ukézat, Ze miuzeme zvolit
{ai,..., @y} homogenni bazi (F[x])"™™, ze {a1y1,...,amyn} je bze Kery a
vSechny a; jsou homogenni prvky v F[z]. Poté jiz mame rozklad na

M ~ QFM Y @ <ZG:§1F[$] .yTJrVF[«T](Iz’yr-H') ’

kde volna ¢ast je izomorfni gradovanym okruhiim @ z* - F, protoZe y; posune
k>j

gradovani o deg(y;) = j. Ty jsou izomorfni idealu (7). Torzni ¢ast se skladd opét z
gradovanych okruhii stejného tvaru, jen jsou navic faktorizovany pres jejich idedly,
které jsou z lemma [26| gradované, protoze a; jsou homogenni. F' je téleso, proto
muzeme zvolit za generdtor néjaké z¢, ze (a;) = (x%). Déle plati, Ze deg(a;) =
deg(z%). Z lemma [25| mame, Ze i torzni ¢asti jsou gradované a ze maji uvedeny
tvar. Z toho jiz plyne tvrzeni. ]

Poslednich chybéjicim ¢lankem je zptisob, jak prevést perzistentni modul ko-
necného typu na gradovany modul. Ale to je pomérné primocaré. Vyuzijeme toho,
ze pro kazdé H! méme zobrazeni f: H) — H!*'. Pfevedeme p. perzistentni mo-
dul na gradovany modul nad F[z]. Posunuti v gradovani definujeme pomoci f;,
V Flz] je posunut{ v gradovan{ nahoru dané pomoci ndsobenim x, pro h € Hj}
definujeme z - h = f]ﬁ(h). Tim jsme dostali gradovany modul H; nad oborem
hlavnich idedlu F[z].

Definice 41. Pro p. perzistentni modul definujeme strukturu gradovaného
modulu nad okruhem F[z| ndsledujicim zpisobem

H, =D H:.
=0

Ze strukturdlni véty pro nas plyne dulezity vysledek, nékdy téz oznacovany
jako Zakladni véta perzistentni homologie. Jeji diilezitost tkvi v tom, Ze nam
dava jistotu, ze existuje néjaka baze, ne nutné jedind, ktera zachycuje vlastnosti,
kdy jaky cyklus vznika, jak dlouho vydrzi a kdy zanika.

Véta 28 (Zakladni véta perzistentni homologie). Pro p-perzistentni modul H,
konecného typu existuji jednoznacné urcené a;, b;, c;, m, n € N, Ze

H, ~ (é(x)) o < (xbi%(xci)> |

i=1

n
1=

1
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Obrézek 2.1: Vznik cyklu uvnitt cyklu

0 0 0 0
i-1 i j1 J
Hp Hp Hp Hp

Obrézek 2.2: Zanik cyklu

Nasledujici ¢ast je prevzata z textu od Edelsbrunner a Harera (Edelsbrunner
a Harer, [2010)).

Definice 42. Necht x € H}.. Rekneme, Ze trida x vznikla v éase i pokud x neni
v obrazu f;_y. O tridé x € H} Tekneme, zanikla v ¢ase i, pokud fi;(x) = 0 nebo
fi(z) =y a existuje = € HE | kterd vanikla drive ne x a f;(z) = y.

Pozndmka. Duavod, pro¢ je zanik takto definovan, 1ze nahlédnout z obrazku
od Zomorodiana a Carlssona (Zomorodian a Carlsson, [2005)). Jde napiiklad o
situaci, kdy se uprostted cyklu x vznikne dalsi cyklus y. My si zvolime bézi
{[z], [y]}. V dalsim kroku zanikne cyklus x + y. Cyklus y jako takovy nezanikl,
ale presto chceme o tridé, kterou cyklus reprezentuje fici, Ze zanikla, protoze
x 1 y homologické. Navic tfida x vznikla diive a stdle obsahuje cyklus, ktery
neni hranici. Presné to odpovida, ze jeden cyklus stale nezanikl a existoval jiny,
ktery vznikl pozdéji, a nasledné zanikl. Na obrazku z Clanku Edelsbrunnera a
Harera (Edelsbrunner a Harer, |2010)) je tato situace vyobrazena pomoci moduli.
V literature se tato definice zaniku casto oznacuje jako pravidlo starsiho.

2.2 Véta o nervu

Zpusobt, jak z bodi v prostoru vytvorit perzistentni komplex, je vice. Nékteré
jsou vhodnéjsi pro rychlejsi béh algoritmu, nékteré méné narocné na mnozstvi dat,
které si musime ulozit.

V tomto textu popiSeme konstrukei pomoci Cechova komplexu. Ten pro me-
tricky prostor tvori nerv prostoru, ktery se objevuje ve vété o nervu, které nam
rika, ze za jistych predpokladii jsou homologické moduly pro nerv a prostoru izo-
morfni. Toto tvrzeni se objevuje v praci Edelsbrunnera a Harera (Edelsbrunner:
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a Harer|, 2010]), odtud je toto tvrzeni prevzato.

Problém je, ze nevime, z jakého prostoru data mame. Proto nevime, zda mame
vhodnou metriku, zda mame dobre zvoleny souradnicovy systém, dokonce ani neni
jasné, zda pro prostor musi metriku existovat. V ptikladech vétsinou pouzivame
Euklidovskou metriku, pokud nemame diivod ke zvoleni jiné metriky.

Definice 43. Necht je X mnozina bodu v R™. Abstraktni simplicidlni komplex

C.(X) je Cechiiv komplex pro ¢ a X, pokud pro o C X plati, e o € C.(X)

prave tehdy, kdyz ( B(v;,e) # 0, kde B(v;,€) je koule se stredem v v; a polomé-
viE€Eo

rem .

Definice 44. Nervem konecné mnoziny mnozinU = {U; };cr nazveme abstraktni
simplicialni komplex

NrvU = {JCI

NU; # @} .
1€0

Definice 45. Mnozina V' je v topologickém prostoru X uzavrend, pokud existuje
otevrend mnozina U, Ze V = X — U.

Z knihy Edelsbrunnera a Harara (Edelsbrunner a Harer, 2010) mame tuto
vétu.

Véta 29 (Véta o nervu). Necht U = {U;}ier je koneénd mnoZina uzavrenych,
konvexnich mnozin v Euklidovském prostoru. Potom jsou Nrv(U) a Uc; Ui ho-
motopicky ekvivalentni, specidlné H,(Nrv(U)) ~ H,(U;c; Us).

Pozndmka. Necht madme mnozinu bodia X v R"” pochazejiciho z topologického
prostoru Y, potom Cechitv komplex C.(X) je nerv mnoziny kouli o poloméru
¢ se sttedem v bodech z X. Neplati, Ze je vzdy sjednoceni kouli homotopicky
ekvivalentni prostoru. Pokud zvolime € moc malé nepokryjeme prostor. Dalsim
z divodit muze byt, Ze pouzivame metriku, ktera nemusi prostoru odpovidat.
Napriklad mezi vsemi body uvazujeme konec¢nou vzdalenost, tedy pokud zvolime
¢ dost velké, vznikne mezi nimi simplex, ale muze se jednat o prostor, kde tyto
body lezi v riznych komponentach. Ale potvrzuje nam, ze myslenka perzistentni
homologie je spravna, ze pokud mame dostatecny pocet bodt dobie rozmisténé
po prostoru, ze pak pro vhodné zvolené £ budou homologické moduly komplexu
odpovidat homologickym modulim prostoru.

2.3 Vizualizace

Kdyz jiz vime, kdy vSechny tiidy homologickych moduli vznikly a zanikly, tak
bychom chtéli tento vysledek néjakym zptisobem vizualizovat, aby bylo jednodussi
nahlédnout, jak se perzistentni p-homologické moduly vyviji. Jednoduchym zpi-
sobem je znazornit pomoci perzistentniho diagramu nebo ¢arového kodu. Tato
¢ast je inspirovana z textu od Edelsbrunnera a Harera (Edelsbrunner a Harer|
2010) a od Carlssona ((Carlsson, [2009).
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Definice 46. Usporddanou dvojici (i, j) nazveme P-intervalem, pokud 0 < i <
Jj ai,j € N Uoo. MnoZina vSech P - intervalii asociovanych s H, je mnoZina
S = {(a;,00)} U{(bj,c;)}, kde a;, b, ¢y jsou exponenty z rozkladu perzistentniho
modulu v turzeni[28. V 'H, se mohou nékteré usporadané dvojice objevit vicekrdt,
proto pracujeme s S jako s multimnoZinou.

Definice 47. Méjme multigraf na (N Uoc)? takovy, Ze bod (i,7) je v tomto grafu s
ndsobnosti k prave tehdy, kdyz je (i, j) € S z minulé definice prdvé k-krat. Potom
tento multigraf nazgyvdme perzistentni diagram H,.

Priklad vizualizace perzistentniho diagramu lze nalézt na obrazku [2.4]

Tvrzeni 30. Oznacme ndsobnost bodu (i,7) v perzistentnim diagramu Hy jako
ve?. Potom plati

i = (B = B39) = (B = gi)

Diikaz. V prvni zavorce mame pocet cykld, které vznikly pred nebo v case i a
zaniknou v ¢ase 7. V druhé zavorce mame pocet cykli, které vzniknou pred nebo
v ¢ase 1 — 1 a zaniknou v ¢ase 7. Jejich rozdil nam dava prave cykly, které vzniknou
v Case i a zaniknou v j, coz je definice 77 O

Lemma 31 (Zékladni lemma perzistentni homologie). Méjme perzistentni modul
H, a jemu odpovidajici perzistentni diagram. Pro kazdy pdr (i, j), kdei,j € N, i <

j apée N plati N
RN WL

p<i l>j
Dukaz.
STk = T A (B ) = S ) =
k<i I>] k<i I>] k<i

]

Vyznam posledniho lemmatu tkvi v tom, Ze perzistentni diagram nese vSechny
informace o B;;j pro vSechny (i, j). Tedy lze z diagramu rekonstruovat vsechny
informace o homologickych modulech.

2.4 Algoritmus

K vypocétu budeme pouzivat redukéni algoritmus, ktery je prevzat z prace
Edelsbrunnera a Harera (Edelsbrunner a Harer, |2010). Vysvétlime, jak algorit-
mus funguje, poté dokazeme jeho spravnost.

Nejdiive si vytvorime pro mnozinu bodi X perzistentni komplex. Postupné
chceme zvétsovat € a v kazdém kroku spoéitat Cechitv komplex pro dané € a X.
Typicky budeme ¢ rovnomérné zvétsovat, tedy zvolime si néjaké 6 > 0 a v 1.
kroku vytvoiime abstraktni simplicialni komplex, Ze polozime K; = C.(X) pro
e = i-6. Plati, Ze v kazdém kroku bude Cechtiv obsahovat vSechny simplexy,
které obsahoval pro mensi €, proto mame vlastnost K; C K, ;. Pro algoritmus
si potfebujeme simplexy seradit nasledujicim zptisobem. Pokud i < j, potom pro
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simplexy o;,0; plati, Ze 0; € K;=0; € K; a pokud je o0; sténa o;, potom 7 < j.

Méjme jiz vytvorené komplexy Kj,..., K, a sefazené simplexy oy,..., oy.
Pro vypocet ﬁzl;”k pro vsechny [, k, p € N si vytvorime matici hrani¢niho zobra-
zeni O € {0, 1}V*N kde prvek na misté i, j je definovan jako

1 pokud je o; sténa o;

0= (az’,j)NxN = {

0 jinak
Pro o; plati, Ze jeho hranice je soucet simplext o;, ze 0; ; = 1.

Definujeme si funkci low(i), kterd ndm vrati index posledniho nenulového
prvku v 7. sloupci. Pokud je nulovy vrati 0.

Inicializujeme si matici R = 0. Poté postupné prochazime simplexy podle
jejich usporadani a provadime nasledujici operace. V i. kroku upravujeme 2. slou-
pec. Dokud je low(i) > 0 hleddme 0 < j < i, ze low(j) = low(7). Pokud takovy
sloupec existuje, tak ho pricteme k i. sloupci. Tim se nutné snizi low(i) a opaku-
jeme tento krok dokud zadny sloupec s low(j) = low(i) nenajdeme.

Pseudokdd pro algoritmus, kde R ¢ znaci . sloupec v matici R.

R=0
for i=1 to N do
while low(i)>0
for j=0 to i-1
if low(j)=low(i) do

R_i=R_i+R_m
break
endif
endfor
endwhile

endfor

Po skonceni dostaneme matici R, z které dokazeme zjistit ﬁ;; “*+k pro libovolné
i, k. Tyto informace jsou ulozeny v matici nasledujicim zptisobem. Postupné pro-
chazime pres vSechny sloupce, které jsou v matici R nulové. Pokud mame [. slou-
pec nulovy, pridanim p-simplexu o; vznikla nova tfida. Podivame se do [. Tadku,
pokud existuje sloupec m, ktery mé low(m) = [, plati, ze priddnim (p + 1)-
simplexu o, tiida zanikla v case, kdy se tento simplex pridal. Pokud takovy
sloupec neexistuje, tak rekneme, ze tato trida zanikla v ¢ase co. Tedy dokazeme

pro kazdou tridu urcit vznik a zanik.

2.5 Korektnost algoritmu
Oznacme sloupce, které jsou po upravé nulové jako pozitivni, ostatni jako

negativni. Budeme postupovat jako v algoritmu, tpravu i. sloupce miizeme po-
vazovat za ,,pridani“ o; do komplexu, pro ktery poc¢itame homologicky modul.
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Algoritmus se zastavi v konecném case: Pro i. sloupec mame jen konecné
mnoho j < 4, proto i kone¢né mnoho sloupct, které mohou mit low(j) = low(i).
Pokud takovy najdeme, pfictenim j. sloupce k i. sloupci se low(i) snizi mini-
malné o 1. Pokud zadny takovy sloupec neni, jiz i. sloupec neupravujeme. Tedy
pro kazdy sloupec se maticové tipravy provedou v koneéné mnoha krocich. Sim-
plexti je také koneéné mnoho, protoze z N bodt miizeme dostat maximalné 2V
simplexti, proto se algoritmus zastavi v kone¢ném case.

Prazdné sloupce odpovidaji vzniku nové homologické tridy: Z defi-
nice cyklu mame, ze jeho hranice je rovna 0. To muzeme interpretovat, ze lze
netrivialné vyjadrit 0 pomoci hranic jeho simplexti. V matici provadime pouze
operace, kdy pricteme j. sloupec k 1. sloupci, kde 57 < i, ale to neméni linearni
obal prvnich ¢ sloupcti. Pokud lezi i. sloupec v linedrnim obalu prvnich ¢ — 1
sloupcti, dostaneme nulovy sloupec, proto i novy cyklus. Tento cyklus nemuze le-
zet v jiz vzniklé tridé. Kdyby se lisil s prvkem z néjaké ttidy pouze o hranici, tak
by simplex o; musel byt sténa néjakého jiného simplexu. Vime, Ze tfidy vzniklé
pred pridanim o; nutné obsahuji cyklus, ktery neobsahuje ;. Ale simplex, ktery
ma o; jako sténu, musi mit index vétsi nez ¢, proto jsme ho jesté nepridali. Ze
stejného divodu nemitize byt tento cyklus ani hranice jiného retézce. Pridanim o;
musela vzniknout nova homologicka tiida. Vyberme cyklus z této tiidy a ozna¢me
ho, Ze reprezentuje tuto tfidu, tento cyklus obsahuje simplexy s indexy j < 1.

Homologicka trida, ktera vznikla pridanim simplexu o;, zanikne pri-
danim simplexu o;, kde j. sloupec ma low(j) = i: Dokdzeme indukei podle
poctu negativnich sloupcti. Pro prvni negativni sloupec tvrzeni ziejmeé plati, pro-
toze pridavame 1-simplex, ktery spojuje dva body. Neexistuje zadny sloupec, ktery
bychom mohli k j. sloupci pric¢ist. Méla by zaniknout t¥ida pozdéjsi bodu. To plati,
protoze druhy bod lze vyjadrit jako soucet prvniho a hranice simplexu odpovida-
jictho tomuto sloupci.

Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n — 1 negativnich sloupctu. Pridavame
dalsi negativni sloupec. Necht tento sloupec odpovida j. sloupci v matici. Prida-
nim o; nevznikne cyklus a jeho hranice je cyklus. Tento cyklus mame reprezento-
van v matici v j. sloupci. Uvazujme, ze tento cyklus jesté neni hranice a podivame
se, jakd homologicka tfida s nim zanikne. Protoze sloupce odpovidaji hranicim,
pri¢tenim <. sloupce k j. sloupci, kde ¢« < 7, zménime cyklus jen o hranici, proto
neménime jeho homologickou tridu. Nechf jiz zadny takovy sloupec neexistuje, to
se stane, protoze se kazdou upravou low(j) zmensi.

Ozna¢me i := low(j). Tvrdime, Ze t¥ida vznikla pfi pfidani simplexu o;, za-
nikne s pridanim o;. Z indukéniho pfedpokladu mame, Ze jeSté nezanikla. Sloupec
¢ je nulovy. Vime, Ze trida vznikla nejpozdéji s o;, protoze cyklus v sloupci 7 ob-
sahuje pouze simplexy s indexem k < ¢, proto jiz po pridani o; musel existovat.
Déle pro tuto tridu neexistuje reprezentant, ktery by obsahoval pouze simplexy
s indexem mensim nez ¢.

Ukazeme, 7Ze tento cyklus lze vyjadrit pomoci predchozich cykli a hranice.
Uvazujeme, cyklus c z j. sloupce. Vzdy vezmeme nejvétsi index &k simplexu obsa-
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zeného v tomto cyklu. Pro tiidu, kterd vznikla s timto simplexem, mame repre-
zentujici cyklus ¢;. Ten obsahuje v hranici simplex s nejvétsim indexem k. Soucet
cyklu je také cyklus. Kdyz tento cyklus pricteme k ¢, snizime tim nejvétsi index
simplexu v hranici. Pfidame si toto k& do mnoziny M a opakujeme. Mame nové
k. 7 argumentu vyse vime, ze se simplexem o, vznikla nova homologické trida,
proto existuje néjaky reprezentujici cyklus. Opakujeme, dokud nedostaneme cyk-
lus rovny 0. Z toho plyne ¢ = > .cn Cr, kde ¢ jsou reprezentujici cykly tridy
vzniklé pridanim oj. Tyto cykly mohou byt jiz hranice, protoze cykly mohly jiz
zaniknout. Z toho odvodime

= >, c+e

ki, ke M

Vyjadrili jsme reprezentujici cyklus pomoci cykl, co vznikly jiz dtive, a hranice.
Z definice zaniku pak plyne, ze tato tiida zanikla.

Nezalezi na poradi volby poradi simplexti v K?, pokud je zachovano,
ze sténa predchazi simplex, jehoz je sténa: Z predchozich odstavcu plyne,
ze pro postupné pridavani algoritmus funguje spravné a opravdu popisuje homo-
logické moduly pro jiz pridané simplexy, jelikoz po ptridani vSech simplexi z K;
budeme mit nakonec pridané stejné simplexy, musi byt proto i homologické mo-
duly izomorfni a proto nezalezi na potradi u simplexii, kde je mozno volit z vice
moznosti.

2.6 Priklad

Ukazeme, jak funguje implementovany algoritmus na mnoziné ndhodné zvo-
lenych bodt z toru. Vysledek srovname s vysledkem, ktery mame z prikladu
v sekci o simplicialni homologii.

V implementacich se namisto Cechova komplexu typicky setkéavame s Rips-
Viesovo komplexem, ktery je v jistém smyslu zjednoduseny Cechova komplexu.

Definice 48. Méjme mnozZinu bodu X v R™. Abstraktni simplicidlni komplex
VR.(X) nazveme Rips-Viesuv komplex, pokud pro kazdy o C X plati, Ze
Vo, v; € o je B(vi,e) N B(vj,e) # 0, kde B(v;,€) je koule se stredem v v; a
polomérem €.

Negenerujeme si nahodné body z toru, kde pouzijeme metodu podle prace
od Diaconise a kol. (Diaconis a kol.| 2012), kterd generuje rovnomérné rozdélené
body na povrchu toru. Pokud bychom brali pouze ndhodné u, v v intervalu (0, 27),
tak by dochéazelo k hromadéni bodu okolo stredu toru.

Z téchto bodi vytvorime perzistentni komplex pomoci knihovny JavaPlex od

Tausze a kol. (Tausz a kol., [2014), kterd pravé pouziva zminény Rips-Viesovo
komplex.
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Obrézek 2.3: Nahodny vzorek 500 bodi z toru T’

Dimenze 0 Dimenze 1 Dimenze 2

Zanik
Zanik

Obrazek 2.4: Perzistentni diagram pro torus T

Pro samotny vypocet jsem pouzil 500 bodl z toru

x(u,v) = (34 cos(u)) - cos(v)
u,v) = (3 + cos(u)) - (sin(v) u,v € (0,27],

které muzeme vidét na obrazku [2.3] Z téchto bodu jsem vytvorili filtraci o 100
krocich s maximalnim € = 1,96, kde jsme v kazdém kroku rovnomérné zvétsili € o
11’(?(? . Volba maximalniho ¢,,,, byla zalozena na testovani, kdy kolem této hranice
nezacaly vznikat zadné nové tridy, které by dlouho vydrzely. Navic pri velkém &
zacne pribyvat v komplexu velké mnozstvi simplexii. Vznik téchto simplexu lze
nahlédnout z toho, Ze nad touto hranici jiz dochazi k ¢astému spojovani bodu
na protéjsich stranach toru. Maximalni dimenze simplexi byla omezena na 3,
abychom mohli spravné pocitat homologické grupy pro dimenze 0, 1 a 2. Rips-

Viesovo komplex pro € = 1,96 obsahoval pres milion a pil simplexti.

Po spusténi redukéniho algoritmu na tento perzistentni komplex dostavame
nasledujici perzistentni diagram na obrézku 2.4 a ¢drovy kod na obrazku [2.5

Z diagramu nebo ¢arového kodu lze nahlédnout, ze 5y(7T") je velmi pravdépo-
dobné 1, pro 51(T") neni uplné jasné, ale lze predpokladat, ze je rovnd dvéma,
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imenze 0)

enze 2)

1 | 1 1 l |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6

Obrézek 2.5: Carovy kéd perzistentniho diagramu pro torus 7'

protoze mame jeden cyklus, co vznikl pomérné brzo a nestihl zaniknout a je-
den, ktery vydrzi znatelné déle nez ostatni. Pro f5(7") médme jeden cyklus, ktery
vznikl dfive nez ostatni a na rozdil od ostatnich vydrzi dlouho. Proto dava smysl
si myslet, ze pro prostor T, z kterého data pochazi, plati Go(T) = 1, 1(T) = 2
a (2(T) = 1. Z prikladu [1.1] vime, Ze jeho homologické grupy nad Z jsou vSechny
volné a maji presné tyto dimenze. Z tvrzeni mame, ze dimenze homologic-
kych grup toru nad Z a Zs jsou stejné, protoze jeho homologické grupy nad Z
jsou jen volné. Podarilo se ndm podafilo pomoci perzistentni homologie spravné
rekonstruovat homologické grupy prostoru.

Tvrzeni 32. Oznacme H,(X,G) homologickou grupu s koeficienty z grupy G.
Pokud jsou H,(X;Z) a H,_1(X,Z) konecné generované, tak pro p prvocislo plati,
Ze H,(X,Z,) se skladd z:

e scitance Z, za kazdy scitanec Z v H,(X;Z)
e scitance Zy, za kaZdy scitanec Zy. v Hy(X;Z),k > 1
e scitance Z, za kaZdy scitanec Zye v Hy,_1(X;7Z),k > 1,

kde grupa za pomlckou znaci nad jakou grupou jsou koeficienty homologickych
grup.

Diikaz. Lze nalézt v knize Hatchera (Hatcher| [2002, Strana 266). O
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Z.aver

Cilem prace bylo ¢tenari predstavit, co je perzistentni homologie. Nejdrive
jsme zacali s algebraickou topologii, specialné pravé homologii, kde jsme se sezné-
mili s simplicidlni a singularni homologii, poté jsme si dokézali dilezité vysledky,
které opodstatnuji, pro¢ viibec perzistentni homologii vyuzit. Mezi tyto vlast-
nosti homologie patti nezavislost simplicidlnich homologickych grup na zvoleném
A-komplexu a izomorfismus téchto grup pro homeomorfni prostory.

V druhé &sti jsme predstavili ¢tendfi zaklady perzistentni homologie. Cést
kapitoly byla vénovana jejimu algebraickému popisu. Ukézali jsme si tvrzeni, ze za
urcitych predpokladi jsou nerv a prostor homotopicky ekvivalentni. Predstavili
jsme jeden ze zpusobt vizualizace, perzistentni diagram, a ukazali, Ze nese veskeré
informace o perzistentnim modulu. Ukéazali jsem zakladni algoritmus, kterym
lze vypocitat mnozinu vsSech P-intervaly asociovanych perzistentnimu modulu,
pomoci kterych lze urcit 6;,”'. Dokazali jsme spravnost algoritmu. Nakonec jsme
vse ilustrovali na prikladé.
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