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Uvod

Ackoli je moderni algebraickd geometrie zalezitosti poslednich staleti, obsah
této prace saha daleko vice do historie. Pappus z Alexandrie zil zhruba v letech
290-350 naseho letopoctu a byl jednim z velkych geometrii antického Recka (viz
Richter-Gebert, 2010, Kapitola 1). Byl autorem nékolika knih, a zndmou ¢ésti
jeho préace je véta o deviti primkach a deviti bodech, nyni znaméa jako Pappova
véta.

Dalsi variantu (¢i v jistém smyslu zobecnéni) Pappovy véty objevil v sedm-
nactém stoleti Blaise Pascal. Vzhledem k tomu, Ze se Pascal vénoval nejen riiznym
odvétvim matematiky, ale i fyziky, teologie a filozofie, jeho objev véty o vztazich
bodii na kuzeloseckach neni tak Siroce znadmy jako jeho jiné prace, konkrétné
tento vysledek ale byl pro Pascala dilezity, protoze byl ,dikazem* toho, Ze jeho
soucasnici prekonali staré Reky.

V devatenactém stoleti byla dokazéana Cayley-Bacharachova véta, kterd je
ale nejsilnéjsim — dava nam silny nastroj na dikaz dvou starsich vét a obecného
pripadu asociativity sé¢itani na eliptickych ktivkach.

Uloha eliptickych kiivek v kryptografii nas vede az do roku 1985, kdy nezé-
visle na sobé Neal Koblitz a Victor S. Miller navrhli jejich pouziti. Bezpecnost
kryptosystému, ktery pouziva aditivni grupu na eliptické ktivce, stoji na obtiz-
nosti nalezeni diskrétniho logaritmu ndhodného bodu eliptické kiivky s ohledem
na znamy zakladni bod. Pro pouziti grupové struktury je nezbytné dokézat exis-
tenci inverz1, jednotky, komutativity a hlavné asociativity s¢itani, ¢imz se alespon
v omezené mite zabyva zaver této prace.



1. Teorie a priprava

Pro formulaci a ditkaz Bézoutovy véty bude nutné se nejdiive vénovat pri-
pravé. V této kapitole je zadefinovano a vysvétleno nutné minimum pojmi po-
tfebnych k tomu, aby c¢tenair mohl s pochopenim ¢ist dalsi kapitoly a dostat se
k samotnému jadru prace. V této praci jsou nové definovany jen pojmy, které
presahuji znalosti z kurzti Algebra 1 a Algebra 2, tedy uciva druhého roc¢niku
matematiky na MFF UK.

1.1 Uplny Gvod do algebraické geometrie

1.1.1 Znaceni

V celé praci budeme pouzivat znaceni K pro téleso, A"(K), nebo jen A™ pro n-
rozmérny afinni prostor nad K (tim rozumime K"), a = (ay, as, . . ., a,) pro prvek
prostoru A"(K), K[z] = K[z1,..., 2] pro obor polynomt m proménnych nad
K, n,m € IN. Jako S budeme znacit soustavu polynomialnich rovnic, S C K|[z]
(presnéjsi by bylo pojmenovani S jako mnoziny polynomt z K|[z], které vytvori pri
porovnani s nulou rovnice, pro jednoduchost se budeme drzet zkraceného pojmu
soustavy rovnic).

Uvazujme polynom f € K|z], a € A"(K). Pokud po dosazeni f(a) = 0, pak
a je korenem polynomu f, neboli a je nulou f.

V celé praci budeme predpokladat, ze K je algebraicky uzaviené a komutativni
téleso.

Veskeré definice pouzité v této kapitole jsou v souladu s knihou Algebraic
Geometry ([Fulton) 2008)).

1.1.2 Neékolik definic

Definice 1 (Reseni soustavy). Necht S C K[z] je soustava polynomidlnich rov-
nic. Pak V(S)={a € A"(K): f(a) =0Vf € S} je feSenim soustavy S.

Definice 2 (Algebraickd mnozina). Necht X je mnoZina bodi z A™(K) a exis-
tuje S tak, Ze X = V(5), tedy X je resenim néjaké soustavy rovnic. Pak X je
algebraicka mnozina.

Definice 3 (Algebraicka nadplocha). Necht X je mnozina bodi z A"(K) a exis-
tuje nekonstantni polynom f tak, Ze X = V(f), tedy X je resenim néjaké poly-
nomidlni rovnice. Pak X je algebraicka nadplocha.

Definice 4 (Idedl mnoziny). At X je mnozina bodi z A™(K), pak vyjdadrenim
I(X) rozumime I(X) = {f € K[z] : f(a) = 0 Va € X}. O mnoziné¢ 1(X)
mluvime jako o idedlu mnoziny X.

Véta 1 (Hilbertova véta o nulach). Je-li K algebraicky uzavrené, pak

LV (f) =y (f)
Pozndmka. Odmocnina na pravé strané rovnosti oznacuje radikal hlavniho idealu
generovaného f, 1/(f) ={g € K|z] : 3n € N tak, ze ¢" € (f)}.
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Diikaz. Viz Fulton| (2008, Kapitola 1.7).
[

Definice 5 (Afinni rovinna krivka). Afinni rovinna krivka je algebraickd nadplo-
cha v afinnim prostoru dimenze 2.

Poznamka. Krivka je jednoznac¢né urcend polynomem f, jehoz je feSenim. Kazda
kiivka naopak jednozna¢né (az na nasobeni skaldrem) urcuje bezétvercovy poly-
nom f. Je-li totiz f bezétvercovy (jeho rozklad na ireducibilni polynomy je bez
druhych a vyssich mocnin), pak ndm Hilbertova véta o nulach dava I(V(f)) =

(f) = (f), umozni ndm ho tedy zkonstruovat ze znalosti kiivky. Odted budeme
ktivky a jejich urcujici polynomy ztotoznovat. Stupném kiivky rozumime stupen
polynomu f.

Definice 6 (Spolecné komponenta). Rekneme, Ze dvé krivky urcené polynomy f, g
maji spolecnou komponentu, pokud maji f, g netrividlniho spolecného délitele.

Definice 7 (Reducibilni a ireducibilni algebraickd mnozina). Neprdzdnd alge-
braickd mnoZina V. C A" je reducibilni, pokud V' = V; U V4, kde V1, Vs jsou
algebraické mnoziny v A", V; £V, i =1,2. Jinak je V ireducibilni.

Poznamka. Neprazdnd algebraickd mnozina V je ireducibilni, pravé kdyz I(V) je
providedl (viz Fulton, [2008, Kapitola 1.5). Ireducibilni afinni rovinné krivky tedy
odpovidaji ireducibilnim polynomutm.

1.1.3 Neékolik priklad@ rovinnych krivek

Rovinnou krivku jsme si definovali jako algebraickou nadplochu, tedy mnozinu
reseni néjaké rovnice zadané polynomem dvou proménnych, coz je

V(f) ={(z,y) € A*(K) : f(z,y) = 0}.

Ukéazeme si priklady ktivek nizkého stupné.

Priklad. Krivky stupné 1 (primky) se daji zapsat jako
{(z,y) € A*(K) : az + by = ¢},
napf. tyrkysova ptimka na Obr. 1.1.
Priklad. Krivky stupné 2 (kvadriky) jsou mnoziny
{(z,y) € A*(K) : ax® + by + cy* +dv + ey + f = 0},

nad redlnymi ¢isly jsou to kuzelosecky (napt. modré elipsa na Obr. 1.1), ale patii
tam také sjednoceni dvou ptrimek, pokud polynom neni ireducibilni.

Priklad. Ktivky stupné 3 (kubiky) jsou tvaru
{(zy) € A*(K) : az® + bx’y + cay® + dy® + ex® + foy + gy° + ha + iy + j = 0},

patii tam napf. eliptické kiivky (napf. cervena kiivka na Obr. 1.1), ale v reduci-
bilnim ptipadé i sjednoceni kuzelosecky a primky, nebo tii ptimek.
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Obréazek 1.1: Priklady rovinnych krivek

1.2 Lokalni vlastnosti rovinnych krivek, krizeni

Definice 8 (Jednoduchy a nasobny bod). Bod a na krivee f se nazjvd jednodu-
chy, pokud
of

ox

of
dy

V opacném pripadé je bod nasobny (singuldrni).

(@) #0
nebo

(a) # 0.

Derivaci zde myslime formalni derivaci definovanou vzorcem

n A / n )
(Z am’) = Z ;.
i=0 i=0

Lemma 2. At f,g jsou polynomy v K|z, y|, které nemaji spolecné délitele. Pak
V(f,g9) =V(f)NnV(g) je konecnd mnozina bodii.

Diikaz. Polynomy f, g nemaji z Gaussova lemmatu spolecné délitele ani v K(z)[y].
Vime, ze K(x)[y| je obor hlavnich ideali a mizeme tedy psat (f, g) = (1). Mame
tedy 1 =rf + gs pro néjaké r, s € K(x)[y].

Déle existuje né&jaky polynom d € K[z], pro ktery plati dr = a,ds = b,a,b €
K]z, y|. Rovnost 1 = r f+gs vyndsobime polynomem d a dostaneme d = af+bg €
K|z, y]. Nyni pokud néjaky bod (A, B) patii do V(f, g), pak se nuluje v d. Po-
lynom d je ale nenulovy, takze mtze mit pouze konec¢né mnoho nul. Kdyz tento

argument pouzijeme na souradnici y, je dikaz dokoncen.
O
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Obrazek 1.2: Posouvani pruseciku

Dusledek. Prinik dvou krivek zadanych polynomy f, g, které nemaji spole¢nou
komponentu, je koneénd mnozina.

Definice 9 (Krizici ¢islo). Kiizici ¢islo dvou rovinngch krivek zadangch polynomy
1.9, zacime 1(a, f N g), definujeme jako I(a, f N g) = dinuc(0a(A2)/(f.g)), kde
04s(A?) znaci lokdlni okruh A™ v bod¢ a.

Pozndmka. Definice lokélniho okruhu je nad ramec této préce (viz Fultonl 2008,
Kapitola 2.4).

Lemma 3 (Nékolik vlastnosti kiizicich ¢isel). Méjme dvé rizné krivky urcené
polynomy f,g.

Vv,

1. Pokud krivky maji spolecnou komponentu k a kriZici bod a € k, pak I(a, fN
g) = oo, jinak I(a, f N g) < co.

2. Boda ¢ fNg pravé kdyz I(a, f Ng) = 0.

3. Pokud krivky nemaji spolecnou komponentu, plati, Ze 3 q¢(sng) I(a,fNg) =
dimxK[z,yl/(f, 9).

Diikaz. Viz Fulton| (2008, Kapitola 3.3).

1.3 Projektivni geometrie

1.3.1 Uvod do projektivni geometrie

Vsechny definice i véty v této kapitole jsou opét v souladu s knihou W. Fultona
(Fulton, [2008).

Pri studiu algebraickych kiivek a jejich kizeni budeme chtit zkoumat vSechny
ktizici body, i ty ,,v nekone¢nu“. Pro priklad méjme dvé primky v afinni rovineé,
které se kifzi v bodé P. Zafixujeme jednu z nich (¢ernd na Obr. 1.1), a druhou
otac¢ime tak, ze bod P se bude vzdalovat doleva (modré piimky a Sipka na Obr.
1.2 oznac¢uji posouvani piimky). Cim vic budeme pifmku ,narovnavat®, tim dal
bude prusecik. Az budou primky rovnobézné, prusecik zmizi. Kdyz budeme ota-
cet primku dal stejnym smérem, prusecik se objevi na druhé strané. Nyni bychom
tedy potrebovali rozsirit afinni rovinu tak, aby se dalo mluvit o priuseciku v ne-
konecnu.
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Obrazek 1.3: Ukotveni roviny H do prostoru

Definice 10 (Homogenni soufadnice). KaZdsj bod (x,y) v A%(K) ztotoinime s
bodem (z :y : 1) v A*(K). Oznaceni (z : y : 2) budeme 7ikat homogenni soutrad-
nice.

Nyni mame prirozené vnoreni roviny do prostoru, kde afinni rovinu (oznacme
ji H) ukotvime na misto, kde z = 1 (viz Obr. 1.2 — rovina H je sedd). Kazdy bod
(z :y: 1) jednozna¢né urcuje piimku v prostoru A3(K), kterd prochazi pocatkem
a protind rovinu H v bodé (x : y : 1) (napf. bod A a modra primka na Obr. 1.2).
Takto lze popsat vSechny primky prochazejici poc¢atkem kromé téch, co jsou s
rovinou H rovnobéiné (a tedy maji tieti soufadnici z = 0). Tyto pfimky budou
charakterizovat body v nekonecnu.

Definice 11 (Projektivni prostor). Projektivni prostor nad K dimenze n, piseme
P"(K), nebo jen P™, je mnoZina viech primek prochdzejicich pocitkem v A" (K).

Kazdy bod v tomto prostoru (kromé nuly) urcuje jednoznac¢né piimku proché-
zejici pocatkem. Dva body (1 : y1 @ 21), (%2 1 y2 : 29) oznacime za ekvivalentni,
pokud existuje A # 0 tak, ze (x1 : y1 : 21) = A2 : Y2 : 22), tedy lezi na stejné
primce prochazejici po¢atkem. Na projektivni prostor P"(K) se tedy muzeme
divat i jako na mnozinu t¥id ekvivalence bodt v A" (K) takovych, Ze alespoil
jedno z x,y, z je nenulové (v nasem piipadé jde o nenulové z, v pripadé ostatnich
souradnic bychom museli rovinu H ukotvit jinak).

Definice 12 (Afinni zména soufadnic). Afinni zména souradnic v A"(K) je po-
lynomialni zobrazeni T = (Ty,...,T,) : A"(K) — A™(K) takové, Ze kazdé T; je
polynom stupné 1, a T je bijekce.

Pozndamka. Pokud T; = Y a;;x; + a0, pak T'=T" o T", kde 1" je linedrni zména
soufadnic (zobrazeni) (1] = Y- a;;z;) a T” je posunuti (T = x; + a;). Protoze
posunuti je invertibilni (inverz je také posunuti), T je bijekce pravé tehdy, kdyz
je T" invertibilni.

Pokud T a U jsou afinn{ zmény soufadnic na A"(K), pak také T o U a T*
jsou afinni zmény soutadnic, a navic 7" je izomorfismus na A" (K).



Definice 13 (Projektivni zména soutadnic). T : A" (K) — A"T(K) je line-
arni zména souradnic, pak T zobrazuje primky prochdzejici pocdtkem znovu na né-
jaké primky prochdzejici pocdtkem (neposunuge). T' urcuje zobrazeni z P" — P,
které se nazyvd projektivni zménou souradnic.

1.3.2 Formy

Definice 14 (Stupen polynomu m proménnych). Méjme polynom f €K [z], f =
A+ Ay +--+ A, neN, kde A; = altal? .. -zl Stupném clenu gl glm
rozumime soucet ly +- - -+ 1,,. Stupném polynomu f je nejuyssi hodnota ze stupnii

jeho cleni.

Definice 15 (Forma). Forma stupné i je polynom, jehoz vsechny cleny maji stejny
stupen 1.

Definice 16 (Homogenizace). Pro libovolny polynom f € Klzy,...,x,] stupné
d, pisme f = fo+ fi + -+ fa, kde f; je forma stupné i, definujeme f* €
Kz1,. .., @ui] jako £ = 2ty fo+ath o oo fa= ol (2, 25, a

je forma stupné d. Rekneme, Ze f* vznikne z f homogenizaci.

Definice 17 (Dehomogenizace). At f € Klxy,...,z,11] je forma. Definujeme
fe € K[y, ..., 2,] tak, Ze f. = f(x1,...,2,,1). Proces vytvareni polynomu f.
nazveme dehomogenizaci formy f.

Pozndmka. Bod a € P"(K) je kofenem polynomu f € Klzy,...,z,41], pokud
f(z1,...,2551) = 0 pro kazdou volbu homogennich soufadnic pro a.

Definice 18 (Reseni soustavy v P*(K)). Necht S C K[zy,...,2,.1] je soustava
polynomidlnich rovnic. Pak V(S) = {a € P*(K) : f(a) =0 Vf € S} je FeSenim
soustavy S.

Definice 19 (Projektivni rovinnd kfivka). Projektivni rovinné kiivka je nadplo-
cha v P?(K). Je jednoznacné uréena formou f, jiZ je resenim.

Pozndmka. Afinni rovinnou krivku mutzeme rozsitit do projektivni roviny tim, ze
misto polynomu f, jehoz je feSenim, budeme uvazovat homogenizovany polynom
f*, ktery ma o jednu proménnou vic. Tim vytvorime projektivni rovinnou ktivku.

Definice 20 (Homogenni idedl). O idedlu I C K[z1,...,z,41] Tekneme, Ze je
homogenni, pokud pro kazdé f = >7" fi € I, f; je forma stupné 1, je také f; € 1.

Véta 4 (Projektivni Hilbertova véta o nulach). Méjme I je homogenni idedl v
K[zy,...,2441]. Potom

o V(I) =0 pravé kdyz existuje celé cislo n tak, Ze I obsahuje vsechny formy
stupné > n.

e Pokud V(I)# 0, pak I(V(I)) = V1.

Pozndmka. Stejné jako v afinnim pfipadé ndm Hilbertova véta o nuldch déva
korespondenci projektivnich rovinnych nadploch (spec. krivek) a bezétvercovych
forem.

Definice 21 (Kiizici ¢islo v projektivnim smyslu). Méjme projektiond krivky ur-
cené formami f, g. Definujeme kiiZici ¢islo I(a, fNg) jako dimg(0z(P%)/(fs, g+))-

8



1.4 Exaktni posloupnosti

Definice 22 (R-modul). Méjme R komutationi okruh, pak R-modul je komuta-
tivni grupa M spolu s ndsobenim skaldrem z R (tedy se zobrazenim z R x M do
M), kterd splniuje:

1. (a+bym =am+bm proa,b€e Rymée M,
2. a(m+n)=am+an proa € R,m,n € M,
3. (ab)ym = a(bm) pro a,b € R,m € M,

4. 1gm =m pro m € M, kde 1 je okruhovd jednotka vzhledem k nasobeni v
R.

Definice 23 (Homomorfismus R-modult). Méjme R okruh, M, N R-moduly.
Zobrazeni f z M do N je homomorfismus R-modult prdvée tehdy, kdyz splnuje:

1. fla+0b) = f(a)+ f(b) proa,be M,
2. f(ra)=rf(a) pror € Rja € M.

Poznamka. V dikazu Bézoutovy véty budeme pracovat pouze s exaktnimi po-
sloupnostmi vektorovych prostoru (definice byla obecnéjsi — vektorové prostory
jsou moduly nad télesem).

Definice 24 (Exaktni posloupnost). Méjme R okruh, M;, i € N R-moduly,
@i+ M; — M, homomorfismy R-modulii. Rekneme, Ze posloupnost modulii a
zobrazeni

My, 25 M, 25 2 My

je exaktni, pokud Im p; = Ker w;i1 pro kaZdé i € 1,...,n— 1.

Lemma 5. A0 — V; 25V, 2V, 25V, -0 je exaktni posloupnost konecné
generovanyjch vektorovych prostoru nad telesem K. Pak dim Vi = dim V3 — dim
Vo + dim V.

Diikaz. Pro posloupnost 0 — V; N Vo B V3 =0 je dim V5 = dim V;} 4+ dim V3
zobecnénim veéty o dimenzi jadra a obrazu z linedrni algebry.

Déle bud W = Im ¢, = Ker ¢5. Posloupnosti 0 = V; 25V, 2 W — 0 a
0w Vs 2V, =0 jsou exaktni, tedy dim V5 = dim V; + dim W a dim
V3 = dim Vj + dim W. Z toho dostavame vysledek dim V; = dim V3 — (dim V5
— dim Vj).

O

Pozndmka. Znéni a dikaz Véty o dimenzi jadra a obrazu je napi. ve skriptech J.
Pytlicka, viz [Pytlicek (2008, Véta 33).



2. Dtikaz Bézoutovy veéty

Projektivni rovinu P? jsme konstruovali piedevsim proto, abychom mohli
zkoumat vsSechny kiizici body libovolnych dvou kiivek, a abychom se neome-
¢islo dvou projektivnich krivek je presné dano a zavisi pouze na jejich stupnich a
na tom, zda maji spolecnou komponentu, tedy zda jejich urcujici polynomy jsou
soudélné.

V dusledcich Bézoutovy véty budeme pouzivat hlavné fakt, ze pokud dvé
krivky maji vice pruseciki, nez je soucin jejich stupni, pak obsahuji spolecnou
komponentu, a pokud jsou navic ireducibilni a jejich stupné se shoduji, jedna se
o totozné krivky.

Dukaz Bézoutovy véty je prelozen z knihy Williama Fultona (Fulton, 2008]).

Véta 6 (Bézout). Méjme dvé rizné projektivni rovinné krivky stuprii m,n uréené
formami f,g. Predpoklidejme, Ze nemaji spolecnou komponentu. Potom

ZI(&,fﬂg):mn.

Diikaz. Protoze f Mg je koneénd mnozina (Lemma 1), mizeme predpokladat, ze

zadny z bodt v priniku f N g nelezi v nekoneénu, tedy nema soutadnici z = 0

(pouzijeme vhodnou projektivni zménu soufadnic, viz poznamku za dikazem).
Pak

STi(p, fng) =Y Ip, f.Ng.) = dimgKz,y]/(f., 9:),

kde prvni rovnost vyplyva z toho, ze z = 1 (kfivky f, g nemaji zadny bod pruniku
v nekonecnu, obé sumy tedy oznacuji stejny soucet) a druhd vyplyva z vlastnosti
kiizicich cisel (Lemma 3).

Oznacme

T, :K[l',?/]/(f*ag*>;
I' =Klz,y,2|/(f,9);
R = K[l‘,y, Z];

I'y = vektorovy prostor forem stupné d v I' (prvky I'y jsou rozkladové tiidy z
Kl[z,y,2]/(f, g) reprezentované homogennimi polynomy stupné d );

Ry = vektorovy prostor forem stupné d v R.

Kdyz ukazeme, ze plati rovnosti dim I'y = dim I'; a dim ['; = mn pro néjaké
velké d (d > m + n), véta bude dokazéna.

Cast 1: Dokézeme, ze dim I'y = mn pro libovolné d > m + n.
Zadefinujme si zobrazeni:

Y: R— R xR, ¢(c) = (gc,— fo);
¢: Rx R— R, p(ab) = (af + bg);
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m: R — T, prirozena projekce.

Oveérime exaktnost této posloupnosti vektorovych prostorii:

05 RLURXxRERST =0

Z nulového vektorového prostoru existuje jen jediny homomorfismus, ktery zobrazi
0 na 0 € R. Jeho obraz je 0, chceme tedy, aby 1 bylo prosté. ¢ je prosté, protoze
(0,0) = (ge, —fe) implikuje ¢ = 0 (jsme v oboru integrity a f, g jsou nenulové
formy).

Im ¢ = {(u,v) € RxR,u = gc,v=—fc}, Ker p = {(u,v) € RxR,uf+vg =
0}. Ovétfime, Ze jsou podminky ekvivalentni a obé mnoziny stejné:

Im ¢ C Ker ¢: Mame (u,v) € Im 9. Tedy u = gc,v = — fc pro né&jaké ¢ € R.
Pak uf = gcf,vg = —fcg a gcf — feg = 0.

Ker ¢ C Im t: Mame (u,v) € Ker ¢. Tedy uf + vg = 0. Vime, Ze f,g
jsou nesoudélné polynomy a wu,v jsou néjaké polynomy z R. Napisme u jako

u = —%, a protoze f nedéli g, déli v a —% je néjaky polynom, oznac¢me ho jako
c. Podobné v = —“?f, a 3 je néjaky polynom. Z rovnosti uf + vg = 0 dostaneme,
Ze c = _7” = %, tedy v = gc,v = —fc.

¢ z definice vSe zobrazuje na prvky idedlu (f, g), a projekce 7 je zobrazeni do
okruhu faktorizovaného podle stejného idedlu. Takze Im ¢ = Ker 7. Ptirozena
projekce je zobrazeni na (kazdy prvek spadne do jiz existujici t¥idy ekvivalence,
nebo vytvoii novou), tim je ovérena exaktnost posloupnosti, ktera plati i po re-
strikci zobrazeni na formy urc¢itého stupné:

0= Ramon 2 Ry X Rg_n % Ry 5 Tq — 0.
Spocitdme dim R,. Generatory Ry jsou tvaru ziy?z?—7. Jejich pocet vyja-
diuje suma 3¢ o(d — i + 1), kde (d — i — 1) oznacuje pocet pifpustnych j u pii
prislusném i.

fxd—V+U=1+2+~w+u+1%:@”4§d+@

i=0
Podle Lemmatu 5 mame vztah

dim Fd = dim Rd — dim Rd—n X Rd—m + dim Rd—m—n
(d+1)d+2) (d=n+1)(d-—n+2) (d—m+1)(d—m+2)
= —( +
2 2 2
(d=n—m+1)(d—n—m+2)
2

)

= mn.

Cast 2: Dokdzeme, 7e zobrazeni a : T' — T' definované jako a(h) = zh (kde
pruh nad prvkem znadi, ze prvek patii do rozkladové tiidy idedlu (f, g)) je prosté.

Musime ukdzat, ze pokud zh = af +bg, pak h = a’ f +V' g pro néjaké o', b’. Pro
j € Klz,y, z] oznacime jo = j(x,y,0) (dosazenim 0 za tfeti soufadnici dostaneme
projektivni — nekonecnou ¢ast kiivky). Vzhledem k tomu, Ze formy f, g nemaji
spolecné koteny v nekonecnu, fy, go jsou nesoudélné formy v K[z, y] (jsou to opét
formy, dosazenim zmizi cleny obsahujici 2z a ostatni zistanou nezménény). Pokud
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zh = af+bg, pak ag fo = —bogo, takze by = foc a ag = —goc pro néjaké ¢ € K|x, y.
At a; = a+cg,by = b — cf. Protoze (a1)g = (b1)o = 0, mame a; = za’, by = 2V’
pro néjaké a/,b’'. A protoze zh = a1 f + b1g, dostavame h = a'f 4+ ¥'g.

7Z toho, 7e zh = af + bg implikuje h = a'f + b'g, vidime, Ze kdyZ je zh = 0,
tak i h = 0. Ker a je tedy rovné nule a zobrazeni je prosté.

Cast 3: At d > m+n, vybereme formy as, . .., apmn € Ry, jejichZ zbytky modulo
(f,g) jsou v I'y a tvoii v I'y bazi (z Casti 1 vime, Ze jich je potieba pravé mn).
Oznaéme a;, = a;(z,y,1) € K|z, y] a ] bud reziduum prvku a;. v I',. Dokdzeme,
ze prvky al, ..., al,, tvori bazi pro ..

Pouzijeme zobrazeni a definované v ¢asti 2. Dokéazali jsme, Ze je prosté, a
pouzijeme restrikci o na I'y — T'y11. Tato restrikce uz je bijektivni, protoze je
to injektivni homomorfismus vektorovych prostort stejné dimenze (viz ¢ast 1).

Tedy vSechny I'; jsou navzajem izomorfni a pouzitim zobrazeni v médme uni-
verzalni predpis baze pro ['y., pro vSechna r > 0.

Nyni chceme dokazat, ze a) tvori bazi I'..

Generovani: Kdyz b/ = h € T',, h € K|xz,y], pro vhodné n je 2"h* forma

stupné d + r, tedy z"h* = Y7 Niz"a; + (bf + cg) pro néjaka \; € K b, ¢ €
K[z, y, z]. Po dehomogenizaci méme h = (z"h*), = X Nt + (b fie + Cugs),
R =3\

Nezavislost: Kdyz > \;a; = 0, tak Y- Mjag. = (bf. + cg.). Proto (podle vlast-
nosti homogenizace) pro néjaké r, s, t plati 2" Y- \ja; = (2°0* f + 2'c¢*g). Potom je
ale Y \iz"a; = 0 v I'ysp, & prvky z7a; tam tvori béazi, tedy kazdé \; = 0.

O

Poznamka. V dikazu Bézoutovy véty mluvime o projektivni zméné souradnic.
Mizeme pouzit naptiklad tuto: Predpokladejme, ze kiivky maji koneény pocet
prusecikll na piimce v nekonecnu a konecny pocet priseciku v afinni roviné. Pro-
toze mame prostor nad nekonetnym télesem (K je algebraicky uzaviené, tedy
nekonecné), mizeme vybrat afinni pfimku L tak, aby neprochézela zadnym bo-
dem v nekone¢nu (vybereme jiny smér) ani zddnym afinnim bodem (protoze je
jich konefné mnoho, takovou piimku najdeme). Nyni pouzijeme afinni transfor-
maci celého prostoru - oto¢ime s nim tak, aby primka L byla na misté osy x (tedy
budeme mit nové primku y = 0). Nakonec vyménime proménnou y za z a budeme
se moci na L divat jako na primku v nekonecnu. Vsechny body, které primka L
neobsahuje, tedy i vSechny priseciky, budou lezet v afinni roviné.
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3. Dusledky Bézoutovy veéty

3.1 Cayley-Bacharachova véta

Mezi nejsilnéjsi dusledky Bézoutovy véty patii Cayley-Bacharachova véta,
ktera nam pomiize dokazat vétu Pappovu i Pascalovu a skoro primocare z ni
plyne i asociativita s¢itani na eliptickych kfivkach. Cayley-Bacharachova véta, v
literature uvadéna i jako Chaslesova véta (podle Michela Chaslese) mluvi o kubi-
kach: konkrétné o ptipadu, kdy dvé kubiky s deviti spoleénymi priseciky urcuji
podminku pro libovolnou dalsi kubiku, ktera s nimi sdili libovolnych osm z nich.
Specidlnimi pripady, kdy nejsou nékteré z téchto kubik ireducibilni a rozpadaji se
na primky a kuzelosecky, se zabyva Pappus a Pascal; jejich véty byly vysloveny
diive nez obecnéjsi a silngjsi véta Cayley-Bacharachova mluvici o kubikach.

Podkapitola 3.1 cerpé z ¢lanku Eisenbuda, Greena a Harrise (Eisenbud a kol.|
1996). Dukazy 3.2, 3.3 a 3.4 jsou napsany na zdkladé stranky Terence Taa (Tao,
2011) a knihy Williama Fultona (Fulton, 2008)). Specidlné definice s¢itani v pod-
kapitole 3.4 je v souladu s knihou L. Washingtona (Washington, |2008)).

V celé kapitole budeme pracovat s projektivni rovinou nad algebraicky uza-
vienym télesem K.

Definice 25 (Kodimenze). At W je vektorovy podprostor prostoru V. Kodimenze
W ve V je definovina jako dim V— dim W (neboli dimenze faktoru V/W).

Definice 26. At M = {pi,...,pn} je mnoZina n rizngch bodi. Rekneme, Ze
mnozina M uklada (klade, dava) [ podminek na formy (z K[z,y, z]) stupné d,
pokud md podprostor forem stupné d nulujicich ve vsech bodech z M kodimenzi
vzhledem k prostoru vsech forem stupné d rovnou .

Poznamka. Obdobné fekneme, ze mnozina M klade [ podminek na kiivky stupné
d (uvazujeme kodimenzi podprostoru forem stupné d, které krivky urcuji).

Pozndmka. Pridavani podminek na krivky si mizeme predstavit jako pridavani
linearnich rovnic a hledani prostoru reseni. S kazdym novym bodem v mnoziné
pridavame jednu dalsi podminku (ne vic), a kazdy typ kiivek mé svij maximalni
pocet nezavislych podminek, které na né miizeme klast, a stale byt schopni najit
netrivialni reseni.

Priklad. Vezméme si kiivky stupné 1 — pfimky v roviné. Pokud mame mnozinu o
jednom bodu, dimenze prostoru forem stupné 1 nulujicich se v tomto bodé je 2,
tedy kodimenze (dimenze prostoru vSech forem stupné 1 faktorizovaného podle
podprostoru forem stupné 1 nulujicich se v uréeném bodé) je 1. Mame tedy jednu
podminku. Pfidame-li dalsi bod (rtzny od prvniho), tyto dva body uz primku urci
jednoznac¢né, dimenze prostoru feseni se zmensi na 1, dimenze faktoru vzroste
na 2, mame tedy 2 nezavislé podminky. Kazdy dalsi bod pfidany do mnoziny
tak, ze nalezneme p¥imku obsahujici vsechny body z mnoziny (netrividlni feSeni
soustavy), uz bude kolinearni s ptivodnimi dvéma a stejné jako u pridavani dalsi
linedrni rovnice (kterd pro nalezeni netrividlniho feseni musi byt linedrné zavisla
na puvodnich dvou) pridame jen dalsi zavislou podminku. V ptipadé pridani dalsi
nezavislé podminky (bodu, ktery neni kolinearni s predchozimi) dostévame pouze
nulové Teseni.
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K dikazu tvrzeni se nam bude hodit néasledujici lemma:

d+2
AR

Lemma 7. Dimenze prostoru forem stupné d v K|z, y, z] je rovna (
Diikaz. Generatory prostoru jsou tvaru z'y?z?—"=7. Jejich pocet vyjadiuje suma
>4 o(d—i+1), kde (d — i — 1) oznacuje pocet pripustnych j pii pifslusném i.

i(d—i+1)=1+2+---+(d+1):(d+1)2(d+2>: (d;2>‘

=0

O

Poznamka. Stejné vyjde i dimenze prostoru polynomi stupné maximalné d v
K[z, y].

Tvrzeni 8. AtQ = {p1,...,p,} C P*(K) je libovolnd mnoZinan < 2d+2 riznyjch
bodu. Pak body z ) nekladou nezavislé podminky na krivky stupné d prdvé tehdy,
kdyz nastane néekterd z moznosti: Bud d+2 z bodi v ) leZi na jedné primce, nebo
n=2d+ 2 a ) je obsaZena v kvadrice.

Poznamka. Body z mnoziny M nekladou nezavislé podminky na kfivky stupné
d pravé tehdy, kdyz je kodimenze (ve smyslu jako vyse) mensi nez pocet bodu
v mnoziné M. Pro zpétnou implikaci budeme tedy dokazovat, Ze na zakladé
predpokladii na pravé strané ekvivalence vypocitame, jaky je maximalni pocet
nezavislych podminek kladenych mnozinou €2 a dojdeme k tomu, Ze je mensi nez
pocet bodt v mnoziné €.

Diikaz.

Implikace zprava doleva:

At d+ 2 z bodli v  lezi na jedné primce, oznacme ji [. Pak z Bézoutovy
véty libovolné kiivka stupné d obsahujici €2 uz musi obsahovat i primku [ (pokud
d = 1, pak je to sama pirimka [, a pro kiivky vyssiho stupné mame z Bézoutovy
vety maximalni mozny pocet pruseciku s primkou rovny d-1, jinak maji spole¢nou
komponentu, a tou je piimka, kterd je ireducibilni).

Nyni chceme spocitat, kolik podminek ukladaji body v 2. Spocteme proto
kodimenzi podprostoru forem urcujicich kiivky obsahujici [ — tu dostaneme jako
rozdil dimenze prostoru vsech forem stupné d a dimenze podprostoru téch, které
wréuji kiivky obsahujici [, tedy (*3?) — @;1) = d+ 1. Téchto d + 2 bodii lezicich
na jedné primce tedy dava jen d + 1 podminek, a dohromady se zbylymi body
v 2 dévaji pouze n — 1 nezavislych podminek. Obdobné budeme postupovat i v
pripadé, kdy predpokladame, ze n = 2d + 2 a §2 je obsazena v kvadrice. Prostor
forem stupné d, které urcuji krivky obsahujici kvadriku, maji dimenzi stejnou jako
prostor vSech forem stupné d — 2. Mame tedy maximalné (df) — (g) =2d+1
nezavislych podminek kladenych mnozinou €2 na krivky stupné d.

Implikace zleva doprava:

Dukaz této implikace si rozdélime na nékolik pripadt podle velikosti parame-

trtt d a n. Postupné budeme dokazovat pripady:

1. d=1;
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2.d>1n<d+1;
3.d>1;d+1<n<2d+ 2

a) d—+ 2 a vice bodi z 2 lezi na primce;

(a)
(b) praveé d + 1 bodu z 2 lezi na primce;
(c) alespont 3 body z 2 lezi na primce;

(d) zadné tii body z € nelezi na primce.

Pro d = 1 sta¢i dokazovat vétu pro n = 3,4 (pro mensi n mame nezavislost
podminek z prikladu vyse). Je zfejmé, ze pokud klade mnozina o 3 bodech zavislé
podminky, tak jsou 3 = d + 2 body kolinearni, a pokud ma mnozina 4 body, pak
n = 2d + 2 a vsechny body jsou obsazené v néjaké kvadrice (v pripadé, ze jsou 3
nebo 4 body kolinearni, bude se jednat o sjednoceni dvou piimek).

Pro zbytek dikazu budeme bez jmy na obecnosti predpokladat, ze libovolna
vlastni podmnozina €2 dava nezavislé podminky na kiivky stupné d. Z tohoto
predpokladu a z levé ¢asti implikace plyne vyrok, ktery oznac¢ime jako (*):
Libovolnd rovinnd krivka stupné d obsahujici vsechny body z € kromé jednoho
obsahuje celou mnozinu bodu ).

Kdyz tedy dokézeme pro jednotlivé skupiny bodu a kiivek, ze z (*) plyne jedna
z podminek napravo, bude ditkaz dokoncen.

Pro d > 1;n < d + 1 sestrojime kiivku stupné d, ktera prochazi vsemi body
kromé jednoho (pouzijeme napriklad piimky L;, které postupné prochazeji body
D1, - -+, Pn_1, ale neprochézeji p,, a pripadné jesté pridame primky, které nepro-
chazeji Zadnymi body pro dorovnani stupné). Vyvratili jsme pro tento piipad
vyrok (*), tedy neni co dokazovat (v tomto piipadé se nikdy nestane zavislost
podminek).

Pro ptipad, ze d + 2 a vice bodi z €2 lezi na primce, je dikaz trividlni.

At pravé d+ 1 bodt z Q lezi na piimce L. Oznac¢me ' mnozinu bodu lezicich
mimo primku L. Muzeme tvrdit, ze ' nedavd nezavislé podminky na krivky
stupné d — 1 (kdyby tomu tak bylo, nasli bychom kiivku stupné d — 1, ktera
prochézi vsemi body z €2’ kromé jednoho, a ve sjednoceni s primkou L bychom
meli kiivku stupné d, kterd prochézi vsemi body z € kromé jednoho, a to je
ve sporu s predpokladem véty). Z indukéniho pfedpokladu, ze implikace plati
pro vSechny mensi n a d dostavame, ze ' obsahuje alespon d + 1 bodu, a ty
jsou vsechny kolinedrni (je jich tam maximalné d + 1, a to je mélo pro druhou
podminku s kvadrikou). Kdyz tedy plati (*) a © obsahuje pfesné d + 1 bodu
na primce L, tak zbylych bodl je pravé d + 1 a lezi na ptimce M. Dostavame
kvadriku L U M, ktera obsahuje celou 2.

Nyni at alespon 3 body z Q lezi na pfimce L, oznacme [ jejich pocet, ' =
Q\A{p1, .-, m} ] < 2d — 1. PouZijeme stejny argument jako v predchozim
odstavei — Q' nemize dat nezavislé podminky na kiivky stupné d — 1, tedy musi
obsahovat alespon d + 1 kolinearnich bodi. Tim padem jsme dikaz prevedli na
predchozi pripad.

Zbyva vétu dokazat pro pripad, kdy zadné t¥i body z €2 nelezi na primce. Vy-
bereme libovolné tii body z 2, oznaé¢me Q' = Q\ {p1, p2, ps}. Kdyby pro libovolné
i dévala mnozina Q' U {p;} nezavislé podminky na kiivky stupné d — 1, pak jsme
hotovi, protoze bychom nasli kiivku C' obsahujici vSechny body kromé bodu p;,
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a sjednoceni kiivky C' a primky spojujici zbylé dva body v € by bylo primkou
stupné d vynechédvajici posledni bod, tim padem bychom vyvratili (*). Dale tedy
muzeme predpokladat, ze ' U{p;} nezavislé podminky na kiivky stupné d —1 ne-
dava. Protoze nase mnozina 2 nemuze obsahovat d+ 1 bodu na primce, z indukce
plyne, Ze n = 2d+2 a kazda z mnozin Q' U{p;} lezi na kvadrice C;, i = 1,2, 3. Pro
pripad d = 2 diikaz kon¢i — mnozina o Sesti bodech nedava nezavislé podminky
na kvadriky pravé tehdy, kdyz celd lezi na kvadrice. At d > 2. Zadné t¥i body
nejsou kolinearni, a v kazdé mnoziné Q' U {p;} je alespon 6 bodi, mame tedy
C, = Cy = (3 z Bézoutovy véty a cela 2 lezi na kvadrice C; = Cy = Cs.

O

Véta 9 (Cayley-Bacharach). At X1, Xy C P?(K) jsou dvé kubické krivky, které
nemaji spolecnou komponentu, ale protinaji se v deviti rizngch bodech p1, ..., py.
Oznacme X C P%*(K) kubickou krivku, kterd obsahuje body pi,...,ps. Pak X
obsahugje i bod py.

Diikaz. Pokud T' = {p1,...,po} je mnozina bodu v pruniku X, X5, a IV =
{p1,...,ps} je libovolnd podmnozina vynechévajici jeden bod, pak je tvrzeni véty
ekvivalentni vyroku, ze I" a " kladou na kubické kiivky stejny pocet nezavislych
podminek. V tomto pripadé je jich pravé osm, vic jich byt nemize (mame k
dispozici osm bodu v I"), a ze jich neni méné, ukazeme ve zbytku dikazu.

Na zacatek pouzijeme tuto ivahu: Desetidimenzionalni vektorovy prostor ku-
bickych forem obsahuje alespon dvoudimenzionalni podprostor téch, které se nu-
luji na bodech z I, konkrétné ten generovany dvéma formami urcujicimi kfivky
X1, X5. 7 toho je ztejmé, ze I' neklade nezavislé podminky. Na zbytek dikazu
pouzijeme tvrzeni dokazané vyse.

Vezmeme Q = I, n = 8, d = 3. Z Bézoutovy véty plyne, ze pokud by I" lezela
na kuzelosecce C', pak by ji X; i Xy musely obsahovat, a podobné pokud by 4 a
vice bodu z I lezelo na primce L, X; i X5 by musely obsahovat L. Protoze jsme
predpokladali, ze kiivky X7, X5 nemaji spolecnou komponentu, pak I'" musi klast
na kubické krivky osm nezavislych podminek. Tim je dikaz dokoncen.

OJ

3.2 Pappova véta

Véta 10 (Pappus). At l, I jsou dvé rizné primky (krivky definované formami
f,9), a A, B,C rizné body leZici na l, které nelezi nal', D, E, F rizné body leZici
nal', které nelei na l. Predpoklddejme, Ze primky AE, BF,C'D protinaji poporadé
primky BD,CE, AF. Pak jejich tri priseciky X,Y, Z lezi na jedné primce.

Dukaz. Muzeme predpokladat, ze X,Y,Z jsou po dvou ruzné, jinak by bylo
tvrzeni trivialni.

Ozna¢me x; sjednoceni pifmek AE, BF,CD (modré pifmky na Obr. 3.1), zy
sjednoceni BD,CE, AF (zelené piimky) a x3 sjednoceni 1,1', XZ (dvé ¢erné a
jedna ruzova piimka).

7 definice jsou 1 a x5 kubické kiivky bez spolecné komponenty, které se pro-
tinaji v 9 bodech. Také x3 je kubicka kfivka, a navic se protind s xy a x5 v osmi
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Obrézek 3.1: Pappova véta

bodech. Podle Cayley-Bacharachovy véty tedy také obsahuje bod devaty, ¢imz je
Y. Protoze Y nemuze lezet na [ ani I’, musi lezet na posledni primce, ktera je
casti kubiky x3.

O

3.3 Pascaluv Sestiuhelnik

Pascalova véta o Sestithelniku je variantou véty Pappovy, s tim rozdilem, ze
neuvazujeme Sest bodi lezicich na dvou primkéach, ale Sest bodii lezicich na jedné
kuzelosecce, tedy krivce stupné dva. Tu muzeme chapat i jako krivku urcenou
sou¢inem polynomu urcujicich dvé ptimky v Pappové véteé.

Véta 11 (Pascal). At f je forma, kterd urcuje ireducibilni kvadratickou krivku
c. A,B,C,D,E,F necht jsou po dvou ruzné body lezici na c. Pokud primky
AE,BF,CD protinaji popotadé primky BD,CE,AF, pak jejich tri priseciky
X, Y, Z lezi na jedné primce.

Dukaz. Dikaz je tplné stejny jako dikaz Pappovy véty, jen misto sjednoceni
ptimek [ N ! uvazujeme kvadriku ¢ (Obr. 3.2).
O

3.4 Eliptické krivky

Poslednim diisledkem Bézoutovy, a hlavné Cayley-Bacharachovy véty, ktery
ma navic obrovské vyuziti v kryptografické praxi, je dikaz, ze eliptické krivky
spolu se s¢itanim, nulou a inverzem tvori abelovskou grupu. Nejprve zadefinujeme
eliptické krivky a vysvétlime zptsob, jak se na nich body daji s¢itat, a potom se
dostaneme k diikazu asociativity, ktery vyuziva vyse dokazané véty.
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Obrazek 3.2: Pascaluv Sestitthelnik

Definice 27 (Eliptickd kfivka). Eliptickd kiivka je rovinnd krivka (kubika) za-
dand rovnici (polynomem,)

y* =2° + Az + B,

ktery md pouze jednoduché koreny, popripadé projektivni krivka urcend formou
vzniklou homogenizaci tohoto polynomu.

Nejprve musime zadefinovat s¢itani bodt a upfesnit ho pro vSechny mozné
ptipady, které mohou nastat. Zacnéme se dvéma body na kfivee, P = (z1,y1, 21)
a Py = (29,99, 22). Uvazujme eliptickou kiivku e v projektivnim smyslu — tedy
zadanou polynomem

v’z = 2% + Axz? + B2,
Pak definujeme soucet bodua Py + P, = Py = (x3,¥s3, 23) takto: Uvazujme primku
l prochézejici body Py, P,. Soucin stupni primky a kubiky je 3 a mizeme tedy
jesté hledat jeden prusecik.

Mize se nam stat nékolik pripadi:

Oba body jsou afinni a maji rozdilnou souradnici x. Pak smérnice primky
Y2—Y1
X

lje m = 22225, tedy jeji rovnici muzeme napsat jako

y=m(x —x1) + yi.
Body priniku s kivkou e najdeme tak, ze rovnici kiivky (hleddme afinni bod, za z
si tedy dosadime 1) a ptimky porovndme, a upravime-li vznikly vyraz, dostaneme

kubicky polynom:
0=a%—m?2? 4+ ...

Kubicky polynom ma v algebraicky uzavieném télese tii koteny, z toho dva uz
zname (souradnice bodu, které s¢itdme). Muzeme ale polynom upravit:

?+ar’+brte=(r—r)r—s)(v—t) =2 - (r+s+t)a*+...
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-(A+B)

A+B

Obrazek 3.3: Asociativita s¢itani na eliptické ktivce

Zde zname koteny r, s, tedy t = —a — r — s. V nasem pripadé dostaneme
_ 2.
Tr=—T — Tg+Mm";

y=m(x —x1) + v,

a po dosazeni a reflexi
2
T3 = —T1 — Ty + M~

ys = —m(xe — 1) — 1.
Protoze jsme ziistali v afinni roviné, treti souradnice zustava rovna jedné.
Oba body jsou afinni a maji stejnou soufadnici z. Jejich spojnice (resp.
teéna, pokud y; = y» = 0) je tedy vertikalni a protina se s kiivkou v nekoneénu,
tedy v bodé (0, 1,0). Pti reflexi podle osy x zustéava bod stejny, protoze body v
opacném sméru v nekonecnu ztotoznujeme.
Oba body jsou afinni a maji stejnou souradnici x i y, y nenulové. Pak
misto spojnice | uvazujeme tecénu [ v piislusném bodé. Jeji smérnici uréime po-
moci implicitni derivace a je rovna m = 3?;:’4.
Jeden z bodi je (0, 1,0). Pak zadefinujme, ze soucet bodu P a (0,1,0) je rovny
P. Pokud totiz vedeme vertikalni primku bodem P, bud je to dvojnasobny koren
(a jsme u konce, protoze neni co reflektovat), a nebo najdeme treti priseéik s
kiivkou — P, a ten zreflektujeme zpét na ptuvodni bod.

Poslednim omezenim je charakteristika télesa, nad kterym pocitame. Pokud
ma téleso charakteristiku rovnou 2 nebo 3, musime definici upravit, protoze se v
ni vyskytuji konstanty 2 a 3.

Poznatky shrneme do nasledujici definice:

Definice 28 (S¢itani bodu na eliptické kiivee). At je charakteristika télesa, nad
kterym pracujeme, riznd od 2 a 3. Méjme eliptickou krivku e zadanou formou

v’z = a® 4+ Axz® + B2,
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body Py = (x1,11,21) a Py = (2,Ys, 20) lezici na e. Pak soucet P, + P, = Py =
(x3,Ys, 23) je definovdn jako:

1. Pokud xy # w9 a 2y = 2o = 1, pak x3 = m* — 11 — 13, y3 = m(x; — x3) — Y1,

kde m = =4
Tro—x1 "

2. Pokud x1 = xo, ale y; # yo, pak je Py + P, = (0,1,0).

8. Pokud Py = Py a y; # 0, pak x5 = m? — 22y, y3 = m(z; — x3) — 41, kde
o 31‘%4’14
o2y

4. Pokud P, = Py ay; =0, pak P, + P, = (0,1,0).

. POkUdPQZ(O,l,O), pakP1+P2:P1.

Tvrzeni 12. Eliptickad krivka e spolu se scitanim + zadefinovanym vise, identitou
O = (0,1,0) a inverzem — (reflexi podle osy x) tvori abelovskou grupu.

Diikaz.  Nejprve dokdzeme jednodussi c¢asti: Komutativita je zfejmaé, protoze
piimka propojujici body P, P, je stejna jako ta, ktera propojuje body P, P;.
Existence identity O vychazi z bodu 5 v definici sé¢itani. Pokud polozime —P
rovné reflexi bodu P podle osy z, mdme P + (—P) = O, mame tedy existenci
inverzu.

Nejslozitéjsi je dokazat asociativitu, tedy ze pro kazdé body A, B, C' € e plati

(A+B)+C=A+ (B+C).

Dokazeme obecnou verzi, tedy piipad, kdy O, A, B,C,A+ B,B+ C,—(A +
B),—(B + C) jsou po dvou ruzné body na kfivce e a vSechny jsou ruzné od
—((A+B)+C),—(A+(B+0)).

At ~ je sjednoceni tfech ptimek AB,C(A+ B),O(B + C) (fialové primky
na Obr. 3.3), 7/ je sjednoceni tiech piimek BC, A(B + C), O(A + B) (oranzové
ptimky na Obr. 3.3). Vidime, Ze 7 a eliptickd kiivka e jsou kubické kiivky, které
nemaji zadnou spolecnou komponentu, a maji devét spolecnych bodu: O, A, B, C,
A+ B,—(A+ B),B+C,—(B+C),—((A+ B) + C). Kubicka krivka " pro-
chazi prvnimi osmi z téchto bodu, tedy z Véty 9 plyne, Ze prochéazi i bodem
—((A + B) 4+ C). To implikuje, ze primka spojujici body A a B + C protina
kiivku e v bodech —(A+ (B+C)) i —((A+ B)+ (), které se tedy musi shodovat
(bod a na Obr. 3.3). Po reflexi podle osy x dostdvame (A+B)+C = A+ (B+C)
(bod 8 na Obr. 3.3).

O

Poznamka. Dikaz Tvrzeni 12 je netplny, plati jen pro pripady, kdy jsou vSechny
body po dvou rtzné a primky mezi nimi nesplyvaji. Kompletni dikaz je nad
ramec této prace a je napsan napf. v knize L. Washingtona (Washington, 2008)).
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Z.aver

Po docteni této prace by mél ¢tenar mit jasno v zékladnich pojmech alge-
braické geometrie a mél by chapat nutnost v urcité chvili eukleidovskou rovinu
rozsitit a vybudovat si aparat, jak pracovat s abstrakel v nekonecnu. Ctenafovi
by mél mit moznost precist si srozumitelné rozepsany dikaz Bézoutovy i Cayley-
Bacharachovy véty, které jsou pomyslnymi vrcholy prace, a mél by mit povédomi
o tom, Ze poté jiz neni obtizné (i kdyz technicky celkem narocné) si rozmyslet
diikkaz asociativity s¢itani na eliptickych ktivkach.

Diléim cilem prace bylo ukéazat, ze dlouha cesta od Pappuse z Alexandrie do
modernich dob byla potteba k tomu, aby fungovaly nékteré kryptosystémy, bez
kterych by se dnesni civilizace neobesla.
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