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Uvod

Reseni systému polynomialnich rovnic a nerovnic je v néjaké podobé uz odpra-
davna predmétem zadjmu mnoha matematiki. Upresnénim pojmu feseni se profi-
luji sméry matematického zkoumani. Klasickd algebraickd geometrie zkouma nuly
soustavy nad algebraicky uzavienymi télesy, ve kterych ma kazdy nekonstantni
polynom koten. Nad realnymi cisly tato vlastnost zfejmé neplati, neni tedy mozné
pouzit celou paletu metod a vysledku, které klasicka algebraicka geometrie na-
bizi. V realném pripadé bude nezbytné zaobirat se pri zkoumani soustavy nul
polynomialnich rovnic soucasné soustavou nerovnic. Uvazme kuptikladu rovnici
kruznice se zadanym polomérem. Nad algebraicky uzavienymi télesy zavisi po-
doba nul této rovnice na tom, zda je polomér nulovy, ale nad realnymi ¢isly je
pro popis chovani nul dilezité navic védét, zda je polomér kladny nebo zaporny.
V pripadé zaporného poloméru totiz realné feseni ani neexistuje. Pro tfidu re-
alnych algebraickych mnozin nejsme schopni zarucit ani tak zakladni vlastnost
jako je uzavtenost na doplicich.

Predmétem naseho zkoumani tedy budou semialgebraické mnoziny, které od-
povidaji konec¢nému sjednoceni reseni kone¢né mnoha polynomiélnich rovnic a ne-
rovnic. Ukazuje se, ze je to vhodné zvolena ttida, nebot kromé uzavienosti na
doplnky a konecné pruniky a sjednoceni se navic chova stabilné vici projekei.

Podobné bude vyhodné misto zkouméni feSeni vyhradné nad realnymi cisly
pristoupit obecnéji k tzv. redlné uzavienym télesim. Tato strategie se osveédcila
jiz ve dvacatych letech dvacatého stoleti, kdy Emil Artin pro tuto tiidu téles resi
Hilbertiv sedmnacty problém. Tento prechod neni pouze disledkem motivace
dosdahnout co nejobecnéjsich vysledkl, v praci bude pouzit k dokazani jistych
geometrickych vysledki.

Predstavené zmény tvori jadro redlné algebraické geometrie. Na tomto za-
kladé rozvijime teorii, ve které bude nutné prehodnotit vyznamy starych pojmu
a predstav, at uz z redlnych ¢isel (napf. pojem kompaktnosti) nebo z algebraicky
uzavieného télesa (napf. predstavu o poctu kofent polynomu), a zavést semial-
gebraickou nahradu nékterych dulezitych pojma.

Poznatky plynouci ze studia redlné algebraické geometrie ¢asto nachézi své
uplatnéni nejen v ostatnich matematickych disciplinach, ale téz napri¢ riznymi
védnimi obory. Redlné algebraické geometrie je vyuzito mimo jiné v robotice,
automatickém dokazovani, ale také napriklad v ekonomii.

Cilem prace je dokéazat tzv. Thom-Milnorovu nerovnost, kterd omezuje sou-
cet Bettiho cisel algebraickych mmnozin v redlné uzavieném télese v zavislosti
na stupni a poc¢tu proménnych definujicich polynomi. Tato nerovnost specialné
omezuje pocet souvislych komponent algebraické mnoziny a na jejim zakladé
je mozné kombinatorickym postupem odvodit nerovnost omezeni na pocet sou-
vislych komponent semialgebraické mnoziny, které je jednodusSe exponencidlni



v poc¢tu proménnych. Toho se vyuziva pri snaze o obchazeni vysoké algoritmické
slozitosti vélcového rozkladu (dvojité exponencidlni v poc¢tu proménnych). Pro
nekterd praktickd vyuziti postacuje algoritmus, ktery vybere reprezentacni bod
v kazdé souvislé komponenté semialgebraické mnoziny. Horni omezeni poc¢tu kom-
ponent pak hraje roli v otazkach o slozitosti takového algoritmu, nebof ta jisté
nemtiize byt mensi nez pocet komponent semialgebraické mnoziny v nejhorsim
pripadé.

Prace je ¢lenéna do ¢tyr kapitol. Prvni kapitola predstavuje zdkladni objekty
a vysledky redlné algebraické geometrie a podava k nim kratky komentar ve
snaze, aby c¢tenari méné obezndmenému s realnou algebraickou geometrii po-
skytla strucné vysvétleni zakladi, které 1ze precizovat nahlédnutim do referované
literatury. Podrobnéji je zpracovana sekce o zarodcich funkci, nebot se zde jednak
v elementarni podobé objevuji casto pouzivané zpusoby dokazovani a jednak je
zde prezentovana jejich geometrickd a algebraicka interpretace pouzivana v tse-
cich nadchéazejicich kapitol a moderni algoritmické semialgebraické geometrii.

Ve druhé kapitole prokazeme existenci rozkladu, od kterého pozadujeme jis-
tou valcovou strukturu a znaménkovou invarianci jeho ¢asti vzhledem k zadanym
polynomtm. Diikaz bude probihat piimou konstrukei s vyuzitim uzavienosti se-
mialgebraickych mnozin na projekci. Dostaneme tak primo navod, jak dany roz-
klad provést. Zapsana jako formélni algoritmus se konstrukce nazyva valcovy
rozklad (Cylindrical Algebraic Decomposition). Protoze pro nas bude zajimavé
predevsim matematické tvrzeni o samotné existenci rozkladu, nebudeme rozebi-
rat konkrétni implementaci algoritmu nebo dokazovat jeho slozitost. Pokusime se
zpracovat tuto technic¢téjsi ¢ast tak, aby bylo prehledné rozumét roli jednotlivych
matematickych predpokladi.

Valcovy rozklad ve treti kapitole rozsitujeme natolik, aby bylo mozné do-
statecné porozumét topologické strukture semialgebraickych mnozin, a dospi-
vame ke stratifikacnimu rozkladu a triangulaci semialgebraické mnoziny. To nam
umozni dokazat silny a casto vyuzivany vysledek o trivialité semialgebraického
zobrazeni. Kapitolu uzavirdme vyvozenim nékolika dusledkt pro topologii (semi)-
algebraickych mnozin.

V posledni kapitole dokdzeme s vyuzitim vysledkii Morseho teorie Thom-
Milnorovu nerovnost. Bude ovsem nutné upravit vychozi situaci takovym zpiso-
bem, abychom Morseho teorii mohli efektivné pouzit. K tomu budeme potiebovat
dikaz Sardovy véty, vyznamného vysledku, ktera tvrdi, Zze mnozina kritickych
hodnot neni v jistém smyslu prilis velkd. Abychom mohli mluvit o Bettiho ¢is-
lech, zavedeme zde homologii uzavienych semialgebraickych mnozin jako simpli-
cialni homologii prislusné triangulace. Déale prokazeme existenci Morseho funkce
na omezené nesingularni nadplose, coz opravni pouziti Morseho teorie v nasem
pripadé. Morseho teorie ndm v oboru realnych ¢isel poskytne prehled o topologii
algebraické mnoziny postacujici k tomu, abychom byli schopni dokézat Thom-
Milnorovu vétu pro realnd cisla. Praci uzavieme diitkazem nerovnosti v obecném
realné uzavreném télese.

Prace zakldada prevazné na vysledcich prezentovanych v knihach [I] a [2].
v dikazech. Oproti tomu, kniha [2] se zabyva redlnou algebraickou geometrii pre-
devsim z algoritmického hlediska, pricemz se snazi vybudovat potiebné vysledky
od elementarnich zaklad, dokazujic tak i znamé vysledky jinych teorii. Vysled-



kem je obsahlé kompendium rozlicnych drobnych i vétsich vysledki, ve kterém
se Ctenar, ktery neni predem s problematikou dostatecné obeznamen, nesnadno
orientuje. PTi postupném procitani knihy je zase ¢tendr casto zahlcen méné di-
lezitymi vysledky, které zpétné znesnadnuji pochopeni cesty k dané vété a tim
ztézujl jeji uplné pochopeni. V préci je vénovana péce vybéru pokud mozno tako-
vych vysledki, aby cesta k Thom-Milnorové nerovnosti byla co nejvice nazorna
a prima.



Kapitola 1

Uvod do reélné algebraické
geometrie

V této kapitole zavedeme redlné uzaviend télesa a odtvodnime, pro¢ praveé
jejich studium je prirozené, mame-li se zabyvat fesenim soustavy polynomidalnich
rovnic a nerovnic. Prvni sekce je tvorena prehledovym vybérem z prvni, druhé
a paté kapitoly knihy [I].

1.1 Zakladni pojmy a vysledky

Definice 1. Uspordadani télesa F je uplné usporadani <, kompatibilni s operacems
+ a -, to jest splnujici pro vsechna x,y,z € F :

lL.Lz2<y = 2+2<y+=2
2.0<2,0<y = 0 < ay.

Duojici (F, <), kde < je usporddanim télesa F, nazveme usporddané (téz redlné)
téleso.

Definice 2. Redlné uzavrené teleso je usporadané téleso, které nemd netrividlni
usporddané algebraické rozsirend.

V préaci bude redlné uzavienému télesu vyhrazen symbol R.
Povsimnéme si, ze usporadana télesa maji charakteristiku nula, obsahuji tedy
nekonec¢né mnoho prvki.

Véta 1. Pro IF téleso je ndsledujici ekvivalentni:
1. F je redlné uzavrené

2. Kladné prvky F jsou prdavée ctverce v I a kaZdy polynom lichého stupné ma
v IF koren.

3. Je-li P € R[X] separabilni polynom, a,b € R, a < b, a P(a)P(b) < 0, pak
existuje v € R, a < x < b, které je korenem P.

4. Okruh F[i] = F[X]/(X? 4+ 1) je algebraicky uzaviené téleso.



Diikaz. Dukaz ekvivalence vlastnosti 1,2,4 lze najit v [I] jako Theorem 1.2.2.
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a ekvivalence s vlastnosti 3 v [2] jako véta 2.11. spolecné s lemmatem 3.12.
0

Usporadani zde hraje dilezitou roli. Pokud bychom pracovali pouze v jazyce
okruhu {+,-,0,1}, ptipravili bychom se o eliminaci kvantifikdtort, ktera je ihel-
nym kamenem spojujici logiku prvniho fddu a feSeni polynomidlnich nerovnic.
K eliminaci formule 3z € R | z + 2% = y, odpovidajici podle druhé podminky
charakterizace realné uzavienych téles usporadani x < y, je nezbytné dokazat
v jazyce hovorit o usporadani.

Definice 3. Redlnym rozsirenim usporddaného télesa F nazveme usporddané té-
leso B D F, jehoz uspordddni rozsiruje uspordaddni na F. Redlny uzdavér je pak
algebraické redlné rozsirent, které je zdaroven redlné uzavrené.

Véta 2. Kazdé usporddané téleso (F, <) md redlny uzdver. Jsou-li R,R' dva
redlné uzavery (F, <), pak existuje jediny F-isomorfismus R — R'.

Diikaz. Jedna se o vétu 1.3.2. v knize [I].
O

Zakladnim prikladem realné uzavieného télesa je téleso realnych c¢isel R. Déle nam
bude uziteéné znat v jistém smyslu nejmensiho zastupce této rodiny. Kazdé téleso
charakteristiky nula obsahuje podtéleso izomorfni raciondlnim cislim Q, jejich
redlnym uzavérem jsou realné algebraickd c¢isla, kterda budeme znacit symbolem
Rag. Je tedy Ry = {x € R | 3p € Z[X], p # 0, p(z) = 0}.

Obé vyse uvedena télesa jsou archimédovskd, my budeme ale potrebovat pra-
covat také s infinitesimalni hodnotou. Diilezitym a uzitecnym prikladem nearchi-
médovského realné uzavieného télesa jsou tzv. Puiseuxovy fady.

Definice 4. Puiseuxova tada v proménné € s koeficienty v télese F je formdini

suma tvary _
K2
a= Z a;€q,

i>k
kde k,i € Z,a; € F,q € N. Cislo k/q nazveme tddem vady a.

Téleso Puiseuxovych fad v € a s koeficienty v R redlné uzavieném télese je
realné uzaviené téleso, oznacované symbolem R((¢)), jehoz kladné prvky jsou
Puiseuxovy fady s kladnym poéateénim koeficientem (dikaz je dostupny v sekci
2.6 knihy [2]). Prvek € je kladny a mensi, nez libovolné kladné r € R, nebot
r—e¢ > 0. Rikdme, Ze je infinitesimalni nad R, nebo kratce infinitesiméalni. V R(¢)
lze podobné jedinym zplisobem zavést usporadani, ve kterém je € infinitesimalni.

My budeme pracovat s redlnym uzavérem R(€), nazyvanym algebraické Pui-
seuxovy Tfady R(e), protoze prvky tohoto télesa jsou tvoreno prvky R((e)), které
jsou algebraické nad R(e). Algebraické Puiseuxovy fady nezdporného fadu tvori
valuacni okruh oznacovany symbolem R(e€)y, jenz se sklada z prvka R({e), jejichz
absolutni hodnota se da omezit prvkem z R. Na algebraickych Puiseuxovych ra-
dach nezdporného fadu ma vyznacné postaveni dosazovaci okruhovy homomorfis-
mus lim, posilajici fadu 3, a;es na koeficient ag (tedy dosazujici za proménnou
¢ hodnotu nula).



Pokud nebude uvedeno jinak, povazujeme obecné redlné uzaviené téleso R
za zakladni prostredi, ve kterém se pohybujeme.
Nasledujici mnoziny prirozené vyvstanou, resime-li polynomialni rovnice a ne-
rovnice

Definice 5. Necht & je konecnd mnozina polynomi z R[Xy,...,X,|. Nuly &
definujeme jako
V(#)={zeR"| \ Plx)=0)
pPes
Algebraickd mnozina v R" je mnoZina, kterd je tohoto tvaru pro nejaky soubor
polynomu, .

V realné uzavieném télese miizeme bez Gjmy na obecnosti uvazovat algebraické
mnoziny jako nuly jediného polynomu. Nuly souboru & jsou pravé nulami poly-
nomu Y. pe» P?. Nuly jednoho polynomu P budeme zapisovat jako V(P).

Definice 6. Semialgebraickd mnoZina v R™ je mnoZina tvaru

i=1j=1

kde proi =1,....s a j = 1,...,1r; je P; € R[Xy,...,X,], a kde symbol *; ;
zastupuje jeden ze symbolu <, =. Semialgebraickou mnoZinu lze také obecnéji de-
finovat nad D usporadanym poddokruhem R, a to v pripadé, Ze koeficienty kaZdého
z polynomi P ; vyse jsou z D.

Semialgebraické mnoziny odpovidaji mnozinam feseni konecnych soustav po-
lynomialnich rovnic a nerovnic nad R zadané prislusnymi rovnostmi a nerov-
nostmi. Ekvivalentné miizeme hovorit o nejmensi tifidé mnozin uzaviené na do-
pliiky, konecné pruniky a konecna sjednoceni obsahujici algebraické mnoziny
a mnoziny tvaru {z € R" | P(z) > 0}.

Poznamenejme, 7ze také mnoziny zadané ostrou nebo neostrou nerovnosti, tedy
napiiklad {z € R" | P(z) < 0} nebo {x € R" | P(x) < 0}, jsou z definice
semialgebraické.

Véta 3. (Eliminace kvantifikdtori) Uvazujme ¢(X7, . .., Xy) formuli proniho radu
v jazyce usporadangch okruhi {+,-,<,0,1} s koeficienty v D, usporddaném podo-
kruhu R. K této formuli existuje formule (X, ..., Xx) nebsahujici kvantifikatory
a s koeficienty v D takovd, Ze pro vsechna v € R* plati ¢(x) prdvé kdyz plati(x).

Diikaz. Dtkaz probiha technickym rozborem chovani polynomi, vystupujici ve for-
muli ¢. Pomoci Sturmovy posloupnosti je mozné nalézt koteny polynomu jedné
proménné a urcit znaménka na intervalech jimi vymezenymi. Cenou za tuto in-
formaci je pridavani dalsich polynomii do vysetfované mnoziny. Tim dostaneme
algoritmus, ktery postupné prochézi vizané proménné a nahrazuje je novymi for-
mulemi, které zaznamendvaji, kde je pravdiva. Ctenaf mize konkrétni podobu
nosné ¢asti ditkazu najit v sekei 1.4 knihy [I] a rozbor jeho dusledku v sekei 5.2
tamtéz.

O



Pro sentence mame specialné algoritmus, ktery dovede urcit jejich pravdivost.
Naptiklad sentenci ¢ = FaVbVcIx(ax? + bx + ¢ = 0) nahradi timto zplisobem:

¢ > JaVbVe(b* —dac > Na#0)V (a=0AD#0)V(a=0Ab=0Ac=0) <

< Ja¥b(a=0Ab#0) <L .

Prestoze je tento vysledek v teoretické roviné velmi silny, jeho praktické po-
uziti sledovanim dikazu v této podobé je znemoznéno vysokou algoritmickou
slozitosti, ktera se neda exponencialné omezit.

Eliminaci kvantifikatortt mizeme ihned pouzit k odvozeni nékolika uziteénych
disledkt. Vsechny mnoziny, které muzeme zapsat formulemi prvniho radu jsou
semialgebraické. Definujici formuli prevedeme do prenexniho normalniho tvaru,
eliminujeme kvantifikatory a upravime do konjuktivné normélniho tvaru.

Dusledek. Semialgebraické mnoziny jsou pravé definovatelné mnoziny.

Jisté ne vsechny mnoziny jsou semialgebraické. Uvedme naptriklad mnozinu
y Y] g

{(z,y) € R? | 3n € N,y = nz}, kterd neni definovateln4, tedy ani semialgebraickd

kvantifikujeme pies pfirozena ¢isla). Jinym piikladem je graf exponencidly v R2.
J y Jeg y

Projekce 7 : R¥*! = R* je zobrazeni zapominajici posledni soufadnici, to jest
piifazujici vektoru (a1, ..., zp41) vektor (z1,. .., 7x). Projekci mnoziny M € RFH!
muzeme zapsat jako

n(M)={x € R*|3Im e R, (z;m) € M}.

To se da téz prepsat pomoci formule a eliminaci kvantifikdtoru dostavame dalsi
dusledek.

Diisledek. Pro S semialgebraickou mnozinu v RF™! definovanou nad D je jeji
projekce m(S) opét semialgebraickd mnozina definovana nad D.

Ukazuje se, jak dobfe zvolena je definice semialgebraické mnoziny. Pro alge-
braické mnoziny tato vlastnost projekce neplati. Jednoduchym protiprikladem je
jednotkova kruznice v R? se stfedem v poc¢atku soufadnic, jejiZ projekce nam déva
uzavieny interval (—1,1), coz neni algebraickd mnozina.

Dalsi diisledek nam umozni prenaset semialgebraické mnoziny mezi redlné uza-
vienymi télesy.

Diisledek. (Tarskiho-Seidenberguv princip) Méjme R’ redlné uzaviené téleso ob-
sahujici realné uzaviené téleso R. Sentence ¢ s koeficienty v R plati v R pravé
kdyz plati v R'.

Protoze kazdé redlné uzaviené téleso obsahuje racionélni ¢isla Q a jejich redlny

uzaveér R, sentence s koeficienty v Q nebo R, plati v né¢jakém redlné uzavieném
télese pravé kdyz plati v libovolném realné uzavieném télese.

Definice 7. Necht R a R’ jsou redlné uzavrend télesa tak, Ze R C R', a S C
R¥ semialgebraickd mnoZina definovand formuli bez kvantifikdtori ¢(X,, ..., Xy).
Rozsireni S do R' je semialgebraickd mnozina Ext(S,R') = {x € R* | ¢(z)}.



Opréavnénost této definice je zarucena Tarskiho-Seidenbergovym principem,
ktery nam garantuje, ze nezavisi na vybéru definujici formule. Jsou-li totiz ¢,
dvé formule definujici S, sentence Jxgp(x) A —p(x) neplati v R, tedy neplati ani
v R'. Podobné se d& ukézat, ze pritazeni S +— Ext(S,R') zachovava operace
konec¢nych prinikii, koneénych sjednoceni, dopliki a relaci ,,byt podmnozinou®.
Vidéli jsme, ze projekce zachovava semialgebraické mnoziny. Podivejme se nyni
na tiidu objektli s touto vlastnosti.

Definice 8. Necht S C R*¥ a T C R! jsou semialgebraické mnoZiny. Funkci
f S+ T nazveme semialgebraickou funkci, jestlize jeji graf Graf(f) je semial-
gebraickd mnoZina v R

Tvrzeni 4. Necht S C R¥ T C R, U C R™,S' C S,T" C T jsou semialgebraické
mnoziny a f:S+—T ag:Tw— U jsou semialgebraicka funkce. Pak plati:

1. f(S") i f~YT") jsou semialgebraické mnoZiny,
2. go f je semialgebraickd funkce,
3. semialgebraické funkce z S do R tvori okruh,

4. pro R’ redlné uzavrené téleso obsahujici R, Ext(f,R') :Ext(S,R') — Ext(T,R’)
je semialgebraickd funkce s grafem Ezt(Graf(f)),

5. Ext(f(S"),R) =FExt(f,R')Ext(S", R').

Diikaz. Zapiseme vySetrované mnoziny jako jisté projekce a uzijeme jeji stability.
1. Mnozina f(S’) je projekci mnoziny (S" x T') N Graf(f) na T.
2. Graf go f je projekce mnoziny (Graf(f) x R™) N (RFxGraf(g)).

3. Soucet dvou semialgebraickych funkei z a,b : S — R se da vyjadrit jako
slozeni funkce (a,b) : S +— R? se semialgebraickou funkei + : R? — R.

4. Vlastnost , byt grafem'funkce z S do T' lze zapsat pomoci formule prvniho
radu.

Zbyvajici vlastnosti se dokazi podobné.
O

Na RF zavedeme eukleidovskou topologii, coZ ndm umozni pracovat s vybra-
nymi topologickymi a analytickymi pojmy. Pro x = (zy,...,2x) € Rf,r € R,
r > 0,z € R[i] bude v nasem znaceni

|z|| = /2t + ...+ a2 eukleidovskd norma,

By(zr) ={y € R* | ||y — =|]* < r?} oteviend koule,
Bi(z,r) ={y € RF| |ly — z||* < ? uzaviend koule,
Sk zr)={y € R* | ||ly — z||* = r*} k — 1 sféra,
D(z,r)={w € R[i] | ||z —wl| <r} otevieny disk,
(ab) ={r € R|a<x<b} otevieny interval s vlastnimi mezemi,
(aby ={r € R|a<xz<b} uzavieny interval s vlastnimi mezemi,
(a,00) ={x € R|a<ua} interval s nevlastni mezi.



Vsimnéme si,%e By(x,r), Bi(z,r) a S¥71(z,r) jsou semialgebraické mnoZiny. V z4djmu
lepsi citelnosti vypoustime ze znaceni z,r, nebo k, pokud jsou jejich hodnoty
ziejmé z kontextu.

S timto znacenim miizeme formulovat zakladni pojmy z topologie a matematické
analyzy.

Mnozina U C R* je oteviend pokud Vo € U Ir € R,r > 0, B(z,r) C U.

Uzévérem mnoziny S C RF je minéna mnoZina

S={rcR|Ve>03yeS: |y—z| <r}

Vnitfek mnoZiny S C R* je mnozina

S={rxeS|Ir>0Vy: |ly—z*<r® = ycS}

Funkce f: S — T je spojita, pokud

Vee SVr>036>0VeS: [ly—z|<d = |fly)— fl@)] <r

Necht U C R* je oteviend mnozina, o € U a f : U — R' semialgebraicks,
funkce. Piseme lim, ., f(x) = yo za

Vr > 030Vz||z — x| < = ||f(x) —wol <.

Funkce f : (a,b) — R ma v bodé z( € (a,b) derivaci f'(x¢), pokud

i 1@) = (o)

T—x0 €xr — xo

= f/(ito)-

Pro T semialgebraickou mnozinu déle ozna¢me C™(U,T) mnozinu semial-
gebraické funkce, jejiz vSechny parcialni derivace do fadu m existuji. Tridu
C* definujeme jako prunik vSech C™(U,T") pro m konec¢né.

Diferenciél funkce f € C' v bodé zq je linedrni zobrazeni df (zo) : R* — R!

zadané Jacobiho matici -
ofi \~ (o)
X, 0

i=1,j=1

Pokud mnoziny U,S,T" zminéné vyse jsou semialgebraické a f je semialge-
braické zobrazeni, lze definice ve vyctu zapsat pomoci formuli prvniho radu.
Ukazme naptiklad, ze formuli Vo € S : ¢(z,y), kde ¢(X,Y) je néjaky pozada-
vek vyjadreny formuli prvniho fadu lze prevést na formuli prvniho tadu v jazyce
usporadanych okruhu. Je-li S zaddna formuli ¢(X), mizeme formalné psat

Vay .. Vopp(zy, ... x) = é(v1,. .., Tk, Y).

Vyvodime, Ze uzévér(vnitiek) semialgebraické mnoziny je semialgebraickd mno-
zina a derivace semialgebraické funkce je semialgebraicka funkce. Pozorujme takeé,
ze rozsiteni se chova pékné vici topologii. Rozsiteni Ext(S,R’) je oteviena(uzaviend)
mnozina, pravé kdyZ je S oteviend(uzaviend) a Ext(S,R') = Ext(S,R’).
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Neplati, ze uzavér mnoziny dostaneme nahrazenim ostrych nerovnosti v definu-
jici formuli neostrymi. Uvazujme mnozinu {x € R | 2* — 2? > 0}. Jeji uzavér je
mnozina {x € R | x > 1}, kterd neobsahuje nulu.

V redlné uzavienych télesech neplati, Ze uzaviené a omezené mnoziny lze
charakterizovat vlastnosti existence koneéného podpokryti z libovolného otevre-
ného pokryti, jako je tomu v R¥. Lze totiz pokryti uzavieny omezeny interval
[0,1] € Ry, systémem otevienych mnozin v [0,1]

{0,r)U (s,1]] 0 <r<7m/4d<s<1;rs € Ruyyl,
ze kterého nelze vybrat koneéné podpokryti.

Definice 9. Rikame, Ze semialgebraickd mnoZina S je semialgebraicky kompakini,
pokud je uzavrend a omezend.

V préaci budeme pouzivat pojem kompaktni vyhradné ve vyznamu semialge-
braicky kompaktni. Na konci této kapitoly dokazeme, ze obraz kompaktni mno-
ziny pri spojitém semialgebraickém zobrazeni je kompaktni.

Semialgebraicka zobrazeni tvori pro nase potieby prili§ Sirokou tridu. My se
budeme v praci zabyvat spojitymi nebo spojité diferencovatelnymi semialgebraic-
kymi zobrazenimi (do této tridy patii jisté polynomidlni zobrazeni, nebot po-
uzivame eukleidovskou topologii). Nepostradatelnym nastrojem bude semialge-
braicka verze véty o implicitnich funkcich.

Véta 5. (Véta o implicitnich funkcich) Necht (xo,y0) € R¥, U je oteviené okoli
(x0,Y0) a necht plati:

1. f;€ C™(U, R,

2. fi(zo,y0) = 0 pro vdechnai=1,...,1,

3.
%(ﬁo,yo) %(anyO)
: : #0.
ok (20,90) -+ Gk (0, o)

Pak existuji oteviend semialgebraickd okoli U C R* bodu xo a V C R’ bodu g
a funkce ¢ € C™(U,V) tak, Ze pro vsechna x € U ezistuje prdvé jedno ¢(x) € V
tak, zZe f(z,¢(x)) =0 pro vsechna i =1,...,1.

Diikaz. Dukaz je mozné najit v [I] jako tvrzeni 2.9.7, pfipadné jako vétu 3.25

v [2].
UJ

1.2 Zarodky funkci

Zarodky funkci jsou jednim z matematickych nastroji v oblasti algebraické
geometrie k popisu a porozumeéni lokalnitho chovani funkci. Vypracovani sekce
zakladd na praci prezentované v sekcich 3.3 a 3.4 knihy [2].
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Definice 10. Zarodky (semialgebraickych) spojitych funkci nad R napravo od
pocatku je mnozina (semialgebraickych) spojitych funkci s hodnotami v R, defino-
vangch na néjakém intervalu tvaru (0,t) prot € R,t > 0, modulo ekvivalence ~
zadand predpisem

hi~mfoeTteRt>0V e RO<t <t: fi(th = fot).
Zarodek s reprezentantem f znacime [f]~.

Tvrzeni 6. Zdrodky (semialgebraickych) spojitych funkci nad R napravo od po-
cdtku tvori redlné uzavrené téleso. Toto téleso je izomorfni s télesem R(e).

Diikaz. Scitani na zarodcich definujeme jako zarodek souctu reprezentantl a po-
dobné pro zbylé télesové operace. Pro ilustraci ukazeme podrobnéji, jak probiha
invertovani zarodku. Mame-li zarodek [f]. kde f je definované na (0,f), je mno-
zina nul f na (0,t) semialgebraickd, a tedy kone¢né sjednodeni bodi a intervalt.
Pokud tato mnozina obsahuje interval (0,t’), pro néjaké ¢’ < ¢, jedna se zaro-
dek nulové funkce. Jinak uvazujeme interval (0,t”), na kterém f nenabyva nuly
a tedy zde existuje inverze 1/ f, kterd je semialgebraickd a spojita, a tedy i zaro-
dek [1/f]~. Na (0,t”) je navic f ze spojitosti bud kladnd, nebo zdporna funkce,
zarodky funkei tedy tvori realné téleso.

Dokazme, zZe téleso je redlné uzaviené tim, ze dokazeme vlastnost 3. z véty [I}
Mé&jme separabilni polynom P(X) = [a,]~XP+...+[ag]~ a zarodky [a]., [b]~ tak,
ze [a]~ < [b]~ a P([a]~)P([b]~) < 0. Pfistoupenim k reprezentanttiim definovanym
na né&jakém intervalu (0,t') C R prepiSeme pro ¢ € (0,t’) polynom P na P(t,Y) =
a,(t)+...+ap(t) € R X]. Pfipadnym zmensenim intervalu jsme schopni zajistit,
ze deg(P) = p, P(t,a(t))P(t,b(t)) < 0 a nsd(P(t,X),0P/0X(t,X)) = 1 (muze
byt tfeba zmensit interval natolik, aby na ném byly zarodky funkci vystupujici
v rozsiteném Eukleidové algoritmu definované). Tim jsme se situaci prenesli do
realné uzavieného télesa R, ve kterém mé polynom P(t,X) z véty [1| pro vsechna
t € (0,t') koten v (a(t), b(t)).

Formuli prvniho fadu

le,t:(aXla-“anl X1<...<Xl/\P(t,X1):OA.../\P(t,Xl):O
AVX((P(X)=0) = (X =X, V...V X = X))

zapisujeme tvrzeni, ze polynom P(f,X) ma pravé [ ruznych koreni. Mnoziny
S; = A{t € (0,t)|¢is}, 0 <1 < p, jsou diky eliminaci kvantifikdtorti semialge-
braické a tvori rozklad intervalu (0,¢'). Interval (0,t”) pro néjaké vhodné malé
t" € R je obsazen v jedné z téchto mnozin, feknéme S,,. Pro 1 < i < m definu-
jeme f; : (0,t"”) — R jako zobrazeni prifazujici bodu ¢ intervalu (0,t”) C R i-ty
koten P(t,X) v daném usporadani R. 7 véty || existuje semialgebraickd spojita
funkce g; definovand na néjakém intervalu obsahujicim bod ¢, tak, ze zde g; za-
déva jednoduchy koten P a g¢;(t) = fi(t). Pocet kofeni P je ale na (0,t") roven
fixnimu [, g; se tedy shoduje s funkci f;. Funkce f; je tedy semialgebraické spo-
jité zobrazeni a jelikoZ existuje i € {1,...,m} tak, Ze pro vSechna t € (0,t") je
a(t) < fi(t) < b(t), [fi]~ je pozadovany zarodek a zarodky spojitych funkei nad
R napravo od pocatku tvori readlné uzaviené téleso z véty

Zbyva dokéazat, ze se az na izomorfismus jedna o téleso R(e). Bud [g]. z&-
rodek funkce napravo od pocatku. Graf g definované na (0,f) C R lze jakozto
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semialgebraickou mnozinu zapsat jako nuly polynomu IT/_;Q; € R[Y,X], Q; # 0
pro ¢ > 1,7 < r, a jako feseni néjakych polynomialnich nerovnic. Kdyby totiz
nebylo mozné vzit nenulovy polynom definujici rovnici, pro zvolené ¢t € (0,f) by
byl obraz g(t) definovin pomoci ostrych nerovnosti, tedy by to byl interval, coz
by neodpovidalo tomu, Ze g je semialgebraickd funkce. Protoze I1;Q;(t,9(t)) = 0
pro vSechna t € (0,f), kazdy zérodek funkce je algebraicky nad R(e) usporada-
ném jednoznacné tak, Ze € je infinitesimélni. Tvrzeni je disledkem jednoznacnosti
redlnych uzavéra (véta [2)).

O
Prvek € € R(e) tedy odpovidd zarodku identického zobrazeni. Shriime si obecnéji
pro vicerozmérné zarodky funkei, jak se prakticky projevi dualita mezi zarodky
funkci a algebraickymi Puiseuxovymi rfadami.

Diisledek. Bud S C R* semialgebraickd mnozina, g semialgebraickd funkce na S

alfle = ([fil~, -, [fe]~). Plati, Ze
[f]~ € Ext(S,R{e)) & It >0, Vt: O0<t<t, f(t)eS

[f]~ € Ext(S,R(€)) = Ext(g,R{e))([f]~) = [g 0 fl~.
Specialné, Ext(f,R(€))(e) = [f]~.

Diikaz. V dikazu [f] jsme vidéli, ze pro P € R[X1, ..., X}] plati v R(e) rovnost
P([f1],...,[fx]) = 0 pravé tehdy, existuje-li interval (0,t) C R tak, Ze pro vSechna
t" € (0,t) mame P(f1(t'),...,fx(t")) = 0. Analogicky vysledek plati pro nerovnost.
Dtsledek plyne z definice semialgebraické mnoziny a jejiho rozsiteni.

0

Tvrzeni 7. Bud ¢ sentence v jazyce usporddanich okruhi s koeficienty v Rle|.
Sentence ¢ plati v R{€) prave kdyz existuje t' € R tak, Ze pro vsechna t € R,0 <
t <t plati ¢'(t), formule ziskand z ¢ substituci t za viskyty proku e.

Diikaz. Mnozina S = {t € R|¢'(t)} je semialgebraickd a tedy je sjednocenim
konecné mnoha bodu a intervali. Pokud existuje ¢’ € R tak, ze (0,t') C S, pak
také (0,t") CExt(S,R(e)) jako interval v R{e). Tim ale € € Ext(S,R(¢)) a tedy
¢'(€) = ¢ plati v R(e). Pokud takové t' neexistuje, volme ¢ tak, aby (0,t”) NS
byla prazdnd. Pak i rozsiteni Ext((0,t”) NS, R{e))) je prazdné, a tedy ¢ neplati
v R(e).

0

Rekneme, ze zarodek funkce je omezeny, jestlize néjaky jeho reprezentant je
omezena funkce. 7Z pravé dokazané véty plyne, Ze je-li zarodek omezeny jako
prvek R(e), tedy patii-li do R{€)y, pak je omezeny i jako zdrodek. Na omezenych
zarodcich je homomorfismus lim, dobfe definovany a ma uzitecnou geometrickou
interpretaci.

Lemma 8. Spojitou omezenou semialgebraickou funkci f : (0,t) — R lze v nule
spojité dodefinovat hodnotou lim([f]~)
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Diikaz. R4d fady Ext(f,R{e)) — lim.([f]~) je ostfe vétsi nez nula, a tak je tato
fada jako prvek R(e) infinitesimalni. Pro vSechna r € R, > 0 je tedy po dosazeni
€ za t splnéna formule ¢,(t) = | f(t) —lim.([f]~)| < r a lemma tak plyne z tvrzeni
[

O

Lemma 9. Necht g je spojita semialgebraickd funkce definovand na kompaktni
semialgebraické mnoZiné S C RF a [f]lw = ([fil~, .-, [fe]~) € Ext(S,R{¢)). Zd-
rodek [g o f] je omezeny a

g(tim([f].)) = lim([g o f].).

Diikaz. Oznacéme | = lim([f]~) a f funkci vzniklou z f spojitym dodefinovanim
v nule hodnotou ! podle lemmatu (8| coz je mozné z omezenosti [f]. zarucené
predpoklady. Z uzavienosti S lezi [ v S. Vyuzijeme opét podobny postup jako
v predchozim ditkazu a pouzijeme tvrzeni [7] na formuli

¢(s) =Vrar': (¥(s) Alls =Ll <r') = llg(s) —gDIl <,

kde v je formule definujici S. Tvrzeni lemmatu plyne z informace, ze [f]. — [ je
mensi nez libovolné r € R, r > 0, jelikoz totéz plati z tvrzeni[7 pro ||go[f]~—g(1)]|.
O

Nésledujici lemma bude hrat dulezitou roli ve treti kapitole pri sestavovani
stratifika¢niho rozkladu.

Lemma 10 (O vybéru kiivky). Necht S C R* je semialgebraickd mnoZina a x
bod uzdvéru S. Pak existuje spojité semialgebraické zobrazeni v : [0,1) — R* tak,
se4(0) == a 7((0,1)) C 5.

Diikaz. Je-li x € S, pak B(z,r) NS je neprdzdnd pro vSechna kladnd r € R
a z Tarskiho-Seidenbergova principu tak muzeme volit [f]. € B(x, e)NExt(S,R{e)).
Hodnoty funkce f definované na (0,t') nalezi B(z,r) N S. Podle lemmatu [8 mi-
zeme f spojité dodefinovat v nule, a odtud po patficném preskalovani intervalu
obdrzet pozadovanou krivku.

O

Véta 11. Obraz kompaktni semialgebraické mnoZiny S pri spojitém semialge-
braickém zobrazeni g je kompaktni.

Diikaz. Dokazme nejdrive, ze ¢g(S) je uzaviend mnozina. Z predchoziho lemmatu
mtizeme pro z € g(S) volit [f]. € Ext(g(S),R(e)) tak, ze lim([f].) = x. Z paté
vlastnosti tvrzeni [l existuje [f']. € Ext(S,R(e)) tak, ze [go f']. = [f]~. Uvazujme
7 funkci vzniklou z f' spojitym dodefinovanim v nule podle lemmatu , jehoz
predpoklady jsou splnény diky kompaktnosti S. Uzavieme, ze g(lim.([f'])) =
lim([f]~) = z z lemmatu [9 tedy = € g(9).

Mnozina g(S) je rovnéz omezena. Tvrdime, ze mnozina T = {t € R| Jx €
S : ||lg(x)|| = t} neobsahuje interval tvaru (t¢',00) pro t' € R,t > 0. Kdyby
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tomu tak bylo, mnozina Ext(T,R(e)) by obsahovala prvek 1/e, ale to by bylo ve
sporu s lemmatem [0} ze kterého pro vSechny [f]. € Ext(S,R(e)) plati, Ze [g o f]
omezeny.

O
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Kapitola 2

Valcovy rozklad

Tato kapitola vychézi z puvodniho Collinsova ¢lanku [3], ale je poucena zpra-
covanim knihy [2] (sekce 5.1) a knihy [1] (sekce 2.3, 4.2).

2.1 Pripravné prace

Budte P = a, X?+...+ap a ) = by X?+...+by polynomy s koeficienty v C' =
R[i], p > q a pro C[X] fixujme standardni monomialni bazi ..., X" ... X, 1.
Podle ni budeme ztotoznovat polynomy s vektorem koeficientii.

Definice 11. Sylvestrova matice Syl(P,Q) je c¢tvercovd matice

Gy -+ oo oo oeeeoag 0 oo 0
0

0
0 o+ 0 @y -+ o0 oo - oag
b bp O 0
0
: .. .. 0
R (R

s p+q rddky a p+q sloupci. Resultant polynomi P a Q) Res (P,Q) je determinant
Syl(P,Q).

Pro j < ¢,j > 0, uvazujme zobrazeni s; : CP~7 x C17 — CPY7J dané
predpisem U,V — UP + V Q.

Sylvestrova matice Syl(P,Q) odpovida transponované matici zobrazeni sq. Po-
kud je navic j > 1 miZeme matici transponovanou k matici zobrazeni s; najit
v Syl(P,Q) jako podmatici s p+q—2j radky a p+q¢—j sloupci vzniklou vypusténim
radkt a sloupct odpovidajici restrikci na zizenou bazi.

Definice 12. Vezméme prunich p + q — 2j sloupci z prdve popsané matice. De-
terminant této ctvercové matice budeme nazyvat j-ty subresultant P,Q)Q a znacit
jej sRes;(P,Q). Dodefinujme sRes; =0 pro ¢ < j < p a sRes, = sgn(a,).
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Z interpretace j-tého subresultantu jako determinantu matice zobrazeni s;
dostaneme nasledujici lemma.

Lemma 12. Plati, Ze
deg(nsd(P,Q)) = min{j € Ny | sRes;(P,Q) # 0).

Specidlné, Res(P,QQ) = 0 prave kdyz polynomy P a Q maji spolecného délitele
kladného stupne.

Diikaz. Viz vétu 2 v ¢lanku [3] nebo tvrzeni 4.24 v [2].

O
Nadale budte P a @ monické. Uvazujme nyni zobrazeni m : C? x C'7 — CP™? na
monickych polynomech realizujici jejich nasobeni, tedy

((lp_l, ..., Qp, bq—l, C ,bo) — (Cp+q—17 cee 60)7
G = Z ap—ibg—r;
p—it+q—k=j
pro 7 = p+q—1,...,0. Jacobiho matice tohoto zobrazeni odpovida transponované

matici Syl(P,Q).

Lemma 13. Budte Py,QQ1, Q2 monické polynomy stupni po tadé p,q,r, Q1,Q>
nesoudélné, takové, Ze Py = Q1Qy. Pak existuji okoli Uy € CP, Uy € C1, U € CPT
tak, Ze kazdy monicky polynom P z U lze jednoznacné zapsat jako soucin Q| @5,
kde Q) € Uy, Q, € Uy jsou monické nesoudeélné polynomy.

Diikaz. 7 diskuze vyse jsou P,@Q nesoudélné pravé kdyz je Res(P,Q)) nenulovy
a to nastava praveé kdyz je nenulovy Jakobian m. Tvrzeni lemmatu pak plyne z
véty [5| (o implicitnich funkcich) po ztotoznéni C' = R2.

[

2.2 Valcovy rozklad

Po zbytek kapitoly budeme S znacit semialgebraickou souvislou mnozinu
v RF=1 a & neprazdnou kone¢nou mnozinu nenulovych polynomii z R[ X1, . .., X3].
Pro odlehceni zapisu budeme o polynomu P € &2 tikat, ze ma na S néjakou vlast-
nost, pokud pro vsechna s € S ji mé polynom jedné proménné P(s, X;). Déle
budeme predpokladat, ze zadny z polynomu P € & se na S nenuluje.

Definice 13. Mnozina C C R* je &P-invariantni, jestlize znaménko libovolného
polynomu z & je na C konstantni.

Definice 14. Vilec nad S je mnozina S x R.

Nagim cilem bude rozlozit prostor R* na kone¢né mnoho bunék, tvofenych
souvislymi semialgebraickymi mnozinami, tak, aby mu byla vtisknuta jista val-
covitd struktura.
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Definice 15. Vilcovy rozklad R* je posloupnost Cy, . ..,Cy, kde proi =1,... k je
C; rozklad R' na koneéné mnoho semialgebraickijch mnoZin, nazjvanich i-buriky,
splnugjici:

e KazZdd 1-bunka je bud bod nebo otevreny interval.

e Ke kazdé i-bunce C' existuje konecné mnoho semialgebraickijch funkci
60,17 . ,gamc O — R,

§C,1 < ... < §C,mc
tak, Ze valec nad C' je disjunktnim sjednocenim bunék z C;11, které jsou dvou
typi:

1. Graf jedné z funkci ¢, nazyvany sekce.

2. Cdst vdlce vymezend zdola £c; a shora Eciyq pro i = 0,...mc, kde
o= —00 a &cmet1 = +00. Tuto cdst budeme nazyvat sektor.

Vilcovyj rozklad R* vzhledem k & je vdlcovyj rozklad, jehoZ k-buriky jsou & inva-
riantni.

Je-li " C R sekce nebo sektor vélce nad i-butikou C, projekce 7(C") je C.
Vélec nad C' je disjunktnim sjednocenim svych sekei a sektort.
Algoritmus na hledan{ valcového rozkladu R* vzhledem k &2 je rekurzivni a pro-
biha ve dvou fazich. V projekcni fazi ze zadané mnoziny & polynomu v k-
proménnych vytvorime novou mnozinu polynomt v £ — 1 proménnych. Téchto
novych polynomu bude typicky vice, protoze si budeme potrebovat uchovat infor-
maci o chovani v eliminované souradnici. Opakovanim tohoto postupu se dosta-
neme k mnoziné polynomt jedné proménné, vzhledem k niz umime udélat valcovy
rozklad R.
Ukolem druhé, konstrukén{ faze je sestrojit pro vélce nad i-butikami sekce a sek-
tory tak, aby vysledkem byl valcovy rozklad R vzhledem k mnoziné polynomt
v i 4+ 1 proménnych, ktera se nachazi na zasobniku rekurze.

2.3 Konstrukéni faze

Nejprve budeme zkoumat, jaké podminky musi byt splnény, aby mohla pro-
béhnout konstrukéni faze. To nas dovede k pozadavkiim na projekéni operatory.

Definice 16. Polynom P € R[X1,..., X}], k > 2 je vymezitelny na S C R*!, po-
kud existuje [,m € Ny, eq,...,e; € N a spojité semialgebraické funkce &, ..., & :
S— R, & <...<&, tak pro vsechna s € S plati:

1. Polynom P(s, X}) md pravé | rizngjch kompleznich koreni nasobnostiey, .. ., e;.
2. Redlné koreny P(s, Xy) jsou prdavé {&(s),...,&n(s)}.
O funkcich &1, ... ,&, Tikame, Ze vymezuji redlné koreny. Mnozina &2 je vymezi-

telna, pokud jsou vymezitelné koreny Il pec 5 P
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Pokud je P vymezitelny, ma na S z definice konstantni stupen, tedy vedouci

¢len P(s, Xy se pro s € S neznuluje, a konstantni pocet komplexnich korent.
Ukazeme, ze tato nutna podminka je zaroveni postacujici.
Vymezitelnost mnoziny polynom si lze predstavit jako pozadavek na neprotinani
se grafli vymezujicich funkei prislusnych riznym polynomiim. Vymezitelnost P na
S ztejmé odpovida vybudovani k-bunék nad S prislusnych cylindrickému rozkladu
RF vzhledem k P, pokud S je n&jakd jeho k& — 1 buiika.

Lemma 14. Pro komplexni koven x polynomu P = ap,X? + ...+ ag s nenulovym
vedoucim koeficientem a, plati

1
2] < maxi—y,., (p|ap_1|> =: M.

|a;n|

Diikaz. Je-li z € C a |z| > M, pak |a,—;| < |ay||z|"/p proi=1,...,p. Odtud
la, 1277+ 4 ao < apa|2[PT A+ ao] < JapE?,

tedy P(z) # 0.

O
Véta 15. Necht deg(P) je konstantni na S. Pro zvolené s € S oznacme z1, ..., 2,
po dvou riuzné (komplexni) koreny P(s, X)) ndsobnosti ey, ..., ey. Oddélime-li

tyto koreny disjunktnimi disky D(z;,r) s jednotngm polomérem r, najdeme okoli
V' bodu s tak, Ze pro kazdé v € VNS md P(v,Xy) prave e; koreni v D(z;, ).

Diikaz. Bud Py = (X — 2z1) ... (X — z,)". Z lemmatu [13] mame okoli U €
cettem e C .. Uy, € Co polynomu Py, (X — )9, ..., (X — z,,)
tak, Ze libovolny monicky polynom R € U lze jednoznacné zapsat jako soucin
Qi...Qnkde @, elU;,1=1,...,m.
Z lemmatu (14| se muzeme v U; omezit na okoli U, ve kterém mé kazdy monicky
polynom koren v D(z;,r). Tim ddme vzniknout okoli U’ C U, kde muzeme jed-
nozna¢né zapsat kazdy monicky polynom jako souc¢in monickych polynomi z U.
Volime-li okoli V' bodu s dostatecné malé na to, aby P(s’, X}) patfilo do U’ pro
vSechna s € V' N S, dostavame tvrzeni véty.

O

Lemma 16. Lokdlné konstantni semialgebraickd funkce f : S — R na souvislé
mnoziné S je konstantni.

Diikaz. Necht f neni konstatni. Pro ¢ € f(S) jsou f~*(c) a f~1(f(S) \ {c})
oteviené neprazdné disjunktni mnoziny, jejichz sjednoceni je S.

OJ
Nyni jsme pripraveni dokazat postacujici podminku pro vymezitelnost mnoziny
polynom1.

Véta 17. Necht plati:
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1. Pro vsechny P € & je deg(P) a pocet riznych komplexnich koreni kon-
stantni na S.

2. Pro vsechny P,Q € & je deg(ged(P,Q)) je konstantni na S.

Pak & je vymezitelnd.

Diikaz. Vétu dokdzeme pro & = {P,Q}, obecny piipad je pak nasnadé. Necht
s€ Saz,...,z oznacuji po dvou riuzné komplexni kofeny souc¢inu PQ(s, X) a
Cisla ey, . .., e; po fadé jejich ndsobnosti jako koreny polynomu P(s,Xy) a fi,..., fi
jejich nasobnosti jako kotreny polynomu Q(s, Xx). Volme r > 0 tak, aby D(z;,r)
byly disjunktni. To je jisté mozné pro r dostatecné malé, konkrétné r < min, jeqo,..13|2i—
zj|/2.

Prozkoumame situaci, kdy je z; kofenem obou polynomt P a (). Tim pochopime
i to, co se déje v jednodussim pripadé, kdy je z; kofenem pravé jednoho z téchto
polynomt. Potfebovali bychom védét, ze se lokalné koreny neprekfizi, jejich na-
sobnosti se nezméni a redlny koren prejde na redlny koren.

7 véty a predpokladu 1 existuje okoli V' bodu s tak, ze P a () maji na V'
v kazdém D(z;, r) pravé jeden kofen nasobnosti e;,f;. Z téze véty a predpokladu
2 existuje okoli V’ bodu s tak, ze nsd(P,QQ) ma pravé jeden kofen ndsobnosti
min(e;, f;) na téch D(z;, r), kde min(e;, f;) > 0. Alespon na téchto D(z;,7) a okoli
V'NV'NS tyto koteny splyvaji. Uvazujme nyni takovy disk D(z;,r), v € VNV'NS
a oznacme w; tento jeden koten PQ(v, Xj) prislusny tomuto disku.

Pokud je z; redlné, je nutné i w; redlné. Kdyby nebylo, w; by nélezelo D(z;,r)
a to neni mozné.

Pokud z; neni redlné, ani w; neni realné. Kdyby bylo, w; € D(z;,r) N D(Z;,r), coz
opét neni mozné.

Na zbylych D(z;,r), kde z; kofenem pravé jednoho polynomu, napiiklad P, lze
tento argument pouzit s dodate¢nou informaci, ze () nema na disku koten, kterou
muzeme simulovat polozenim ) = 1. K tomuto je zfejmé tieba pouze prvniho
predpokladu.

Odtud pozorujeme, ze zobrazeni z S do R pridélujici bodu s € S pocet ruznych
realnych kofent PQ)(s, X}) je lokdlné konstantni. Na souvislé mnnoziné S je podle

véty [16] konstantni.

Oznac¢ime-li tuto konstantu m a kofeny piislusné PQ(s, Xy) rs1,...,7sm tak, ze
Ts1 < ... <Tgsm,

muzeme zadat funkce &, ..., &, predpisem & : s—r; proi=1,...,m.

Funkce &1, ..., &, jsou spojité, jelikoz argument vyse je platny pro libovolné malé

r, a semialgebraické. Graf &; lze totiz zapsat formuli
(X, X)) =0( Xy, .o, Xpem) AEYY, 3V <L <Y,

APQ(X1, ..., X4, Y1) =0A ... APQ(X1,..., X4_1,Y) = 0)
AVY (PQ(X1,. .., X ,Y)=0 = (Y =Y1V.. VY =Y,))AX, =Y,

kde ¢ je formule definujici S.
OJ

Pro vymezitelnost jednoho polynomu je zapotiebi predpokladu 1. Pro vymezitel-
nost mnoziny polynomt je tieba predpokladu 2.
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2.4 Projekcéni faze

Za téchto dvou podminek miizeme vytvaret polynom-invariantni sekce a sek-
tory valci nad bunkami. S vyuzitim prvniho pripravného oddilu prepiseme nyni
potiebné pozadavky, aby je bylo mozné zabezpecit v projekéni fazi.

Protoze se nékteré koeficienty P mohou na S vynulovat, bude nutné polynom
orezat. Polynomy k-proménnych nyni vnimame jako prvky R[X, ..., Xx_1][Xk].
Vedouci ¢len takového polynomu budeme znacit lcof(P).

Ofez P, tj. polynom P—lcofy,(P), znac¢ime red(P). Dale definujeme red’(P) = P,
red’(P) = red(red® " (P)) pro i > 1 a mnoZiny

R(P) = {red"(P)]i > 0,red"(P) # 0, P € 2},
S(Z) ={s:(P,Q)[0 < i < min(deg(P),deg(Q)}.
Véta 18. Pokud jsou vSechny polynomy z mnozin

PROJI(2) = (J ({lcof(P)} US(POP/0X})),

PER(P)

PROJ,(2)= |J SH{PQ})

P,QeR(2P)

invariantni na S, pak jsou koreny & na S vymezitelné.

Diikaz. Dokézeme, ze invariance PROJy, resp. PROJs na S implikuje splnéni
predpokladu 1, resp. 2 véty

Uvazujme P € . Ne vSechny koeficienty P se na S nuluji, existuje tedy poly-
nom P’ € R(Z) tak, ze lcof(P’) # 0 a deg(P’) =deg(P) na S. Protoze lcof(P)
a s;(P,0P/0X}) jsou v. PROJ; a poéet ruznych komplexnich kofent P’'(s, Xj)
pro s € S se da zapsat jako

deg(P'(s, Xy)) — deg(nsd(P'(s,X4), OP/0X (s, X},))

je z lemmatu [12] splnén predpoklad 1 véty
Podobné najdeme pro dvojici P,Q € & polynomy P'.QQ" € R(Z). Protoze
si(P',Q') €PROJ,, je invariantni na S, podle lemmatu [12] je deg(ged(P,Q)) kon-
stantni na S.

O

2.5 Existence valcového rozkladu

Definice 17. Collinsiv projekcni operator PROJ definujeme na & jako PROJ ()=
PROJ,(Z7) UPROJ,(22).

Collinstv projekéni operator neni jediny projekéni operator, se kterym algo-
ritmus na hledani valcového rozkladu funguje. Hledani efektivnéjsich operator,
i za cenu dodatecnych predpokladt na vychozi podminky, je predmétem vyzkumu
a mimo zabér této prace.

Oznacime PROJ?(2) = &, PROJ/(Z2) =PROJ(PROJ"}(Z)) proi > 1.
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Véta 19. Pro kaZdou & neprdzdnou konecnou mnozZinu nenulovych polynomai z
R[Xy, ..., Xy] ezistuje vdlcovy rozklad R vzhledem k 2.

Diikaz. Rozklad C; zkonstruujeme z PROJ*1(Z2) tim, Ze najdeme koneéné
mnoho korenti téchto polynomt jedné proménné v R. Bunky jsou pak tvoreny
témito kofeny a otevienymi intervaly jimi vymezenymi.

Rozklad C; pro i > 2,7 < k zkonstruujeme z existujiciho rozkladu C;_; a poly-
nomtt PROJ*~# podle vét (18| a , kdyz nebudeme brat potaz v polynomy, které
se vynuluji na dané ¢ — 1-bunce.

O
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Kapitola 3

Topologie semialgebraickych
mnozin

V minulé kapitole jsme predstavili zakladni verzi algoritmu véalcového roz-
kladu. Nasim cilem nyni bude dozvédét se néco vice o topologické struktute se-
mialgebraickych mnozin, kterou budeme zkoumat prostrednictvim vylepsovani
a zjemnovani valcového rozkladu, coz miize prodlouzit cas, ktery algoritmus ke
svému béhu pottebuje. Jelikoz v této praci budeme algoritmus vyuzivat zejména z
teoretické stranky, jsme ochotni tuto cenu zaplatit. Nové funkce budeme pridavat
postupné, aby pokud mozno nedoslo k zamlzeni jednak jejich vyznamu, jednak
role, kterou sehraji pridané predpoklady.

V prostiedi realné algebraické geometrie bude roli homeomorfismu, tohoto
usttedniho pojmu algebraické topologie, hrat semialgebraicky homeomorfismus,
tedy homeomorfismus, ktery je navic semialgebraické zobrazeni. Ke zlepseni ply-
nulosti textu bude vyhodné pretizit pojem a oznacit slovem homeomorfismus
semialgebraicky homeomorfismus (a podobné u spriznénych pojmi, jako je ho-
meomorfni apod.).

Nejdrive ukazeme, ze jiz zakladni verze valcového rozkladu vytvari v jistém
smyslu topologicky elementarni ¢asti, sezname totiz, ze bunky rozkladu jsou ho-
meomorfni otevienym hyperkrychlim. Tento popis ndm umozni zavést pojem di-
mame, co se s bunkami déje pri prechodu mezi riznymi valci rozkladu a za
jakych podminek je mozné zapsat uzaver bunky jako sjednoceni bunék. Toto
snazeni vyusti v triangulaci (kompaktnich) semialgebraickych mnozin. Vrcholem
této kapitoly pak bude Hardtova véta o trivialité semialgebraickych zobrazeni.

Kapitola je vystavéna na zakladé kapitoly 5 knihy [2] a kapitol 2 a 9 z knihy

.

3.1 Rozklad semialgebraické mnoziny

Definice 18. Valcovy rozklad vzhledem k semialgebraickym mnoZinam Sy, . ..,S, C
RF je vdlcovy rozklad RF takovyj, Ze kaZdd z téchto mnoZin je sjednocenim nékte-
rych bunek tohoto rozkladu.

Tento rozklad mame k dispozici, nebot rozklad vzhledem k semialgebraickym
mnozindm zadanym podminkami na znaménka rodiny polynomiu & je valcovy
rozklad vzhledem k &2 jehoz existenci jsme prokazali v predeslé kapitole.
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Pripomenme, Ze valec nad bunkou valcového rozkladu se sklada ze dvou typt
objekti - sekci a sektort.

Tvrzeni 20. Burika C néjakého vdlcového rozkladu R* je semialgebraicky home-
omorfni otevriené hyperkrychli (0,1)%, kde d € {0,...,k} a (0,1)° dodefinujeme
jako bod. Navic, je-li C' i-bunka, je d < 1.

Diikaz. Pokud je C' 1-bunka, z definice se jedna bud o bod nebo otevieny interval
a tvrzeni plati.

Jestlize je C i-bunka kde 1 < i < k, C je bud sekeci nebo sektorem vélce C’ x R
pro (i — 1)-bunku C’" = #(C).

Je-li C' sekce prislusna funkci £, mame homeomorfismus zobrazujici x € C’ na
(x,£(x)) € C, ktery je semialgebraicky, protoze & je semialgebraicka funkce a C”
semialgebraickd mnozina. C' je tedy semialgebraicky homeomorfni C".

Je-li C' sektor omezeny &cvj a & jy1, predepiSeme k nému podle jeho umisténi
semialgebraicky homeomorfismus. Zobrazme (z,t) € C’ x (0,1) na

(,(1 = t)écr j(x) + téer j41(2)), pokud 0 < j < mer,
(x,% +&ev j(x)) pro j = 0,mer # 0,

(x,ﬁ + v jr1(x)) kde 0 # j = mer,

e (2,584 5) pro j =0=me.

Odtud jiz tvrzeni plyne indukci.
O

Dusledek 1. Kazdd semialgebraickd mnozina v R* je disjunktnim sjednocenim
konecne mnoha semialgebraickyjch mnozin, které jsou homeomorfni otevrenym hy-
perkrychlim rozmeéru nejvyse k.

Kazda semialgebraickd funkce je po c¢astech spojita, protoze jeji graf lze az
na homeomorfismus rozloZit na sjednoceni otevienych (semialgebraickych) hyper-
krychli, které jsou grafy spojitych semialgebraickych zobrazeni. Odtud nasledujici
dtsledek.

Dtisledek 2. Bud f : S — R* semialgebraické zobrazeni, ne nutné spojité, na
semialgebraické mnozine S. Pak existuje rozklad S = U,S; tak, Ze pro kazdé
t < m,i > 1, je restrikce f na S; semialgebraické spojité zobrazeni.

3.2 Dimenze semialgebraické mnoziny

Zjistili jsme, jak vypadaji buniky ptislusné valcovému rozkladu semialgebraické
mnoziny. V tomto je obsazena i informace, ze se bunky od sebe lisi - nékteré jsou
oteviené intervaly v R a nékteré jsou mnohadimenzionalni hyperkrychle. Takto
jsme schopni diferencovat i mezi semialgebraickymi mnozinami - dvé takové mno-
ziny v R¥, z nichZ jedna se sklad4 vyluéné z bundk podobnych intervaltim a druh4
obsahuje krychli si predstavime jinak. Mohli bychom ocekavat, ze pojem rozmeéru,
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ktery se nam nabidne u hyperkrychli, by se dal timto intuitivnim zptsobem roz-
sitit na semialgebraické mnoziny.

Pokud bychom ale definovali dimenzi jako "nejvétsi"bunku vystupujici v roz-
kladu, museli bychom se presvédcit, ze na ném nezavisi. Elegantnéjsi zptisob vy-
nechéva tohoto prostrednika a definuje dimenzi jako schopnost semialgebraické
mnoziny obsahnout danou hyperkrychli.

Definice 19. Dimenze semialgebraické mnoZiny S je nejvéetsi hodnota d takovd,
Ze existuje semialgebraické vnorendi ¢ : (0,1)¢ — S.

V&imnéme si, ze (neprazdné) oteviené mnoziny v R* majf dimenzi k. To lze na-
hlédnout jednoduchou indukci, ve které indukéni krok vyuzije toho, ze v oteviené
mnoziné v R* lze nalézt kartézsky soucin intervalu a oteviené mmoziny v RF™L.
Opacné, semialgebraické mnoziny dimenze k obsahuji z definice (neprazdnou)
otevienou mnozinu v R*.

Ukaze se, ze nas zpusob zavedeni dimenze semialgebraické mnoziny se shoduje

vvvvvv

krok k dikazu tohoto tvrzeni.

Lemma 21. Bud ¢ : S < RF prosté semialgebraické zobrazeni, kde S C RF je
semialgebraickd mnoZina s neprazdnym vnitikem v R¥. Pak téZ 1(S) md neprdzdngj
vnitiek v RF.

Diikaz. Dokazujeme indukei podle k. Pro & = 1 je mnozina S nekonecné mohut-
nosti, injekce ¢(.S) je tedy taky takova a protoze je sjednocenim koneéné mnoha
bodt a intervall, obsahuje interval.

Pro k > 1 nejdiive vyuzijeme dusledek [2], diky kterému muzeme nadédle povazo-
vat bez jmy na obecnosti ¢ za spojitou na S. Z disledku [1| dostaneme rozklad
1(S) = U, C;. Ma-li o(S) prazdny vnitfek v R, nenf 74dna C; oteviend v R*
a jeji dimenze nedosahuje k. Protoze S = U™ ;. (C;) ma neprazdny vnitiek v
RF existuje buiika C" € {C4,...,Cp} tak, Ze t71(C") m4 neprazdny vnitiek. V
jejim rozkladu najdeme buitku C' v R* dimenze k.

Restrikce « na C dava spojité prosté semialgebraické zobrazeni z C' na C’, coz
jsou ovsem bunky rozkladu, tedy homeomorfni otevienym hyperkrychlim. Pat-
ficnym sloZenim dostaneme zobrazen{ ¢/ : (0,1)* < (0,1)!, kde | < k. Uvazme

zobrazeni ¢, : (0,1)" < (0,1)" dané piedpisem ¢,(x) := ¢/(a,z) a bodem a =
(%, ey %) € R*!, na které pouzijeme indukéni piedpoklad. To ndm umozni vy-

brat bod z vnitiku ¢,((0,1)!), ktery je obrazem né&jakého bodu b p¥i zobrazeni ¢,.
Diky spojitosti jsou body na dostatecné malém okoli bodu (a,b) rovnéz zobra-
zeny do tohoto vnittku, vyberme tedy néjaky bod (d,b) z takového okoli, tak aby
d # a. K nému existuje bod e € (0,1)!, pro ktery /(d,b) = ta(e) = /(a,e), to je
ale spor s injektivitou ¢/

O
Nyni uz jsme pripraveni ukazat, ze nami zavedena dimenze se chova podle oce-
kavani a navic je vzdy konecna.

Tvrzeni 22. Budte S, T semialgebraické mnoZiny. O dimenzi tvrdime ndsledujici:

1. Dimenze je invariantni vici semialgebraickym bijekcim, specidlne také vici
homeomorfismu.
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Dimenze oteviené hyperkrychle (0,1)? je d.

Pokud S C T, pak dim(S) < dim(T').

Pokud ST C R*, pak dim(S UT) = max(dim(S), dim(T)).
dim(S x T') = dim(S) + dim(7T").

S St e

Pro S C RF je dim(S) konecnd a rovna mazimdini dimenzi, které nabude
bunka ve vdalcovém rozkladu vzhledem k S.

7. Pro semialgebraické zobrazeni f : S+ R',S C R* plati dim(f(S) <dim(S)

a rovnost nastavd pro f prosté.

Diikaz. 2. Kdybychom méli dim((0,1)¢) = e > d, pak existuje semialgebraické
injektivn{ zobrazeni (0,1)¢ < (0,1)¢ < (0,1)4 x {0}¢7¢, coZ je nemozné z lemmatu
211
4. M&jme semialgebraické vnofeni 1(0,1)? — S UT a uvazujme valcové rozklady
R® vzhledem k mmnozindm ¢=*(S) a +=1(T). Alespoii v jednom z téchto rozkladi
najdeme d—bunku, kterou umime vnorit do patficné mnoziny zobrazenim ¢. Tim
je dokdzana nerovnost dim(S UT) < max(dim(S), dim(7")), opacné plyne primo
z 3.
5. Mnoziny S,T" mizeme ze 4. bodu povazovat za bunky, a ty zase z bodu 1. za
oteviené hyperkrychle, na kterych je rovnost patrna z bodu 2 a vlastnosti souc¢inu
hyperkrychli (0,1)¢ x (0,1)¢ = (0,1)4+e,
6. Z existence vélcového rozkladu R* vzhledem k S a vyse uvedenych vlastnosti
dimenze.
7. Bereme G C R graf f, pro ktery z vlastnosti 1. plat{ dim(G) =dim(S5), a in-
dukci podle | dokazeme pro projekéni zobrazeni z valcové struktury rozkladu.

O

3.3 Stratifikace

Stratifikace bude nejsilnéjsim rozkladem semialgebraické mnoziny a poslednim
vylepsenim dekompozi¢niho algoritmu, které zde budeme prezentovat. Obecné je
stratifikace rozklad topologického prostoru na disjunktni c¢asti, které jsou vari-
etami a které do sebe v jistém smyslu dobie zapadaji. Pokud jsou casti dobte
zvoleny a charakterizovany, jako tomu bude v nasem pripadé, nachézi tento roz-
klad vyuziti pii zkouméni singularit.

Nés bude zajimat chovani bunék pri prechodu mezi sousednimi vélci. Idealné
bychom chtéli zajistit, ze bunky sousedi zase s bunkami, které dany dohromady
tvori jeji uzavér. Dale by bylo vhodné, aby valcovy rozklad byl schopen rozlisit
mezi topologicky odliSnymi semialgebraickymi mnozinami. To bude vyzadovat
dodatecné predpoklady, o kterych vsak zjistime, ze nebudou ubirat na obecnosti,
bude k nim mozné prejit zménou souradnic. Dospéjeme tedy ke stratifikaci obecné
semialgebraické mnoziny.

Nejdrive ale musime byt schopni identifikovat bunky jinak, nez jen indexem
ve valcovém rozkladu. Bunky jsou semialgebraické mnoziny, tedy podminky na

26



znaménka néjakého souboru polynomii. Hleddame soubor takovych polynomt, aby
byly schopny zadanim prislusnych rovnosti a nerovnosti zadat vsechny bunky roz-
kladu. Ukazeme, Ze ke splnéni tohoto pozadavku staci vstupni polynomy uzaviit
na derivace.

Definice 20. Necht & = {P,..., P,} je mnozZina n polynomi z R[ X7, ..., Xy]|.
Podminka € = (e1,...,€,) na znaménka & je prvek {0,1, — 1}". Realizaci této
podminky nazveme mnoZinu

Se={z e R N\ sgn(P(z)) = e},

1<i<n

kde sgn odpovidd prirozenému zobecneni redlné funkce signum na redlné uzavrené
téleso R.
Dile zavedeme podminku € = (€1, ...,€,) jako

{1,0} pokud e¢; =1
€ =< {—1,0} pokud ¢, = —1
{0} pokud ¢; = 0.

Realizaci této podminky je analogicky mnoZina

Se={z e R N\ sgn(P)eg}

1<i<n

Lemma 23 (Thomovo lemma). Bud & soubor nenulovych polynomi z R[X]
mohutnosti n uzavreny na derivace a € podminka na tento soubor. Pak realizace S,
je bud prdzdnd mnozina, bod nebo otevreny interval a Sz je bud prdzdnd mnoZina,
bod nebo uzavreny interval s vnitrkem S..

Diikaz. Indukci podle poctu polynomi v &2. Pro n = 1 je ten jediny polynom
konstantni (a nenulovy) a tvrzeni plati. Pro n > 1 vyberme polynom nejvyssiho
stupné, feknéme P,,, uvazujeme soubor &’ = &\ {P,}, ten je rovnéz uzavieny
na derivace, a aplikujeme indukéni predpoklad na &2’ a €, restrikci podminky e
na &',
Méame

Se = Se N{z € R| sgn(P,(z)) = €,}.

Pokud je S prazdna nebo bod, je také S, prazdnéd nebo bod. Pokud je S. ote-
vieny interval a P, neni konstantni, je zde ryze monotonni, nebot P! € &’. Stejné
lze rozebrat pripad St.

O
Poznamenejme, ze pokud je S, bod, je nutné nékteré ze znamének ¢; nulové. Na
druhou stranu, je-li S, interval, zadné ze znamének ¢; neni nula. Muzeme si také
vsimnout, Ze vSechny neprazdné realizace S, jsou souvislé mnoziny.

Dusledek 3. Bud & = U1 & konecnd mnoZina nenulovijch polynomii tak,
ze

e pro vsechna i € {1,...k} je mnozZina &; C R[X,...,X;] uzavriend na
derivace vzhledem k X;,
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o P, obsahuje PROJ(Z;y1) proi < k,i > 1.

Pak mdme vdlcovy rozklad Ci,...,Cj prostoru R*, jehoZ i-buriky jsou vsechny
tvaru

{zeR| N N\ sygn(P(rx"7(x))) =ep,ep je podminka na P},

0<j<i PE2;

kde w7 je sloZeni i — j projekei na posledni soutadnici. KaZdd z téchto bunék je
navic homeomorfni néjaké otevrené hyperkrychli.

Tim mame dokoncen semialgebraicky popis bunék, a tak mizeme pristoupit
ke zkroceni chovani bunék na uzavérech. V prvni kapitole jsme vidéli priklad
podminky e na znaménko polynomu, kde realizace Sz nebyla uzavérem mnoziny
S.. Z Thomova lemmatu zname podminky, za kterych k tomuto chovani v jedno-
rozmérném piipadé nedochézi. Zobecnénim do vyssSich dimenzi dostaneme popis
uzavéru bunky jako sjednoceni s bunkami nizsich dimenzi.

Definice 21. Polynom P C R[X}, ..., X] je kvazi-monicky vzhledem k X,,, po-
kud je vedouct koeficient lcof( P) (kde P vnimdme jako polynom z R[ X, ... , Xx_1][Xk])
konstantni.

Lemma 24. Bud & konecnd mnozina n nenulovjch polynomi z R[ X7, ..., Xj]
a C,C" k—1 buriky rozkladu R* vzhledem k 2. Oznacme & : C + R funkce
prislusné sekcim vdalce C x R, kde 1 < j < mg¢, a & : C' — R funkce prislusné
sekcim vdlce C' x R, kde 1 < j < my,. Necht je ddle splnéno, Ze

o & je uzavrend na derivace vzhledem k X,
o kazdy polynom z & je kvazi-monicky vzhledem k Xy,
. C'CC.

Pak plati ndasledujici:

1. KaZdou funkci & miiZeme spojité rozsirit na C', kde souhlasi s &, pro néjaké
J=17 <me.

2. Ke kazdé funkci & lze najit j > 1, j < mg takové, Ze spojité rozsiteni §; na
C" zde souhlasi s funkci & .

3. Je-li € = {eq,...,€,} podminka na & a S, polozme C. = S. N (C x R).
Pokud je C,. neprdzdnd, pak je to sekce nebo sektor vdlce C' x R. Podobne
je-li Cz neprizdnd, je to bud sekce nebo uzdavér néjakého sektoru v C x R
a plati, e C. N (C x R) = C-.

Pro C! = S.N(C" x R) plati analogické vztahy.

4. Plati C. N (C" x R) = CL.

Diikaz. 1. Zvolme x' € C" a néjakou sekci §; nad C. Soubor & je uzavieny
na derivace, a tedy muzeme vybrat polynom P € & tak, ze {;(x) je pro z € C
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jednoduchym kofenem P(x, X}). Oznacme a, jeho vedouci ¢len, ten je konstantni,
nebot P je kvazimonicky. Konstanta

kterd je zavisla na pocatecni volbé x’, nam podle lemmatu [14] vymezuje rozptyl
kotfenii P(2,X}). Navic ze spojitosti existuje okoli U C RF! takové, ze pro
r € CNU mame §;(z) € [-M(2"), M(2")]. Z lemmatu [10| vybereme spojité
semialgebraické zobrazeni v : [0,1) — R¥ tak, ze v(0) = 2’ a ((0,1)) C C N U.
Slozeni f = &; o je diky volbé kiivky omezena semialgebraické funkce, ktera ma
z véty (8] spojité rozsifeni do nuly, a je tedy z}, := f(0) € [-M(z'), M(2')]. Tim
mame dobrého kandidata na rozsiteni, musime ovSem ovérit, ze pro jinou ktivku
nedostaneme jiné rozsifeni. To provedeme pomoci zaznamenani jistych znamének.

Vytvofme podminku (e, ..., €,) na znaménka polynomu P(z’,X}) a jeho de-
rivaci polozenim €; =sgn(P®(z,&;(x)) proi > 0,7 < p a n&jaké r € C' (znaménka
jsou diky uzavienosti & na derivace podle Xj konstantni na C'). Kazdy bod
(z',2) nalezici uzavéru grafu ¢; tedy musi spliiovat sgn(P® (22! )) € & pro
1 > 0,1 < p. Jelikoz ¢g = 0, je z lemmatu takovy bod nejvyse jeden. Nami
nalezené spojité rozsifeni ¢; na 2’ hodnotou zj, tedy zadava spojité rozsireni &;
na C’, kde se shoduje s néjakou funkef &;.

2. K funkci &, existuje polynom P € & tak, 7ze £, je na C' jeho jednoduchym
kofenem(.% je totiz uzaviend na derivace). Z charakterizace nasobnosti kofenu
pres derivace muzeme pouzit Vétu ze které existuje okoli U € R¥~! bodu 2’ € C’
a semialgebraicka spojita funkce £, ktera je korenem P na U N C. Na tomto okoli
se tedy shoduje s néjakou ¢;, funkei na C, kterou z bodu 1 umime spojité rozsirit
na C'.

3. Lemma 23] pro mnozinu & na C' ndm dava, ze neprazdné C, jsou sekce nebo
sektory a neprazdna Ct jsou sekce nebo uzavéry sektori. C' je totiz PROJ(Z)-
invariantni a polynomy z & maji na sekcich a sektorech valce C' x R z vlastnosti
valcového rozkladu konstantni znaménko. Mame tedy C.N (C' x R) = C:. Analo-
gicky postupujeme pro C".

4. C.N(C" x R) C CL Srovname objekty vystupujici na stranach dokazované
rovnosti. Leva strana C. N (C’ x R) je z bodii 1,2 a 3 sekce nebo uzavér sektoru
valce C' x R. Z bodu 3 plati to samé pro CZ. Pokud je C% uzavér sektoru C’ x R,
vSechna ¢; musi byt nenulova. Existuje tedy okoli V' C R* bodu 2’ naleziciho
tomuto sektoru, na kterém je kazdy z polynomu ze souboru & nenulovy, a tedy
VN (C x R) CC,, odkud 2’ € C..

O

Dtsledek 4. Bud & = U,y & konecnd mnoZina nenulovijch polynomii tak,
ze

e pro vsechna i € {1,...k} je mnozina &; C R[Xy,...,X;| uzavrend na
derivace vzhledem k X; a kvazimonickd vzhledem k X;,

e P; obsahuje PROJ(P;y1) proi < k,i > 1.

Pak mdme vdlcovy rozklad Cy, . . .,Cy prostoru R*, pro ktery plati:
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e KaZdd jeho i-burnika, kde i € {1,...k}, je realizace néjaké podminky na

e KaZdd burika C; je homeomorfni néjaké otevrené hyperkrychli (0,1)%@.

e Uzdvérem bunky C; je bunka C; spolecné s néjakymi burikami C; pro které

plati d(j) < d(7).

Déle nebudeme ménit podminky na vstupni soubor polynomt do algoritmu
valcového rozkladu, pro snazsi referenci si je pojmenujeme.

Definice 22. Soubor polynomi splnujici predpoklady dusledku |f nazveme strati-
fikacnim souborem.

Nabizi se prozkoumat, jak tiziva je podminka na kvazi-monicitu polynomu.
Presnéji, je-li semialgebraickd mnozina zadana znaménky na mnozinu obecné za-
danych polynomi, je mozné najit mnozinu kvazimonickych polynomi zadévajicich
stejnou mnozinu? Nasledujici tvrzeni dava kladnou odpovéd.

Tvrzeni 25. Bud & = {P,...,P,} soubor polynomi z R[Xy,...,X}|. Exis-
tuje linedrni automorfismus u : R* — RF a stratifikacni soubor 2 polynomi
z R[Xy,..., Xk tak, Ze P(u(Xy,...,Xy)) € 2.

Diikaz. Uvazujme linedrni automorfismus
(X1, Xe) = (X1 4+ arn X, Xo +ao Xy, Xy + ap—1 Xg, Xi),

kde ay,...,a;_1 € RF'. ZapiSeme-li H;(X) homogenni ¢dst P;(X) nejvyssiho
stupné d;, je po zméné soutadnic P;(v(X)) = H,(ay, ... a1, 1) X[ + P!, kde
deg(P!) <deg(P;), kde polynomy vnimame jako prvky R[ X1, ..., X_1][Xk]. Zvolme
ai,...,ap_1 tak, aby byla vSechna H; nenulova pro ¢ > 1,7 < n, coz lze udélat,
nebot II ; H; neni identicky nula (pfesny divod lze najit jako ndpovédu u cviceni
1.4 v knize [4]).

Uzavieme novy soubor polynomu P;(v(X)),..., P,(v(X)) na derivace podle
X a na takto ziskanou mnozinu aplikujeme operator PRO.J. Tvrzeni pak plyne
indukei.

O
3.4 Triangulace
Definice 23. Méjme ay, . .., aq body R*, které nejsou vsechny obsaZeny v affinnim
podprostoru dimenze d — 1. Pak d-simplexem o na vrcholech ag, ..., aq nazveme
mnozinu
d d
o=lag,...,aq) ={x € R*3Ng,..., 0 €[0,1]: Y N =1 ax=> Na;}
i=0 i=0

a otevrenym d-simplexem & k o mnoZinu

d d
&= (ag,...,aq) ={x € R*3No,..., 0 € (0,1] : Y N =1az=> Na;}.

—0

@
-
Il

=)
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Barycentrum d—simplexu o je bod bar(c) € o dany predpisem

bar(o) =1/(d+1) > a,.

0<i<d
Sténou simplexu s minime néjaky e-simplex by, ...b., pro ktery {by,...,b.} C
{ao, c ,ad}.
Simplicidlni komplex K v RF je konecnyj soubor simplexii {oy,...,0.} pro ktery

navic neprazdny prinik o;No; je sténa spolecnd o; a o; a kazdd sténa o; je rovnézZ
v K, pro vsechna 1,7, kde 1 <1 <s,1<j<s,.

Realizace tohoto komplexu K je |K| = Uy<;<, 0i. Barycentrické déleni K je simpli-
cialni komplex obsahujici simplexy [bar(c;,), ..., bar(cj,)] pro kaZdou posloupnost
indexi jy, ..., J; takovou, Ze oj,, | je sténou o, .

Triangulaci semialgebraické mnoziny S C R* budeme nazgvat dvojici (K,h),
kde K je simplicidlni komplex v R¥ homeomorfni s S skrze homeomorfismus

h: K—S.

Vsimnéme si, ze d—simplexy jsou semialgebraické mnoziny dimenze d , a tedy
také realizace simplicidlniho komplexu je semialgebraickd mnozina, jejiz dimenze
se shoduje s nejvétsi dimenzi simplexu z komplexu. Dale poznamenejme, Ze z de-
finice a konvence je otevieny O0—simplex bod RF, nejedna se tedy o otevienou
mnozinu, jak by nazev mohl napovidat.

Véta 26. Bud S C R* kompaktni semialgebraickd mnoZina a Sy, ...,S,, jeji
semialgebraické podmnoziny. Existuje triangulace (K,h) mnoziny S tak, Ze vrcholy
K maji raciondlni souradnice, a Ze kaZdou podmnoZinu S ve vyctu vyse lze zapsat
jako sjednoceni obrazi otevrenych simplexti z K pri zobrazeni h, tedy mnoZin ve
tvaru h(5), kde 0 € K.

Diikaz. Postupujeme indukei podle k.

Pro £ =1 je mnozina S i jeji podmnoziny koneénym sjednocenim bodi a ote-
vienych intervalii, které jsou navic diky kompaktnosti S omezené. Muzeme volit
oteviené simplexy K jako prvky tohoto sjednoceni a h jako identické zobrazeni,
abychom dostali triangulaci S. Az na homeomorfismus lze navic presunout vr-
choly K tak, aby mély racionalni souradnice.

Pro k > 1 nejdiive provedeme tipravu mnoziny polynomu zadavajici S'a Sy, ..., Sn
na stratifika¢ni soubor, coz je mozné z tvrzeni . 7 véty je m(S) C RF!
kompaktni semialgebraickd mnozina, ktera je zaroven sjednocenim k — 1-bunék
z vélcového rozkladu S. Z indukéniho predpokladu aplikovaného na m(S) a pod-
mnoziny tvorené témito k — 1 bunkami dostavame triangulaci (L,g) takovou, ze
k —1-bunky, a tedy i m(S;) lze pro i < m,i > 1 zapsat jako sjednoceni otevienych
mnozin ve tvaru ¢g(7), kde 7 € L. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze
k — 1-bunky rozkladu jsou pfimo ve tvaru g(7), pfislusnou bunku bychom mohli
rozdelit podle triangulace.

Zvolme pevné simplex 7 = [by,...,bq] € L tak, ze g(7) je k — 1 bunka.
Sestavime postupné triangulaci (K, h,) mnoziny S N (g(7) x R). Nad valcem
g(7) x R se S rozkladd na sekce a sektory, zacnéme popisem sekce prislusné
néjakému zobrazeni &.

7, vety jejiz predpoklady jsou splnéné diky tvodni tpravé souboru po-
lynomt, mizeme ¢ spojité rozsifit na ¢ definované na g(7). Definujme a; =
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b;,£(b;)) € R* vrcholy nového simplexu o = |ay,...,aq|. Zde definujeme h,
13
predpisem

hr(z Aia;) = (Q(Z Aibi), E(Q(Z Aibi))),

kde koeficienty \; jsou svazané podminkou Z?:o Nb; = 1.

Mohlo by se stat, ze pro jinou funkci & by takto zvolené simplexy o,; a o¢
byly totozné. To je pro dalsi postup nezadouci situace, které se vyhneme tak, ze
zajistime, aby se tato zobrazeni alespon v jednom vrcholu lisila. Postacuje vzit
barycentrické déleni simplexu 7, nebot &(g(bar(7))) # &' (g(bar(7))) z vlastnosti
sekci valcového rozkladu.

Prikro¢ime k triangulaci sektoru, ktery je omezen sekcemi & a &', kde & < &',
ke kterym jiz umime zkonstruovat simplexy o¢ = [ag, ..., aq] & o¢ = [a, ..., al)].
Oznacme

K¢ ={0]3i,0 < i <d,o je sténou [ag,...,a; a,,...,ayl},

[

kde v pripadé, ze nastane a; = a; mame na mysli odpovidajici d — 1 simplex.
Realizace K¢ ¢ je hranol, vznikly konvexnim obalem simplext o¢ a 0. Triangulaci
sektoru dokonéime popisem h, na K¢¢, kde zvolime to jediné afinni zobrazeni
mezi useckami

Z)\ aZ,Z)\' ]

=0

Q(ZO i), Z)‘ a;)) ZA a;), T(Q(; Aia;)))]

Ptes pripadné barycentrické delenl jsme v d1skuz1 vyse zarucili, ze oba vyrazy
jsou usecka pravé tehdy, kdyz je tseckou jeden z nich. Zobrazeni h, je homeo-
morfismus, jeho graf je semialgebraickd mnozina, jedna se tedy skuteéné o semi-
algebraické zobrazeni.

Na daném valci mizeme konstrukci dokoncit sjednocenim K, = UK¢ ¢, kde
sjednoceni bézi pres sekce valce, pricemz z kompaktnosti se nemusime zabyvat
limitnimi pripady. Timto obdrzime (K, h,),c, triangulaci valce, zbyva oveérit, ze
lze triangulace odpovidajici riznym valcim odpovidajicim zptisobem slepit na
triangulaci celé S.

Zvolme pevné linearni usporadani na vrcholech L. Ukazeme proveditelnost
lepeni pro néjaky simplex 7 € L a jeho sténu p, coz nam zaru¢i proveditelnost
vsude, protoze z definice komplexu simplexy L se potkavaji zase jen v simplexu
L. Bud o, € K, simplex, ktery odpovida sekci ¢ valce h,(p) x R a pro ktery
o N|K:| #0.7Z druhe ¢asti lemmatu [24] existuje sekce n valce h,(7) x R tak, ze
7 souhlasi na h,(p) se sekci ¢, tedy h. a h, souhlasi z konstrukce také na néjakém
sektoru valce hp([i) X R a tedy také na celém |K ;| U|K,|. Rozklad

d / /
Kg}g’ — Uzzo[a/07 .o ’ai’ CL,L7 . e ,CLd].

indukuje rozklad K¢ ¢ U (p x R), je-li zachovany predpis rozkladu a linedrni uspo-
radéni na vrcholech, to jest pokud plati (v,u) < (v',u') v novém komplexu pravé
tehdy kdyz v < v’ v L.

Vrcholy komplexu je ze struktury valcového rozkladu opét mozné prevést do ra-
cionalnich souradnic.
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3.5 Trivialita semialgebraického zobrazeni

Véta 27. Bud f : S — T semialgebraické (spojité) zobrazeni, kde S C R' a
T C RF jsou semialgebraické mnoZiny. K zadangm mnoZindm Sy, ..., S, C S
existuje konecny rozklad T = \J,_,T; a homeomorfismy q; tak, Ze pro zvolené
x; € T; je zajisténa komutativita diagramu

T x f~Hx) —— f7YT)

f
projekce T; Xfl(m l

T;

Navic, oznacime-li F; = f~'(x;) lze nalézt semialgebraické mnoZiny Fjy, ..., F, ., C
F; tak, ze q;(T; x Fij) = S; N f~YT;) proi,j > 1,0 <r,j <m.

Diikaz. Vyuzijeme skutec¢nosti, ze chovani mnozin zkoumame ,,az na homeomor-
fismus'a situaci bez jmy na obecnosti prevedeme do vhodnéjsi podoby. Dale tedy
budte S, T omezené (jinak lze vyuzit homeomorfismu jako ve vété , S C RA*
a f projekce na poslednich k soufadnic definovand na S ( jinak lze za S lze volit
graf f, ktery je s ni homeomorfni, vyuzivime zde spojitost funkce f).

Pokracujeme indukei podle dvojic (1,k) v lexikografickém usporadani. Ozna¢me
& konetnou mnozinu polynomu z R[X,Y] vystupujicich v popisu S, Sy, ..., S,.
Vyuzijeme tvrzeni abychom zménou souradnic Yy, ..., Y}, prevedli kazdy P €
& do tvaru

gp,d(p) (X)ka(P) + gpap)-1(X, Y1, . . 7Yk—1)ka(P)_1 + .o+ gpo(X Y1, Ye),

kde gp,qcp) nejsou identicky nulové a d(P) znaci stupeil P vzhledem k Y},. Prostor
T rozdélime na semialgebraické mnoziny

T = {x eT| [] grarp)(z) # O} aT"= {x eT| I grar)(z) = 0}

Pe» pPe»

a pro kazdou zvlast najdeme rozklad splnujici tvrzeni véty. To k dikazu postaci,
nebot jiste T'=T"UT".

Dimenze T"” je ostie mensi nez [, z existence valcového rozkladu vzhledem k
zadavajicim polynomum 7" a dusledku|l|je T” sjednoceni mnozin homeomorfnich
otevienym hyperkrychlim dimenze ostte mensi nez [, na které muzeme pouzit
indukéni predpoklad abychom dostali tvrzeni véty pro T7”.

Obratme nyni pozornost k T”. Pfenasobime polynomy z & vhodnou kom-
binaci polynomt gpqpy(X) tak, aby kazdy polynom P € & mél u vedouciho
¢lenu ka(P) koeficient []pe » gpa(p)- Jelikoz tento koeficient nenabyvéa na 7" nuly,
zména soutadnic [[pe»(X)Yigpacp) — Zi, zaddva homeomorfismus SN (R x T”)
na 8" C R*% a SIN(R' x T") na S C R™". Polynomy zadévajici S',Sj,...,Sh,
jsou nyni kvazimonické v Yj. Dalsi zménou soutadnic, tentokrat v proménnych
Xi1,..., X, Y1, ..., Y1 podle tvrzeni 25 vytvorime stratifikacni soubor polynomii
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P’ jenz ihned vyuzijeme k charakterizaci uzavéru podle lemmatu 24, Dostavame,
7e S’ je dand podminkami na znaménka &'

Semialgebraickd mnozina S’ je kompaktni, je tedy také m(S’) kompaktni(véta
, existuje triangulace (K,h) resp. (L,g) mnoziny S’ resp. w(S’), kde navic kazdé

1,..., S0, je sjednoceni mnozin tvaru h(§) pro o € K (véta [26).

Aplikujeme indukéni pfedpoklad na restrikci projekce R !+ R* na mmo-
zinu 7(S”) C RI71TF kterou si oznac¢ime symbolem f/, na mnozinu 7(S”) a konecné
mnoho jejich podmnozin ¢(7) za kazdy simplex 7 € L. Az na homeomorfismus
dostavame rozklad T = :,,:1 T/, mnoziny G;; C f(z;) pro z; zvolené v T!
a homeomorfismy ¢, : T} x f~'(x;) — f~YT)) splitujici tvrzeni véty. Nyni na
tomto zakladé zkonstruujeme mnoziny F; tvorici rozklad 7" a homeomorfismy g;,
abychom vétu dokézali pro vstupy f,5,5,...,5, a tim provedli indukéni krok.

Definujme F; := f~'(z;) a F;; := f~'(z;) N S}. Bod z G; se soufadnicemi
(x;,y) patii do g(7;) pro néjaké 7; € L. Posuneme-li se z bodu z; do néjakého
bodu = € T}, ¢i(x, (z;,y)) zustane v ¢(7;) z vlastnosti ¢, zarucené indukénim
predpokladem. Ze zachovani valcové struktury v konstrukci triangulace budou
usecky

7 wiy) NS a7 (g2, (20,y)) NS
triangulaci rozdéleny stejnym zptsobem. Definujeme tedy ¢; jako to jediné afinni
semialgebraické zobrazeni prenasejici isecku

{z} x (7" Haiy) N h(0)) ST} x F;

na usecku
7 ((gi(z, (22,y))) N h(o) C f7HT),
kde o € K. Protoze kazdé S’ lze zapsat jako sjednoceni obrazii otevienych sim-
plexii v K, je také splnéna vlastnost restrikce ¢;(T} x F;) = f~'(T}) N S}, kde
1<j<m.
O

Hardtova semialgebraickd trivialita ma nékolik dulezitych disledki, které vy-
uzijeme v dalsi kapitole. Nejprve ukazme, Ze existuje pouze koneé¢né mnoho topo-
logickych typti algebraickych mnozin v R* definovanych rovnicemi stupné nejvyse
d.

Véta 28. Pro kazdé kladné celociselné d a k existuje kladné cislo m(d,k) a al-
gebraické mnoziny Vi, ..., V,, C R* definované pomoci polynomii stupné nejuijse
d tak, Ze pro libovolnou algebraickou mnoZinu V' C RF existuje i > 1,i < m,
a homeomorfismus h : R* — RF tak, Ze h(V;) = V.

Diikaz. Pripomenme, ze kazda algebraickd mnozina muze byt zadédna jedinym
polynomem jako soucet kvadratt zadavajicich polynomt. Ztotoznéme polynom
P stupné nejvyse 2d s vektorem jeho koeficientit. Oznaéme W = {(P,z) € RN x
RF|P(x) =0} all: RY x RF — RN projekci na prvnich N soufadnic. PouZijeme
vétu 27| na zobrazeni II a mnozinu W C RY x R*, odkud mdme mnoziny Fj,i >
1,7 < m(d,k), a homeomorfismy ¢; tak, ze pro polynom @ stupné nejvyse 2d
existuje j € {1,...,m(d,k)} tak, ze

¢ {Q} x Fj » WnII™H(Q) ={Q} x V(Q).
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O

Déle zjistujeme, ze semialgebraické mnoziny maji z topologického hlediska
lokélné jistou kuzelovitou strukturu.

Véta 29. Bud S C R* semialgebraickd mnoZina a s € S jeji neizolovany bod.
Ezistuje r > 0 a homeomorfismus h : SN B(s,;r) = C,, C, = {x € R¥| I\ €
0,1], Tt € S¥1(s,r) NS,z = As+ (1 — Xt)}( tj. jednd se o kuZel s vrcholem v s
a se zdkladnou S*~'(s,r) N S), takovy, e

o ||h(x) = s|| = ||z — s|| pro vSechna x € SN B(s,r),

. h‘ je identické zobrazeni

SNSk_1(s,r)

Diikaz. Pouzijeme vétu na zobrazeni f : S +— R zadané predpisem f(x) =
||z — s||. Pro dostatecné malé r umime zajistit, aby interval (0,r] ndlezel jedné
casti rozkladu R zajisténém touto vétou, a tak dostavame homeomorfismus

q:(0,7] x S*7!(s;r) = B(s;r) \ {z} = f71((0.1]),

pro jehoz inverz plati ¢7'(x) = (||z — s||,G(x)), kde G je na S N B(s,r) identické
zobrazeni. Pozadovany homeomorfismus pak lze sestrojit predpisem

(1 _ er8|>5 + ||l”;8|§(w)) pro x 75 S

id(z) pro x = s.

h(z) =
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Kapitola 4

Omezeni pro soucet Bettiho cisel
algebraické mnoziny

Cilem této kapitoly je dokazat tzv. Thom-Milnorovu nerovnost, ktera omezuje
soucet Bettiho ¢isel algebraické mnoziny. Abychom dokazali hovotit o Bettiho
¢islech, bude nejprve nutné zavést homologii pro semialgebraické mnoziny. V nasi
praci se omezime na popis homologie uzavienych semialgebraickych mnozin, jehoz
zavedeni bude pfirozenym zobecnénim klasické simplicidlni homologie, které bude
mozné provést diky praci provedené v predchozich kapitolach.

Omezeni souctu Bettiho ¢isel bude vyzadovat netrivialni porozumeéni topologii
semialgebraické mnoziny. K tomu vyuzijeme Morseho teorii, kterd zkoumé sou-
vislost mezi varietou a funkcemi, které na nich lze definovat, aby prostrednictvim
tohoto vztahu porozuméla topologii dané variety. Ustfednim pojmem této teorie
je tzv. Morseho funkce, coz je funkce, jejiz kritické body splnuji jisté vyhodné
podminky. Pokud je mozné takovou funkci na dané varieté definovat, Morseho
teorie nam poskytuje prostredky, jak porozumét jeji topologii.

Cesta k dikazu Sardovy véty zaklada na ¢teni zdvéru kapitoly 5 v knize [2],
zavedeni homologie je volné inspirované useky kapitoly 6 tamtéz. Myslenka vy-
uziti Morseho teorie pochézi ze sekce 11.5 knihy [1], v kapitole 7 [2] je mozné
nalézt provedeni i s rozpracovanim Morseho teorie, klasicky je teorie predstavena
v knize [5].

4.1 Semialgebraickda mnozina jako varieta

Nejprve zavedeme semialgebraickou verzi pojmu hladka varieta a prozkou-
mame vlastnosti, které vyvstanou oproti obecné varieté. Vrcholem oddilu je diikaz
Sardovy véty, velmi vyznamného vysledku i mimo ramec této prace, o dimenzi
kritickych bodl zobrazeni mezi semialgebraickymi varietami. Jeho znalost vyuzi-
jeme pri dokazovani existence Morseho funkce.

Definice 24. Semialgebraickd mnoZina M je (hladkd) varieta v RF dimenze d,
pokud pro kaZdy bod x € M existuje jeho (semialgebraické) oteviené okoli V C RF,
(semialgebraické) oteviené okoli nuly U C R* a difeomorfismus f : U — V tak,
Ze f(0) =z a f(UN(RIx 0¥ ) =MNV.

Hladks varieta M v R¥ dimenze d mé jako semialgebraické mnozina dimenzi
d, coz lze nahlédnout pifimo z definice a vlastnosti (semialgebraické) dimenze
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prezentované ve véte [21]

Tvrzeni 30. Bud f : S — T lokdlni homeomorfismus a S, T semialgebraické
mnoziny. Pak existuje konecné pokryti S = U U;, kde mnoZiny U; jsou otevrené
vS prol <i<na fly, je homeomorfismus.

Diikaz. Bez 1jmy na obecnosti predpokladejme T omezenou. Dale mtizeme po-
dobné jako v dikazu véty predpokladat, ze prislusny rozklad 7" = U;_, T3,
ktery véta ddva pro zobrazen{ f je indukovan triangulaci (K,h) mnoZiny T, ne-
boli kazdé pro i > 1,7 < r existuje simplex o € K tak, ze T; = h(¢). Nahradme
cilovy prostor T prostorem T" = U]_, |6;| a zobrazeni f lokdlnim homeomorfis-
mem g=~htof:S—T.

7 véty dostavame pro ¢ > 1,7 < r, mnoziny F; a homeomorfismy g¢; :
& x Fy — g71(6;) tak, Ze gog; je prislusnd projekce. JelikoZ ¢; je homeomorfismus,
je nutné dimenze F; nulova, jinak by nedoslo k zachovani dimenze semialgebraic-
kych mnozin pii zobrazeni homeomorfismem dokdzané ve vété 21} Protoze F; je
semialgebraicka, jedna se o konecnou mnozinu bodit x;1,...,%;m,. Uvazujme k
simplexu o; C T” simplex oy C T’ obsahujici o; jako sténu. K bodu x € F;
existuje prave jeden bod x’ € Fy tak, ze

qi(6; x {x}) = g (60 x {z'}) N g~ (53).

Sestrojme za pouziti této notace ke zvolenému ¢ > 1,4 < r mnozinu

in = U qi/(&i/ X {ZL‘,})

o; je sténou oy
oy CT’

Restrikce g na U, , je homeomorfismus a konecny systém mnozin U;, tvoii ote-
viené pokryti S.
O

Disledek 5. Bud M hladkd varieta v R* dimenze d. Existuje konecné pokryti
M = Ul M; semialgebraickymi otevrenymi mnozZinamsi tak, Ze na kaZdém M;, 1 <
1 < n lze vyjadrit k — d souradnic jako hladkou funkci ve zbylych d souradnicich.

Dikaz. Bud II projekce na prvnich d soufadnic. Sestavme mnozinu M’ C M
z téch bodit p € M, ve kterych II zadavd izomorfismus T,(M) — R?. Restrikce I
na M je lokalni homeomorfismus, podle tvrzeni|[30|1ze M’ pokryt koneéné mnoha
obrazy lokalnich inverzii H‘M,, které jsou oteviené v R?. Hladkost funkci je za-
rucena vétou ol Tento postup opakujeme pro projekce na vsechny kombinace d
souradnic.

O

Definice 25. Bud f : N — M hladkd funkce mezi dvema hladkymi varietams.
Bod x € N nazveme kritickym bodem zobrazeni f, pokud je hodnost df (z) ostre
mensi nez dim(M), a bod y € M kritickou hodnotou f, je-li obraz néjakého
kritického bodu pod zobrazenim f. Reguldrni bod f je bod N, ktery neni kritickym
bodem f a requldarni hodnota je bod M, ktery neni kritickou hodnotou f.
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K dikazu Sardovy véty vyuzijeme nasledujici klasicky vysledek, jehoz dikaz
je dostupny napriklad v [6] (véta 7.1) a plati v nasem semialgebraickém piipadé
diky semialgebraické vété o implicitnich funkcich, pripadné lze dikaz najit v se-
mialgebraické podobé jako vétu 5.57 v [2].

Véta 31. Bud S C RF semialgebraickd mnoZina, x € S jeji bod a f : S + R™
funkce tridy C° splnujici navic, Ze hodnost df je rovna konstanté p na S. Pak
existuje oteviené okoli U C S bodu x, difeomorfismus u : U — (—1,1)k, oteviend
semialgebraickd mnozina V- O f(U) a difeomorfismus v @ (—1,1)™ — V tak,
Ze fly = vogou, kde g : (—1,1)% — (=1,1)™ je zobrazeni (z1,...,x1)
(x1,...,2p,0,...,0).

Véta 32 (Sard). Bud f : N — M hladkd semialgebraickd funkce mezi dvéma
hladkymi varietami. MnoZina kritickych hodnot f je semialgebraickd podmmnozina
M, jejiz dimenze je ostre mensi nez dim(M )=: m.

Diikaz. 7 disledku |30 je M také semialgebraické oteviena mnozina v R*. Mno-
zina S C N kritickych bodu f je semialgebraicka, protoze f je hladké a protoze
pro derivace semialgebraické funkce umime najit semialgebraicky popis. Ze stra-
tifika¢nfho rozkladu je S = Ui, S; = U, ¢:((0,1)%), kde S; jsou podvariety
S. Hodnost diferencidlu ¢; = f o ¢; : (0,1)™) = M je mensi nez m z definice
kritického bodu. Zbyva ukézat, ze v takovém pripadé je i dimenze obrazu mensi
nez m.

Piedpoklédejme, e tomu tak neni, neboli dim(g((0,1)?)) = m. Z disledkulj]
mizeme v ¢((0,1)%%)) najit oteviené okoli U, které je oteviena v R™. Z Hardtovy
triviality (véta ) existuje mnozina F' a homeomorfismus ¢ : U x F + g~ }(U)
tak, Ze g je na g '(U) slozenim ¢! a piislugné projekce, g je tedy specidlné
oteviené zobrazeni na ¢g~!(U). Zvolme x € g~(U) tak, Ze hodnost dg(x) je maxi-
mélni na g~ (U), dg je na dostatecné malém otevieném okoli = konstantni. Obraz
libovolného otevieného okoli z je oteviené okoli g(x) dimenze m diky otevienosti
g, cOZ je ve sporu s vétou podle které existuje oteviené okoli z, které g zobrazi
na oteviené okoli dimenze ostfe mensi nez m.

O

4.2 Homologie uzavrenych semialgebraickych mno-
zin

Kompaktni semialgebraické mnoziny umime triangulovat, prirozené se tedy
nabizi zavedeni simplicidlni homologie. S vyhodou pouzijeme simplicialni homo-
logii s racionalnimi koeficienty:.

Méjme triangulaci (K,h) kompaktni semialgebraické mnoziny S a zvolme
pevné usporadani vrcholi, kterym urcéime orientaci simplexit v K. Ozna¢me pro
p > 0 kone¢né-dimenzionalni vektorovy prostor C,(K') nad Q generovany oriento-
vanymi simplexy z K, jeho prvky jsou (kone¢né) linedrni kombinace Zd‘ ek (o0,

1M\ 0 )=
¢s € Q nazyvané p-retézce. Hranice p-fetézce pro p > 0 je jeho obraz po(d) ozi)eré—
torem 0,, zadany na generatorech predpisem
ap(a-) - Z (_]-)Z[a(h sy A1, dia Qig1y .- aap]a

0<:<p
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kde @; znaci vynechani dané souradnice a kde o = [aq, ..., ap]. Pro p < 0 dodefi-
nujeme d, = 0. Prvky Ker 0, se nazyvaji p-cykly.
Definujeme p-tou homologickou grupu jako

_ Ker 9,
N Im 8p+1 ’

H,(S) := Hy(K)

Homologii
% H, % H,. 2
o= Hy = Hyy —

nazveme homologil S a oznac¢ime H(S). Dimenze H,(S) jako vektorového pro-
storu nad racionalnimi ¢isly je konecné ¢islo oznacované jako p-té Bettiho ¢islo
b,(S). Sumou Bettiho ¢isel kompaktni mnoziny S rozumime hodnotu b(S) =

ZiENo b’l(S>

Definice 26. O spojitych semialgebraickych funkcich f.g : S — T na S, T kom-
paktnich semialgebraickijch mnozindch rekneme, Ze jsou (semialgebraicky) homo-
topické, jestlize existuje spojitd semialgebraickd funkce F : S x [0,1] — T tak, Ze
F(z,0) = f(z) a F(x,1) = g(z) pro vsechna x € S. V takovém pripadé piseme
f ~n g. Mnoziny ST jsou (semialgebraicky) homotopicky ekvivalentni, jestliZe
existuji funkce h : S +— T,i:T +— S tak, Ze hot ~p idy a10h ~yp idg.

Semialgebraickd deformacni retrakce S uzavrené, ale ne nutne omezené semialge-
braické mnoziny na T je spojité semialgebraické zobrazeni F : S x [0,1] — S tak,
Ze F(x2,0) =ids(z) a F(S,1) CT a pro vdechny x € T a t € [0,1] je F(x,t) = x.

Hlavnim tkolem této sekce je ukéazat, ze takto definovand homologie nezavisi
na triangulaci, tedy Ze je dobfe definovana v néjakém redlné uzavieném télese
R. Pro R = R je tento vysledek znamy, dohledatelny naptiklad v [7] (kapitola
2, vyuzivame ekvivalenci simplicidlni a singuldrni homologie, véta 2.27), pro nas
pak bude vyhodna nésledujici formulace (tvrzeni 2.19 v [7] ).

Véta 33. Jsou-li K C R* L C R! dva simplicidlni komplery a f,g : |K| — |L]
spojitd (ale ne nutné semialgebraickd) zobrazeni, kterd jsou navic (ne nutné se-
mialgebraicky) homotopické. Pak H(f) = H(g) zaddvd zobrazeni H(K) — H(L).

Pozadované rozsiteni do realné uzavreného télesa provedeme tak, ze ukazeme,
ze dovedeme popsat homotopii formuli prvniho fadu. Pfed samotnym dikazem
nejdrive pripomenme, ze jsme v triangulaci kompaktni semialgebraické mnoziny
dokazali zarucit, ze vrcholy simplicialniho komplexu jsou v racionalnich souradni-
cich. To ale znamen4, Ze v popisu tohoto komplexu jako semialgebraické mnoziny
zadané linearnimi rovnicemi a nerovnicemi vystupuji pouze racionalni koeficienty.
Pro libovolné realné uzaviené téleso R ma tedy vyznam hovorit o Ext(|K|,R).

Véta 34. Jsou-li K C R¥ L C R! dva simplicidlni komplexy s vrcholy v raciondl-
nich souradnicich a f,g :Ext(|K|,R) — Ext(|L|,R), pak H(f) = H(g).

Diikaz. Postaci ukazat, ze homotopii mezi zobrazenimi mezi Ext (| K |,Rqy) a Ext(|L|,Ryy)
1ze pfenést na homotopii mezi zobrazenimi mezi Ext(|K|,R) a Ext(|L|,R) a nao-
pak, tvrzeni pak vyplyne z véty 33

Vidéli jsme, ze spojitost zobrazeni miizeme vyjadrit formuli prvniho tadu.
Homotopie je z definice semialgebraické zobrazeni, a tedy ji lze pienést z Ry, do
R, nebot koeficienty ptislusné formule nalezi R,y C R.
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Naopak, mame-li homotopii F' mezi f,g :Ext(|K|,R) — Ext(|L|,R), tomuto
prenosu brani fakt, ze se v semialgebraickém popisu grafi F', f,g mohou vyskytovat
koeficienty z R, které nejsou racionalni. Ukazeme jak budeme postupovat u F', pro
zobrazeni f,g je to stejné. Zaznamenejme si neraciondlni koeficienty formuli popis
do vektoru ¢ = (cy,...cy) € RN. Ve formuli, kterd popisuje graf F nahradme
kazdy vyskyt konstanty ¢;,1 < ¢ < N, novou proménnou, feknéme Y;. V nové
formuli se vyskytuji pouze racionédlni koeficienty.

Zbyva svazat nové proménné formuli prvniho fadu s raciondlnimi koeficienty,
kterd zaznamena nase pozadavky na dana zobrazeni. V pripadé f,g popiseme for-
muli, zZe se jedna o semialgebraické spojité funkce. V pripadé F' zaznamename, ze
F ma byt homotopie mezi f a g, coz je nyni mozné prostrednictvim pripraveného
popisu f,g pomoci formule prvniho fadu s racionalnimi koeficienty.

Tato formule je splnitelnd v R a jeji koeficienty jsou raciondlni, z Tarskiho-
Seindebergova principu je tato formule splnitelna také v R,;,. Existuje tedy vektor
d=(d,...cy) € Rfl\l’g splnujici, ze po prislusném dosazeni namisto novych pro-
meénnych dostaneme pozadovanou homotopii v Rgg.

0

Pravé dokazané tvrzeni nam umozni prevést nékolik klasickych vysledki o ho-
mologiich na semialgebraické mnoziny v redlné uzavieném télese.

Disledek 6. Jsou-li S,T C R* kompaktni semialgebraické mnoZiny, které jsou
homotopicky ekvivalentni, pak H(S) = H(T).

Specialnim pripadem homotopické ekvivalence je homeomorfismus. Homologie
tedy nezavisi na triangulaci, nebof pokud mame dvé triangulace (K,h), (L,h')
kompaktn{ semialgebraické mnoziny S, pak h'~'h : | K| — |L| je homeomorfismus,
a z vySe uvedeného dusledku jsou H(K) a H(L) izomorfni.

Déle dostavame, ze homologické grupy jsou invariantni vii¢i rozsiteni semial-
gebraickych mnozin. Konkrétné, mame-li R C R’ dvé redlné uzaviena télesa, a S
semialgebraickou mnozinu v R¥, je H(S) = H(Ext(S, R'), nebot je-li (K,h) trian-
gulace S, za triangulaci Ext(S,R’) muzeme zvolit dvojici (Ext(K,R’), Ext(h,R')),
kde Ext(K,R’) je rozsiteni jednotlivych simplexu do R'.

Dalsim specidlnim pripadem homotopie je deformacni retrakce. Z dikazu véty
vyplyva, Ze pokud ta plati na poloméru ' > 0, pak plati i na vSech mensich
polomérech 0 < r < r’. Pouzijeme-li homeomorfismus ||z||?/z na R¥\ {0} a vétu
dostaneme vysledek, ktery ndm umozni zavést homologii také na neomezenych
uzavienych mnozinéch.

Disledek 7. Bud S uzavrend semialgebraickd mnoZina, ne nutné omezend. Pak
existuje ' € R,r" >0, tak, Ze pro vsechna r > r' existuje retrakce S na SNB(0,r)
a retrakce SN B(0,r) na SN B(0,r).

Tento disledek nam timto spolecné s vétou [34] umoznuje definovat homologii
uzavrené, ale ne nutné omezené mnoziny nasledujicim zptsobem. Vezmeme si
polomér r > 0, na kterém je zaruCena platnost tvrzeni a definujme H(S) :=
H(SNB(0,r)). To je dobfe definované, nebot mame-li 7’ > r, existuje deformacni
retrakce S N B(0,7') na SN B(0,r), a tedy také H(S N B(0,7)) = H(S N B(0,r))
z véty [34]
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Véta 35 (Mayer-Vietoris). Budte K, K1, Ky C R simplicidlni komplezy takové,
ze K1 C K, Ky C K. FExistuje exaktni posloupnost

BN Hp(Kl) S5 Hk(Kg) — Hp(Kl U KQ) — Hp—l<K1 N KZ) e

Diikaz. Lze najit v [7] na stranach 149-150.
0J

Tvrzeni 36. Budte Sy, Sy uzavrené semialgebraické mnoZiny v R*. Pak proi € N
plati

e Bi(S1) + bi(Sa) < bi(S1 U Ss) + bi(S1 N Ss),
e bi(S1USy) < bi(S1) + bi(Sa) + bi1 (51 N Sy).

Diikaz. Budte nejdiive Sy, .Sy navic omezené. Pouzijeme vétu 26| na kompaktni
mnozinu S; U Sy a jeji podmnoziny Sy, Ss, S1 N Sy, abychom obdrzeli triangulaci
(K,h) mnoziny S; U Sy, ke které umime najit komplexy K;, Ko C K tak, aby
(Ki,h‘K.) byla triangulaci S; pro i € {1,2} (tj. triangulace (K,h) je v tomto
smyslu Zarovett triangulaci S1,S2 1 S1 N S2). Pozadované nerovnosti pak plynou
z vety [35] a invariance homologie na rozsitenich.

V pripadé, ze néktera ze zadanych mnozin neni omezend, vyuzijeme definici
homologie pro neomezené mnoziny.

O

Dtlezitou roli bude hrat interpretace nultého Bettiho ¢isla neprazdné kom-
paktni semialgebraické mnoziny jakozto poctu jejich souvislych komponent.

Priklad. Nulté Bettiho ¢islo By a S* je rovno jedné, protoZe ob&é mmnoziny maji
jednu komponentu souvislosti. Ostatni Bettiho ¢isla mnoziny By jsou nulova,
protoze By je kontrahovatelnd. Kromé nultého je jediné k-té Bettiho ¢&slo S*
nenulové, piicemz navic plati by(S*) = 1. To lze nahlédnout za pomoci Mayer-
Vietorisovy posloupnosti aplikované na rozklad sféry na dvé polokoule.

Morseho lemmata nam az na homotopickou ekvivalenci popisuji nesingularni
nadplochu jako objekt, ktery vznikne vhodnym slepenim kouli vhodné dimenze.
Od této informace bychom chtéli prejit k homologickému popisu.

4.3 Existence Morseho funkce na nesingularni
omezené nadplose

Nebudeme se snazit prokazat primo existenci Morseho funkce na obecné vari-
eté. Misto toho zvolime vhodnou redukci, zakladajici na dosavadnich vysledcich
této prace, zjednodusujici a zprehlednujici dokazovani existence Morseho funkce.
Jelikoz standardni vysledky Morseho teorie jsou znamy v pripadé, Ze redlné uza-
vienym télesem jsou realnd ¢isla R, prvni redukce spociva ve volbé redlnych cisel
jako vychoziho télesa po zbytek kapitoly, kde dokdazeme Thom-Milnorovu nerov-
nost nejprve pro realna c¢isla, a teprve potom rozsirime vysledek i na obecna realné
uzavrena télesa.

Druhd redukce spo¢iva v omezeni se na tzv. nesingularni omezenou nadplochu.
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Definice 27. Nadplocha V(P), kde P € R[Xq,..., Xg] je nesinguldrni, pokud
gradient P neni v Zidném bod¢ V (P) nulovy vektor. Rikime, Ze S je vymezena
nesinguldrni nadplochu V (P), jestlize hranice S je V(P).

Moznost této redukee je ospravedlnéna nasledujicim tvrzenim. Jestlize k poro-
zuméni homologii obecné algebraické mnoziny staci porozumét homologii nesingu-
larni nadplochy (pfipadné ji vymezené mnoziny), vystacime si s pouzitim Morseho
teorie na tento specialni pripad.

Tvrzeni 37. Necht V() C R* je algebraickd mnoZina zaddna polynomy 2z R[ X1, . . .

jejichz stupen nepresahuje d. Pak existuje omezend nesingularni algebraickd nad-
plocha W zadand polynomem stupné nejvyse 2d a ji vymezend mnozina W' tak,

Ze b(V) = b(W").

Diikaz. 7 kuzelovité struktury semialgebraické mnoziny dostaneme deformacni
retrakci V(Py, ..., P,) na kompaktn{ V' = V(Py,..., P,) N B(0,r). PouZijeme

vétu B2 na zobrazeni » P2
! “(x

fla) = S0

2 —|[|z[>’

abychom zjistili, Ze mnozina kritickych hodnot f : V' +— R m& dimenzi nula, to
jest jedna se o konecnou mnozinu bodi na redlné ose. Umime tedy najit takova
kladné a € R, aby interval (0,a) neobsahoval zddnou kritickou hodnotu. Definujme

P(XY) =% PHX)+Y([IX]]* —r?).
i=1
Pro ¢ € (0,a) je mnozina W, = {zr € R*|P(z,c) = 0} nesinguldrni nadplocha v
RF, nebot ukdzeme, %e kdyby byly v bodé p € W, derivace P podle X1,..., X
nulové, byla by splnéna polynomiélni soustava

oP oP
P =0=—— =...==—
(p7c> O aXl (pﬁc) 8Xk- (p7c)7
ale tim pak rovnéz splnéna soustava
of of
—(p)=...=——(p)=0
ax, ) o, V)

a f(p) = c. Bod ¢ by byl ale kritickou hodnotou f, coz je v rozporu s jeho vybérem.
Z rovnice P(p,c) = 0 vyvodime, ze

= pl> =>_Pp)-c! (4.1)
=1

a tedy f(p) = c. Z rovnice 0P/0X,(p,c) = 0 dostaneme

IO P, |
X, (p) = —2cp;. (4.2)
PiSeme
aof o>, P?) 2 -1, 2Dj i P2(p)
— _ - (re — —|— , 43
S o) = T ) 0 ) R
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coz po dosazeni z rovnic a dava nulu pro vsechna j > 1,5 < k. Mnozina
W, je tedy opravdu nesingularni nadplocha.

Oznaéme K, = {x € R*|P(z,b) < 0} kompaktni mnozinu vymezenou W, a
K = {(z,y) € R*!P(z,y) < 0}. K dokoné¢en{ diitkazu nyni sestrojime homotopic-
kou ekvivalenci V' s K}, pro néjaké b, tvrzeni véty pak bude dusledkem invariance
homologie na homotopicky ekvivalentnich mnozinach.

Pouzijeme vétu na projekci my @ K — R na posledni souradnici a pod-
mnozinu V'’ x (0,b] C K. Pro dostatecné malé b umime zaridit, aby cely interval
(0,b] nalezel jedné casti rozkladu redlné osy vytvoreného touto vétou. Dostavame
k dispozici homeomorfismus

q : (D) x (0,0] = Kj, x (0,b] — 7y ((0,0])

tak, ze my (¢(z,y)) = y, kde navic pro restrikci ¢ na V' x (0,b] ( je totiz V' C Kj)
mame q(V' x (0,b]) = V' x (0,b] N 7 ((0,0]) = V' x (0,b] a tak je q zdroven
zobrazeni z V' x (0,b] do sebe.

Pozadovanou homotopickou ekvivalenci mezi V' a K}, dostaneme pres vnoreni
i: V' — Kj a zobrazeni h = lim,_,o+ mx (q(z,y)). Je totiz

gOiNhidV/ a iOgNhide

skrze homotopii

Flag) = {™@@y), pokudy € (04)
’ h(m)a pOkUd Yy = 0.

O

Vyuzijme nyni této redukce. Pojmenovani nadplocha je dobfe volené, nebot
z véty o implicitni funkci 1ze na nesingularni nadplose zavést strukturu k£ — 1-
dimenzionalni variety. Zavedme konkrétni notaci, kterd bude slouzit po zbytek
kapitoly. V bodé p = (p1,...,px) € V(P) je alespon jedna z derivaci P v bodé
p nenulové, feknéme 0P/0X(p) # 0, a tak miZeme za lokalni soufadnice zvolit
X, ..., Xk, protoze z véty |5 madme okoli U C R¥"! bodu p’' = (pa,...,pr) a
zobrazeni ® : U — R takové, ze ¥ : ' — (®(2'),2') = x je diffeomorfismus z
U na ¥(U) C V(P). Derivace ® lze vyjadiit pomoci derivaci P prostrednictvim
vztahu

O ar
(2) = —Fp (2), (4.4)
kde 2 <1 < k.
Budeme zkoumat kritické body projekce 7 : (z1,...,x) — x1 na prvni sou-

fadnici. Pro n&jakou mnozinu S C R* a x € R budeme znadcit S, := SNa~1(z),
S_p:=SNn 1 (—00,z)aS<, ;== SNm ! (—00, z]. Poslouzit ndm mize neformalni
predstava, pouzivana casto k ilustraci Morseho teorie, ve které interpretujeme 7
jako vyskovou funkci vzhledem k prvni soutadnici, kterou vnimame vertikalné, a
mnozinu S<, jako "obrys'mnoziny S ponofené az do "vysky'z do kapaliny.

Gradient P v bodé p je kolmy k teénému prostoru T,(V(P)) a tedy p je
kritickym bodem 7, pravé kdyz 0P/0X; = 0 pro ¢ < k,i > 2.
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O kritickém bodu 7 fekneme, Ze je nedegenerovany, jestlize v nami zavedené
parametrizaci je Hessova matice

827(1)( N],2<i<k2<j<k
oxox; ) e=t=ne=T=

invertibilni. Jakozto redlnd symetrickd matice je Hessova matice diagonalizova-

telnd, a je-li navic invertibilni, vlastni ¢isla na diagondle matice nélezi R \ {0}.

Definujme index takového kritického bodu jako pocet kladnych vlastnich cisel

Hessovy matice. Z linearni algebry vime, ze ortogonalni transformace neovlivni

nedegenerovanost a index bodu.

Definice 28. Hladkou funkci f : M — R na variet¢ M nazyvime Morseho
funkct, jestlize vsechny jeji kritické body jsou nedegenerované a ve vldknu f~(x)
se nachazi nejvyse jeden kriticky bod pro libovolné x € R.

Dokéazeme, ze projekce 7 je Morseho funkci na V(P). To jisté neplati obecné,
tj. pro vSechny lokalni souradnice (napt. dvojity torus umistény vertikdlné viaci
souradnici na kterou projektujeme ma dva kritické body na jednu kritickou hod-
notu), ale ukdzeme, ze tento problém lze vytesit vhodnou zménou souradnic. Mu-
sime ovSem davat pozor na to, abychom zachovali vlastni ¢isla Hessianu, a tedy
i index kritického bodu, budeme tedy hledat ortogonélni zménu souradnic.

Ze Sardovy véty vime, ze kritickych hodnot zobrazeni 7 je konec¢né mnoho.
Podobny finitarni vysledek pro kritické body 7 upresnime omezenim poctu kri-
tickych bodi pomoci stupni polynomt definujicich nesingularni nadplochu. Toto
omezeni provedeme pomoci nasledujiciho klasického vysledku algebraické geome-
trie.

Véta 38 (Bézout). Budte & = {Py,..., P;} polynomy z R[i][ X1, ..., X}| stupni
dy,...,dy. Pak pocet nesinguldrnich nul 2, tj. takovjch x € R[i]*, Ze hodnost
Jacobiho matice prislusné {P;, ..., Py} v bodé x rovna k, je nejvgse dy - ... - dy.

Diikaz. Dukaz je mozné nalézt v [2] u véty 4.106.
O

Tvrzeni 39. Predpoklidejme, Ze vSechny kritické body m jsou nedegenerované na
nesinguldrni nadplose V(P), kde P je stupné d. V takovém pripadé je kritickijch
bodii  nejvyse d(d — 1)1

Diikaz. Mnozina kritickych bodt zobrazeni 7 je algebraickd mnozina zadana
nulami polynomidlniho systému & = {P, ;—)];2, cl ;—)i}. K dukazu bude stadit
overit, ze tyto nuly jsou nesingularni, pak totiz z véty dostaneme, ze pocet
kritickych bodt 7 je nejvyse roven hodnoté
oP oP
deg(P)deg( ) ...deg(=—) = d(d — 1)*1,
B(P)eg(5 ) . deg( ) = dld =1
Ovéime tedy, Ze Jakobidn 22 je v bodé p € R*, kde p je nulou systému 22,
nenulovy. Z podoby implicitni derivace, prezentované vztahem [.4] po tpravé

a derivaci podle X; obdrzime vzorec
0*P oP 0?P ,
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kde 2 < i < k,2 < j < k. Jelikoz OP/0X:(p) # 0 a OP/0X;(p) = 0 pro
1 > 2,1 < k, mizeme pouzit rozvoj podle prvniho sloupce Jacobiho matice,
abychom dosli ke zjisténi, ze Jakobian &2 v bodé p je roven nenulovému nasobku
Hessianu m v bodé p. Bod p je tedy nesingularni nulou, nebof je z predpokladu
nedegenerovany.

O

Tento vysledek je jen ¢asteéné uspokojivy bez dodatku, ze pozadavek nedege-
nerovanosti neubira na obecnosti.

Tvrzeni 40. Ezistuje ortogondlni zména souradnic tak, Ze v novych souradnicich
md zobrazeni ™ pouze nedegenerované kritické body.

Diikaz. Vyuzijeme Gaussovo zobrazen{ g : V(P) — S*~1 definované predpisem

Grad(P(x)) ( L aa)i s aa)?k)
||Grad(P($))H \/1 + (ZF, 86;?( ))27

g(z) ==

kde zapis v lokalnich soutadnicich plyne z rovnice pro implicitni derivaci
a toho, ze v kritickém bodé p zobrazeni 7 je g(p) = (£1,0,...,0). Derivujeme-li
gj, j—tou slozku zobrazeni g, podle X; obdrzime vztah

dg; (p) = D*®
ox, 0X,0X,

(), 2<i<k2<j<k,

ze kterého pozorujeme, Ze (0g;/0X;(p))* j—o Je invertibilni pravé kdyz je p nede-
generovany bod .

S vyuzitim této charakterizace nyni staci ukazat, Ze na sféfe S*~! dokazeme
najit dva protilehlé body, které jsou reguldarnimi hodnotami zobrazeni g, pak totiz
po prislusné rotaci souradnicového systému, jez je zaroven ortogonalni transfor-
maci, je mozné zajistit, aby body (1,0,...,0) a (—=1,0,...,0) byly regularnimi
hodnotami zobrazeni Gaussova zobrazeni. Tim bude tvrzeni dokazano.

Predpokladejme, ze takové dva body nelze najit. Ze Sardovy véty (véta[32)) je
dimenze mnoziny kritickych bodt rovna nejvyse cislu £ — 2, a tak najdeme ote-
vienou mnozinu reguldarnich hodnot dimenze k£ — 1. Uvazujeme-li k ni protilehlé
body, zjistime, ze tvori otevienou mnozinu totozné dimenze kritickych hodnot g
, ale to popird tvrzeni Sardovy véty.

O

Véta 41. Projekce 7 je aZ na ortogondlni zménu souradnic Morseho funkci na
omezené nesinguldrni nadplose V (P).

Diikaz. 7 tvrzeni [0 vime, Ze kritické body 7 jsou az na ortogonalni zménu
soufadnic nedegenerované a z tvrzeni |39 je jich pouze konecny pocet. Bez Gjmy
na obecnosti budeme dale predpokladat, ze se vSechny kritické body lisi v sou-
fadnici Xo, ¢ehoz muzeme dosdhnout ortogondlni zménou souradnic X, ..., Xi
diky konecnému poctu kritickych bodi. Zbyva zajistit, ze kazdé kritické hodnoté
odpovida prave jeden kriticky bod.
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Uvazujme ortogondlni zménu soutradnic pro € novou proménnou
X1 =X +eXo, Xo=Xo — X1, X3 = X3, Xy = Xy,..., X = X

a v novém systému soufadnic projekci 7 na soufadnici X;. UkdZeme, Ze v nad-
trzeném systému je splnéno, ze ve vlakné prislusné kritické hodnoty se nachazi
pouze jediny kriticky bod.

Oznaéme P € R{e)* nulu polynomu P v redlné uzavieném télese R(e). Protoze
V(P) je omezend, je lim.(p) dobfe definovand, ozna¢me tuto limitu p. Pokud je
Grad(P)(p) néjakym nenulovym redlnym nasobkem vektoru (1,¢,0...,0), pak p
je kriticky bod 7, o kterém navic vime, Ze je nedegenerovany. Z charakterizace
nedegenerovanych bodu z dikazu tvrzeni[d0]existuje semialgebraické okoli U bodu
P = (p2,...,px) tak, ze g o ¥ je diffeomorfismus zobrazujici U na okoli bodu
(1,0,...,0) € S*¥! kde g je Gaussovo zobrazeni a ¥ : 2’ s (®(2'),2') = z je
diffeomorfismus z U na ¥(U) C V(P). Bud

Ext(g ' R(e)) : Ext(g o ®(U),R(e)) = Ext(®(U),R{c))

preneseni inverzniho zobrazeni ke ¢ definované na prislusné restrikci do R(e).
Jeho prostfednictvim umime k bodu p jednoznacéné najit bod v Ext(®(U),R(e)),
ve kterém je gradient umérny (1,¢,0...,0). Timto bodem je ale p, nebot tento
pozadavek spliuje.

K dalsimu postupu budeme potfebovat odhadnout fad fady p, —p;. Vyuzijeme
vétu o stfedni hodnoté pro vicerozmérné funkce aplikovanou na

Ext(g R(€))(1+¢2)72(L,¢,0,...,0)) — Bxt(g"R(€))(1,0,....,0),
odkud muzeme zapsat rad p — p jako rad
(1+€¢%)2(1,¢,0,...,0) = (1,0,...,0), (4.5)

nebot Jakobidn Ext(g~!,R{€)) je v bodé (1,0,...,0) nenulové realné ¢islo J, a
tedy také pro p € Ext(S*71(0,1),R{e)) infinitesimalné blizko bodu (1,0,...,0) je
obraz Jakobianu v bodé p pri zobrazeni lim, roven tomuto ¢islu J. Ze zapisu
pouzitim Taylorova rozvoje (1+ 62)’% vyvozujeme, ze Tad p; — p; je na nenulovych
slozkach roven alespon jedné. Navic pozorujeme, ze jelikoz J je nenulové, je p
nedegenerovany bod pravé kdyz p je nedegenerovany.

7, varianty Taylorova rozvoje pro vicerozmérné funkce mame rozvoj ® v bodé
/

p
k k 82(1)
D =1 + 7’7_2.*._._‘_07
Pi = ;Zﬁ&wﬁmw i) (D5 — p5)
kde ¢ zastupuje Cleny s Ffadem alespon dva. V rozvoji nefiguruje linearni clen,
nebot ten je nulovy z rovnosti pro derivace implicitni funkce Rad (p; —p:)(p;—
p;) je alespon dva, mizeme tedy psat

7(p) =DP1+ €p2 = p1 + €p2 + .

Jelikoz se ve starych soutradnicich lisi kritické body ve druhé soutadnici, v no-
vych souradnicich nemaji dva kritické body 7 stejnou prvni souradnici. Na zavér
zvolime prvek e € R tak, aby formule prvniho fadu popisujici vlastnost, ze dva
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kritické body 7 nemaji stejnou prvni soutradnici, platila v R, jehoz existence je
zarucena tvrzenim [7l
V novych soutradnicich, jejichz zménu jsme nyni provedli konkrétné s dosaze-
nim € = e je tedy ¥ Morseho funkei na nadplose V(P).
OJ

Existence Morseho funkce na nesingularni omezené realné nadplose je proka-
zana, z Morseho teorie zavedené v knize [5] obdrzime nésledujici vysledky, které
jsou v ni reprezentoviany vétami 3.1 a 3.2. Bud S vymezend V(P) podminkou
P >0.

Véta 42 (Morse Lemma A). Bud'[a,b] C R interval neobsahujici Zadnou kritickou
hodnotu m na V(P). Pak Sp.y je homeomorfni S x [a,b] a S<, je homotopicky
ekvivalentni s S<p.

Véta 43 (Morse Lemma B). Bud m Morseho funkce na V(P) a c jeji kritickd
hodnota prislusnd bodu p s indexem \. Volime-li ¢ dostatecné malé a

e pokud (0Q/0X1)(p) <0, pak Seic je homotopicky ekvivalentni S._.,

e pokud (0Q/0X1)(p) > 0, pak S... je homotopicky ekvivalentni S._. s k —
1 — A-rozmérnou kouli prilepenou podél jeji hranice S*—1=*.

4.4 Thom-Milnorova nerovnost

Vidéli jsme, Ze pro algebraickou mnozinu méame jen konec¢né mnoho topolo-
gickych typt, to jest algebraickych mnozin Vi, ..., Vy,ax) takovych, Ze libovolna
algebraickd mnozina V v RF definovana polynomy stupné nejvyse d je nékteré z
nich homeomorfni. Specidlné tedy plati, ze b(V) < maxi<i<m(ar (Vi). Oznacme
b(k,d,R) hodnotu, které shora omezuje b(V') pro vsechny algebraické mnoziny
V C RF zadané polynomy stupné nejvyse d.

Priklad. Hodnota b(k,d,R) je alespoii d*. Miizeme totiz uvazovat soubor polynomi
Z={(Xi-1)X1-2)...(Xs=d),...,(Xpx — )X —2)...(Xx — d)},

jehoZ nuly v R* tvoii d* izolovanych bodt. Nulté Bettiho ¢&slo této algebraické
mnoziny je tedy rovno d*, pii¢emz ostatni Bettiho éisla jsou nulova.

Tvrzeni 44. Je-li m Morseho funkce na nesinguldrni omezené nadplose V', a S
je mnozZina vymezend V, pak suma Bettiho cisel S nepresahuje polovinu poctu
kritickych bodh.

Diikaz. Oznacme vy, ..., v; kritické hodnoty 7 tak, ze vy < ... < v, a p1,...,p
jim odpovidajici kritické body, tedy tak, ze mw(p;) = v;, pficemz bod p; ma jako
kriticky bod index \;. Dokdzeme, ze b(V<,,) <iproi=1,...1.

Mimo kritické hodnoty nedochézi podle lemmatu [42| ke zméné Bettiho ¢isel,
presnéji Ve, 4. je homotopicky ekvivalentni s V<, ,_. pro dostatecné malé € a pro
vsechna i = 1,...,k — 1. VySettime tedy situaci kolem kritickych hodnot.

Proi=1je b(V<,,) = 1, nebot V<,, = {p1} a 7 je Morseho funkce na V.
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Pii pfechodu od V<,,_¢ k V<, 1 se ndm podle lemmatu (43| mize stat, ze k
V<y,—e budeme potfebovat pfilepit kouli dimenze k—1—\;. Z tvrzeni[36] dostédvame

bi(Vav—e U Bi—1-y,) < bi(Vap—e) + bi(Br—1-x,) + bi1(Vap,—e N Bi_1-,), (4.6)

kde i > 1. Z interpretace nultého Bettiho ¢isla jako poc¢tu souvislych kompo-
nent dostavame téz, ze

bo(V<wi— U Br—1-x,) < bo(Vw,—c) + bo(Br-1-»,) — 1 = bo(V<u,—), (4.7)

nebot S;NS, # 0 a tedy ve sjednoceni dojde ke spojeni alespori dvou komponent.

Z prikladu 4.2 je ¢len b;(Bg_1_»,) v rovnici nulovy pro vSechna 7 > 1 a ¢len
bi1(Vey,—« N Br_1_»,) = b;(S¥717%) je nenulovy jen pro by_;_»,. Nulté Bettiho
¢islo se z rovnice [4.7 nezméni. Pro k — 1 — \; > 1 je odtud

b(vﬁvi-if) < b(vﬁvi—€) +1 (48)

Pro k —1— \; = 1, tedy lepime-li tisecku, nam u prvniho Bettiho ¢isla tento
odhad dostatecné nepomtze. Jelikoz vsak prilepeni tsecky ke komplexu zméni
pocet 1—cykli nejvyse o jedna, odhad plati z definice.

Zbyva ukazat, ze lze zajistit, aby k tomuto lepeni doslo nejhtite v poloviné kri-
tickych bodu, tedy ze 0P/0X1(p;) > 0 v nejvyse poloviné bodu py, . . ., p;. Kdyby
tomu tak nebylo, mizeme vyménit smér osy X, tedy prochazet objekt z opacné

strany.
0

Véta 45 (Oleinik-Petrovski,Thom, Milnor). V rediné uzavreném télese R plati

b(k,d,R) < d(2d — 1)*,

Diikaz. Nerovnost nejdiive dokazeme pro realnd ¢isla. Je-li V(22) C R* zadana
polynomy stupné nejvyse d, miuzeme podle tvrzeni pristoupit ke kompaktni
mnoziné K vymezené néjakou omezenou nesinguldrni nadplochou W zadanou
polynomem stupné nejvyse 2d, pro kterou b(V') = b(K). Na W existuje Morseho
funkce 7 podle véty [41], muzeme tedy opravnéné pouzit vysledky Morseho teorie
reprezentované lemmaty [2] a [43], které jsme pouzili pii sestavovani odhadu, ve
véte . Odtud je b(K') shora omezena nejvyse polovinou poc¢tu kritickych boda 7
na W. Téchto kritickych bodi je podle tvrzeninejvyée 2d(2d—1)¥1. Uzavieme,
ze
b(k,dR) < d(2d — 1)1,

Nyni pfeneseme tuto nerovnost do libovolného realné uzavieného télesa. Po-
dobné jako v dukazu konecnosti topologickych typu ztotoznime systém & =
(P1,...,DP,) polynomt z Ry, [ X7, ..., X stupné nejvyse d s vektorem jejich ko-

eficientt, tj. prvkem R;\{g. Definujme semialgebraickou mnozinu

alg

S={(Pi..... Pax) € RY, x Bhy| A Pix) = 0)
=1
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all: S +— R;\{g projekci na prvnich N soutadnic. Z véty [27 dostaneme rozklad

R}, = Ui, T}, algebraické mnoziny F; = II7!(z;) C Rayg» pro néjaké z; € T;,1 <
i < r, a homeomorfismus ¢; : T; x F; — II7}(T;) tak, ze slozeni ¢~' s projekci
T; x F; — T; souhlasi s restrikci projekce IT na II7(7}). MnoZiny F; jsou pro
i > 1,4 < r, algebraické mnoziny zadané polynomy z R,,[X7,. .., X}] stupné

nejvyse d, z prvni ¢asti dikazu tedy plati
b(Ext(E),R) < b(k,d,R) < d(2d — 1)*".

Z invariance homologie na rozsifenich do redlné uzavieného télesa je b(Ext(F;),R) <
d(2d — 1)¥=1 pro libovolné redlné uzaviené téleso R.

K dokonéeni diikazu ukaZeme, ze algebraickd mnozina V' C RF definovana
polynomy @1, ..., Q, z R[X;, ..., X] stupné nejvyse d je homeomorfni Ext(F;, R)
pro n&jaké i > 1,7 < 7. Bod (Qy,...,Q,) € RY nélex{ Ext(T;,R) pro néjaké
i>1,i<ra

Ext(II"Y R)(Q1,...,Qn) = {(Q1,...,Qn)} x V.

Pozadovany homeomorfismus V' — Ext(F;,R) je indukovdn homeomorfismem
Ext(¢™!, R).
O
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Zaver

Dokézali jsme Thom-Milnorovo omezeni na soucet Bettiho ¢isel algebraické
mnoziny. Déle se da pokracovat nékolika sméry. S vyuzitim Thom-Milnorovy ne-
rovnosti je mozné pomoci kombinatorickych metod dokézat omezeni pro soucet
Bettiho ¢isel obecné semialgebraické mnoziny (zde muzeme Ctenafe odkazat na
sekci 7.5 knihy [2]). Jak jiz bylo nastinéno v tvodu, z duvodu vysoké sloZitosti
algoritmu valcového rozkladu existuje snaha, fesit vybrané problémy jinym zptso-
bem. Myslenky pritomné (nejen) v posledni kapitole se vyuzivaji pro efektivnéjsi
algoritmické reseni nékterych problému. V kapitolach 12-16 knihy [2] je mozné na-
jit napriklad algoritmus na hledani bodi souvislych komponent realné algebraické
mnoziny, ale i efektivnéjsi algoritmus pro eliminaci kvantifikator. Také by bylo
mozné pokusit se dale vylepsit Thom-Milnorovu nerovnost. Vidéli jsme ale, ze
horni zavora nemtuize byt radové mensi nez jednoduse exponencialni v po¢tu pro-
ménnych. Nase strategie pro dokazovani Thom-Milnorovy nerovnosti zakladala
na tom, ze jsme polynomy definujici algebraickou mnozinu reprezentovali jednim
polynomem. Tim jsme ztratili informaci o stupnich jednotlivych polynomt, ktera
by pro takové vylepseni odhadu mohla byt uzitecna.
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