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Uvod

Tato prace se bude zabyvat teorii kolem soustav polynomialnich rovnic vice
proménych. Jejim hlavnim cilem bude predvést a dokazat Tvrzeni o eliminaci
a Tvrzeni o rozsiteni. Tvrzeni o eliminaci nam pomuze pri feSeni soustav po-
lynomialnich rovnic tim, Ze eliminuje proménné a umozni nam fesit jednodusi
soustavu. Tvrzeni o rozsiteni ndm bude nastrojem jak urcit, kterd z casteénych
reseni pujde s doplnit na reseni kompletni.

Nejprve v prvni kapitole uvedeme zakladni pojmy a véty které budeme pouzi-
vat. V druhé kapitole zavedeme pojem monomického usporadani a s jeho pomoci
zavedeme algoritmus pro déleni polynomt. Ten bude zdkladnim néstrojem pro
upravovani polynomii do vhodnéjsi formy. Ve tieti kapitole predstavime klicovy
pojem Groebnerovy baze a algoritmus pro jeji nalezeni. Ve ¢tvrté kapitole doka-
zeme Tvrzeni o eliminaci, zavedeme pojem resultantu a pomoci ného dokazeme
i Tvrzeni o rozsiteni. V posledni kapitole ilustrujeme probranou teorii na ptikla-
dech.

Tato prace je z vétsiny inspirovana knihou Ideals, Varieties and Algorithms
Cox a kol.| (1996), kde je toto téma pokryto v prvnich tfech kapitolach.



1. Zakladni pojmy

V této kapitole nejprve uvedeme nékolik tvrzeni o okruhu polynomt vice pro-
ménnych nad télesem k. Jsou to znama algebraicka tvrzeni, jejichz studium neni
predmétem této prace a proto je uvedu bez dikazu. Déale definujeme zakladni
pojmy a tvrzeni z algebraické geometrie, kterd bude pouzita napri¢ celou praci.

V celé praci budeme predpokladat, ze k je téleso (nebude-li feceno jinak).

1.1  Okruh k(xq,...,xy]

Dikazy nasledujicich tvrzeni jsou znamé a lze je nalézt napriklad v [Fulton
(1969), [Stanovsky| (2009) a |Cox, Little a O “Shea; (1996).

Tvrzeni 1 (Dusledek Hilbertovi véty o bazi). Okruh klzy,...,x,] je noetherov-
sky. Tedy kazdy idedl I C k[z1,...,x,] je konecné generovany nebo ekvivalentné
neexistuje nekonecnd ostre rostouci posloupnost idedli v k[, ..., x,].

Tvrzeni 2 (Dusledek Gaussovy véty). Okruh k[zy, ..., x,] je Gaussiv obor. Tedy
kazdy nekonstantni polynom f md (aZ na poradi a skaldrni nasobky) jednoznacniy
rozkad na ireducibilni cinitele.

Tvrzeni 3. C je algebraicky uzavrené téleso. Tedy kaZdy nekonstantni polynom
f € Clz] ma koren v C.

Tvrzeni 4. Necht f,g € k[z]. Pak GCD(f,g) je generdtor idedlu {f, g).

Tvrzeni 5. Necht f,g € k[xq,...,x,] jsou nekonstantni v x1. Pak f a g maji
spolecného délitele v k[xq, ..., x,], ktery je nekonstantni v xy, pravé kdyz maji
spolecného nekonstantniho délitele v k(xo, . .., x,)[x1].

Tvrzeni 6. Necht k je nekonecné téleso a f,g € klry,...,x,]. Pak f = g
v klxy, ..., z,], pravé kdyZ f,g : k™ — k jsou stejné funkce.

Definice 1. Necht f € k[xi,...,x,]. Eekneme, Ze f je monom, pokud f =

ot xg? L xtr Proa= (g, ..., q,) budeme znacit x® = x§* - x5? ... xln.

1.2 Algebraicka geometrie
Definice 2. Necht fi,..., fi € klx1,...,x,]|. Pak rekneme, Ze
V(fi,-. o fi) ={(ar,...,a,) € K" : fi(ar,...,a,) =0 pro vsechna 1 <i < k}

je algebraickd mnozina definovand fi,. .., f.

Lemma 7. Necht V.= V(fi,..., fx) a W = V(g1,...,q) jsou algebraické mno-
zZiny v k™. Pak

VNnWw= V(fl,...,fk,gl,...,gl)

a tedy jsou také algebraickymi mnoZinams.
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Diikaz.  Prvni rovnost je ziejma, obé strany obsahuji pravé ty body, ve kte-
rych se nuluji vSechna fi,..., fx, g1, .., 9. Pro druhou rovnost zrejmé plati V' C
V(fig;) a W C V(fig;). Tedy mdme V U W C V(f,g;). Pro dikaz opacné
inkluze zvolme (ay,...,a,) € V(fig;). Pokud lezi ve V, mame hotovo, pokud
ne, pak f; (ai,...,a,) # 0 pro né&jaké ig. Protoze se vSak v (ay,...,a,) nuluji
fisg; pro vSechna j, tak se museji nulovat vsechna g; a (a1, ...,a,) € W. Tedy
V(flgj) c Vuw.

O

Definice 3. Necht I C k[z1,...,x,)] je idedl. Budeme znacit
V(I)={(a,...,a,) € K" : fi(as,...,a,) =0 pro vsechna f € I}.

Lemma 8. V(i) je algebraickd mnozina. Specidlné pokud I = (fi,..., fs), pak
V)= V(fi,..., [s)

Diikaz.  Protoze k[xy,...,z,| je noetherovsky, plati I = (fi,..., fs) pro né-
jaké fi1,...,fs € klxy,...,x,]. Dokdzeme V(I) = V(fi,...,fs). Zvolme [ €
(fi,.- - fu). Pak f =K hif; pro by € K[y, ..., z,]. Pokud se v n&jakém bodé
nuluji vSechna f;, tak se v ném nuluje i f. Tedy plati V(fi,..., fr) C V(I). Druha
inkluze je zfejma.

O

Definice 4. Necht X C k™. Pak rekneme, Ze

I(X)={f €klxy,...,z,) : f(as,...,a,) =0 pro vsechna (ay,...,a,) € X}
je ideal mnoZiny X.
Lemma 9. Necht X C k™. Pak I(X) je idedl.

Diikaz. Ziejmé plati, ze 0 € I(X). Déle necht f,g € I(X) a h € k[xy,...,z,)].
Pak

flai,...,a,) +g(as,...,;a,) =04+0=0
h(a,...,an)f(a1,...,a,) = h(ay,...,a,)-0=0.
Tedy I(X) je ide4l.

Pozorovdni. Necht I C k[xq,...,x,] je idedl. Pak I C I(V(I)).

Lemma 10. Necht V,W jsou algebraické mnozZiny v k™. Pak'V C W, prdve kdyz
I(wW)cI(V).

Diikaz. =: Kazdé f € I(W) se nuluje na celém W, a protoze V. C W tak
ina celém V. Tedy f € I(V).

<: Necht W je algebraickd mnozina definovand polynomy fi,..., fi. Pak
fi,- o, fx € W) C I(V) a tedy se vSechna f; nuluji na V. Protoze vsak W
je tvorena vSemi body kde se vsechna f; nuluji, tak V" C W.

O



Disledek 11. Necht V.W jsou algebraické mnoziny v k™. Pak V. = W, prdavé
kdyz IW) = I(V).



2. Déleni polynomi se zbytkem

V nasledujicich kapitoldch budeme potiebovat algoritmus pro déleni polynomu
f € klzy,...,z,] polynomy fi,..., fx € k[x1,...,x,]. Ten bude mit za cil dat
nam rozklad f = a1 fi + -+ + apfr + 7, kde ay,..., a5, 7 € klz1,...,2,] a kde
szbytek r je v néjakém smyslu mensi. Toto formalizujeme zavedenim pojmu
monomického usporadani a néasledné pomoci ného popiseme algoritmus déleni.
Vhodnych usporadani vsak bude existovat vic a vysledek algoritmu bude zaviset
na volbé konrétniho z nich.

2.1 Monomické usporadani

Definice 5. Monomické usporadini na klzi,...,x,) je kaZdd relace > na IN}
splnugici:

(i) > je linedrni usporddani.

(i) Pokud oo > 8 pak o+~ >+, kde o, 5,y € INj.

111) > je dobré usporaddni (kazdd neprdzdnd podmnoZina INy mad nejmensi prvek
0
vzhledem k > ).

Monomické usporadani usporddavd monomy tak, Ze x® > 2, pravé kdyz
a> .

Lemma 12. Uspordaddni > na IN§ je dobré usporaddni, pravée kdyzZ kaZdd ostre
klesajici posloupnost proki z INj

a(l) > a(2) > a(3) > ...

je konecnd.

Diikaz. =: Pokud by posloupnost byla nekonecna, tak pro mnozinu jejich ¢lenit
neexistuje minimalni prvek, tedy > neni dobré usporadani.

«: Pokud > neni dobré usporadani, pak existuje M C IN{ bez minimalniho
prvku. Zvolime a(l) € M libovolné. Protoze «(1) neni minimalni nelezneme
a(2) € M takové, ze a(1) > a(2). Protoze «(2) neni minimalni prvek M existuje
a(3) € M takové, ze a(2) > a(3). Timto postupem sestrojime nekonecnou ostre
klesajici posloupnost.

O

Definice 6. Necht f =Y, a,z® je nenulovy polynom v klz1, ..., x,] a necht > je
monomické usporaddni.

(i) Multistupen f je

multideg(f) = maz(a € Ny : a, # 0).

(ii) Vedouct koeficient f je
LC(f) = Qmultideg(f)-
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(1ii) Vedouci monom f je
LM(f) _ xmultideg(f)‘

(iv) Vedoucti clen f je
LT(f) = LC(f) - LM(f).

Definice 7 (Lexikografické uspotddéani). Necht o = (aq,...,q,) a B =
(Bi,...,B.) € NB. Rekneme, Ze o >, B pokud je v rozdilu o — B nejlevéjsi
nenulovad slozka kladna.

Tvrzeni 13. Lexikografické usporaddni na N[ je monomické usporaddani

Dikaz. (i) Zfejmé. (ii) Protoze a« — f = (a 4+ v) — (8 + 7), tak se rovna
i jejich nejlevéjsi nenulova slozka. (iii) Predpokladejme pro spor, ze >, neni
dobré usporadani. Pak podle Lemmatu [12] existuje nekonecné ostie klesajici po-
sloupnost a(1) >er @(2) >1ep @(3) >ep ... prvka z Nj. Uvazme prvni slozky
prvki a(i) € INj. Ty tvori nerostouci posloupnost nezédpornych ¢isel. Jelikoz
bézné ciselné usporadani je dobrym usporadanim na Ny, tak posloupnost prv-
nich ¢lentt musi nékde prestat klesat. Tedy musi existovat k& takové, ze vsechny
prvni slozky «(7) se rovnaji pro i > k. Nyni uvazme posloupnost druhych slo-
zek prvki a(k), a(k +1),... ze stejného divodu musi i tato posloupnost prestat
klesat. Timto zpusobem nakonec dostaneme [ takové, ze a(i) se rovnaji ve vSech

slozkach pro ¢ > [. To je vsak spor s tim, ze dana posloupnost je ostie klesajici.
O

Pokud mocniny proménnych zapiseme do vektoru poporadé, pak plati z; >
x9 > --- > x,. Pokud vsak chceme jiné usporadani proménnych, staci zapsat
jejich mocniny do vektoru v jiném potradi a proménné budou uspotradané v tomto
poradi. Kazdé usporadani proménnych tedy urcuje vlastni lexikografické uspora-
dani.

Monomickych usporadani existuje mnohem vic, ale pro potieby této prace si
vystacime pouze s lexikografickym usporadanim.

2.2 Algoritmus déleni v k[zq,. .., x,]

V této casti nejprve popiseme samotny algoritmus, dokazeme nékteré jeho
vlastnosti a nakonec uvedeme jeho nedostatky, které se budeme snazit vytesit v
dalsi kapitole.

Algoritmus pouziva pojem vedouciho ¢lenu, tedy musime mit predem dané
monomické usporadani.



Input: f, f1,..., fs

Output: r,a4,...,a,

a;:=0;...5a5 :=0;7:=0;

p:=1r;

while p # 0 do

i:=1;

delilo_se := false;

while i < s and delilo _se = false do

if LT(f;) deli LT (p) then
a; := a; + LT(p)/LT(f:);
p:=p— (LT (p)/LT(f))f:;
délilo_se := true;

else

‘ 1:=1+1;
end

end

if delilo__se = false then
r:=r+ LT (p);
p:=p— LT(p);

end

end

Algoritmus 1: Algoritmus déleni v k[zq, ..., x,]

Tvrzeni 14. Necht f, f1,..., fu € k[z1,...,2,] a > je monomické uspordddni na
ING. Pak algoritmus délent vrdti r,aq, ..., a, € k[z1, ..., x,] takové, Ze plati

f:alfl—i_"'"i_anfn"i_ra

kde bud r = 0 nebo r je linedrni kombinaci monomi takovich, Ze Zadny neni
délitelnyg ani jednim z LT (f1), ..., LT(f,). Polynom r nazveme zbytek f po déleni
fis--, fn- Navic pokud a;f; # 0, pak

multideg(f) > multideg(a; f;).

Diikaz. 'V kazdém pribéhu hlavniho while cyklu nastane pravé jedna ze dvou
moznosti. Bud existuje i takové, ze LT'(f;) déli LT (p) a pak se provede dana ¢ast
algoritmu pro nejmensi takové i (,krok s délenim*), nebo takové i neexistuje a
nasleduje ,krok se zbytkem®.

Nejprve ukazeme, ze v kazdém korku plati

f:a1f1+"'+anfn+r+p- (2].)

Toto je zrejmé pravda pro inicializované hodnoty p,r, aq, ..., as. Déle predpokla-
dejme, ze v néjakém kroku plati (2.1). Pokud je nésledujici krok ,krok s délenim“
podle 7, pak plati

aifi +p = (ai + LT(p)/LT(f:)) fi + (p — (LT(p)/ LT (f:)) f3)

a jelikoz ostatni proménné zistanou nezménéné, tak (2.1) zustane pravdiva. Po-
kud je dalsi krok ,krok se zbytkem“, pak vSechna a; zlistanou stejné a

r+p=(+LT(p)+ (p—LT(p)),
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tedy (2.1) zustane opét pravdiva. Tedy (2.1)) je pravdivd v kazdém kroku algo-
ritmu.
Jelikoz algoritmus skonci v okamziku, kdy p = 0, tak

a protoze jsme k r pridavali pouze ¢leny, které nebyly délitelné zadnym z LT'(f;),
tak ma r pozadované vlastnosti.

Déale dokazeme, ze algoritmus vzdy skon¢i v konecném poctu kroki. Ukéa-
zeme, ze v kazdém kroku se stupen p bud zmensi, nebo p = 0. Jelikoz pracujeme
s dobrym usporadanim, tak nemtizeme dostat nekonecnou posloupnost klesajicich
multistupnu a algoritmus pak skonci v koneéném poctu krokii.

Pokud je nasledujici krok ,krok s délenim*“ pak p je predefinovano na

. LT
PP ITg)

fi-

A plati

LT(p) .\ _ LT(p) N
LT(LTUi)fz) = LT(fZ-)LT(f’) LT(p)

Pokud je nasledujici krok ,krok se zbytkem® pak p je predefinovano na
P =p—LT(p).

Tedy v obou pripadech p’ ma mensi multistupen nez p a nebo p’ =0
Zbyva ukéazat, ze pokud a;f; # 0, pak multideg(f) > multideg(a; f;). Kazdy
¢len v a; je tvaru LT (p)/LT(f;) pro néjakou hodnotu p a vzdy plati LT (p) <
LT(f). Tedy multideg(f) > multideg(a; f;).
O

Nedostatkem tohoto algoritmu je, Ze pokud na vstupu prehazime poradi po-
lynomt kterymi délime, mtizeme dostat odlisny zbytek. Také nemusi platit, ze
pokud f € (fi,..., fa), tak je zbytek polynomu f po déleni polynomy fi,..., f,
nulovy. Oba nedostatky vsak mizi pti pouziti Groebnerovych béazi, které popiseme
v dalsi kapitole.



3. Groebnerovy baze

V této kapitole zadefinujeme pojem Groebnerovych béazi a algoritmus pro
jejich nalezeni. Pomoci nich a algoritmu déleni ziskame postup, jak pro libovolny
polynom urcit, zda nalezi do daného idedlu. Nakonec zavedeme pojem redukované
Groebnerovy baze ktera bude pro kazdy ideal jednoznacné urcena.

V celé kapitole budeme uvazovat pevné zvolené monomické usporadani.

3.1 Groebnerovy baze a jejich existence

Véta 15 (Dickinsonovo lemma). Necht A € Ny o [ = (z* : @ € A) C
klxy, ..., z,] je idedl. Pak existuji o, ..., a5 € A tak, Ze I = (x® ... x%).

Dikaz této véty nebudeme uvadét. Lze ho piipadné nalezt v|Cox a kol.| (1996)

Definice 8. Necht I C k[xy,...,x,] je nenulovy idedl. MnozZinu vsech vedoucich
clendi prokid z I oznacime LT(I).

Definice 9. Konecnou podmnozinu {gi,...,9s} idedlu I nazveme Groenerovou
bdzi, pokud
(LT(g1), ..., LT(gs)) = (LT(I)).

Véta 16. Necht I C k[xy,...,x,] je nenulovy idedl. Pak I md Grobnerovu bdzi.

Diikaz. Protoze (LT(I)) je generovany monomy LM/ (g) pro nenulové g € I,
tak z Dickinsonova lemmatu dostavame, ze existuji ¢q,...,9s € [ takové, zZe
(LT(I)) = (LM(g1),...,LM(gs)). Jelikoz LM (g;) se lisi od LT(g;) ndsobek kon-
stantou, tak (LT'(I)) = (LT (¢1),...,LT(gs))-

O

Lemma 17. Necht I = (x™,...,x*) je idedl generovany monomy. Pak x* € I,
prave kdyz x® je délitelné nekterym x®i.

Diikaz. Pokud x® € I, tak 2® = Y8 | hya%, kde h; € k[zy,...,x,]. Rozepiseme
vSechna h; jako linedrni kombinaci monomu. Kazdy ¢len na pravé strané je déli-
telny néjakym x® a navic se na pravé strané musi vyrusit vSsechny séitance jinych
monomiu nez x®. Zbyvajici s¢itance musi byt tvaru cx®~*x* kde ¢ € k. Jelikoz
musi na pravé strané zbyvat alespon jeden scitanec, tak zfejme z{* déli z®. Opacnd
implikace plyne ptimo z definice idedlu.

O

Véta 18. Groebnerova bdze idedlu je jeho bazi.

Diikaz. Méjme nenulovy idedl I a {g,...,gs} jeho Groebnerovu bazi. Ukazeme,
ze I ={(g1,...,9s)-
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Ziejmé plati (g1,...,gs) C I. Pro dikaz opacné inkluze méjme f € I. Pou-
zitim algoritmu déleni na vydéleni polynomu f polynomy g, ..., g, dostaneme
vyjadreni

f=agi+- +asgs +r,
kde zadny ¢len v r neni délitelny ani jednim z LT(g), ..., LT (gs). Déle plati

r=f—ayg—...—asgs € I.

Tedy pokud r # 0, tak LT(r) € (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(gs)). Tedy dle
lemmatu 17| musi LT (r) byt délitelné néjakym LT (g;), coz je spor s tim, ze r je
zbytek. Tedy r =0 a

f:a191+“‘+asgs€<g17~--7gs>-

3.2 Vlastnosti Groebnerovych bazi

Tvrzeni 19. Necht G = {q,...,gs} je Groebnerova bdze idedlu I C klxy, ..., z,)
a f € kl[zy,...,x,]. Pak ezisuje pravé jedno r € klzy,...,x,] s ndsledujicimi
vlastnostmi:

(i) Zddngj z lenti v r nend délitelny ani jednim z LT(g1), ..., LT(gs).
(ii) Existuje g € I takovy, Ze f =g+ .

Dikaz. Pouzitim délicitho algoritmu dostaneme f = a197 + -+ + asgs + r kde r
spliuje (i). Polozime g = a;g; + - - - + asgs, ¢imz je splnéna i podminka (ii).
Staci tedy dokazat uz jen jednoznacnost. Necht f = g, +r, = g, + 1 a jsou
splnény podminky (i) a (ii). Pak r, —r, = g — g» € I. Tedy pokud r, # ry, tak
LT(ry —14) € (LT(I)) = (LT(q1),...,LT(gs)). Dle [17] je LT(ry, — r,) délitelné
nékterym LT (g;). To vsak nemuzZe nastat, protoze ani jeden z ¢lent v 7, 7, neni
délitelny zadnym LT(g;). Tedy r, — r, = 0 a jednoznacnost je dokazéana.
O

Toto tvrzeni ukazuje, ze pokud v algoritmu déleni délime prvky Groebnerovy
baze, tak nezalezi na poradi, ve kterém délime, jelikoz zbytek je urcen jedno-
znacne.

Disledek 20. Necht f € klxy,...,z,] a G = {g1,...,9s} je Groebnerova bdze

idedlu I C klzy,...,x,]. Pak f € I prdvé tehdy, kdyz zbytek po déleni f podle G
je nula.

3.3 Algoritmus nalezeni Groebnerovy baze

V této sekci popiseme algoritmus na nalezeni Groebnerovy baze a specialni
druh Groebnerovy béaze ktery bude jednoznac¢ny. U tvrzeni z této sekce vsak ne-
budeme uvadét diukazy, nebot nebudou potieba pro dalsi teorii a budou uvedeny
pouze informativné. Dikazy lze nalézt v |Cox a kol. (1996]) (2. kapitola, §6 a §7)
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Definice 10. Budeme znacvitTF zbytek po deélent polynomu f usporddanou s-tici

F={(f1,---, fs)
Pokud je F' Groebnerovou bézi idedlu (fi, ..., fs), pak diky Tvrzeni (19 staci

F uvazovat jako mnozinu.

Definice 11. Necht f,g € k[xy, ..., x,] jsou nenulové, o = multideg(f) a 5 =
multideg(g). Oznacme v = (71,...,vn) kde v; = maz(cy, B;). S-polynomem f a
g nazveme kombinact

x7 x7

G

S(f,9) 2
S-polynom je zadefinovan tak, aby vyrusil vedouci ¢leny a je hlavnim nastro-
jem v dale uvedeném algoritmu.

Tvrzeni 21. Necht I je idedl k[z,...,x,] a G = {q1,...,9s} je biaze I. Pak G
je Groebnerovou bdzi idedlu I prdve tehdy, kdyZ pro kazZdou dvojici i # j plati

—G

Input: F' = (f1,..., fs)

Output: G = (g1,...,9)

G :=F;

repeat

G =G,

foreach {p, ¢}, p# q€ G' do

G
S:=Sp.q ;
if S # 0 then
| G:=GU{S}

end

end
until G = G
Algoritmus 2: Buchbergeruv algoritmus

Tvrzeni 22. Necht [ = (f1,..., fs) je idedl k[xq,...,x,]. Pak Buchbergeriv al-
goritmus se vstupem F = (f1,..., fs) vrdti v konecném poctu kroki Groebnerovu
bizi G = (g1,...,9) idedlu I a F C G.

Definice 12. Redukovonou Groebnerovou bazi idedlu I nazveme takovou Groeb-
nerovu bdzi G pro kterou plati:

(i) LC(p) =1 pro kazdé p € G.
(ii) Pro kaZdé p € G, Zddny clen polynomu p nelezi v (LT(G — {p})).

Tvrzeni 23. Necht I je nenulovy idedl. Pak I md (pro dané monomické uspord-
ddni) jednoznacné uréenou redukovanou Groebnerovu bazi.

Uvedena zakladni verze Buchbergerova algoritmu produkuje zbyteéné velké
baze a je vypocetné narocna. Existuji ale jeho vylepseni, ktera vyrazné zrychli
vypocet. Navic lze uz v pribéhu algoritmu upravovat polynomy tak, ze algoritmus
bude vracet redukovanou Groebnerovu bazi. Vice lze najit naptiklad v |Cox a kol.
(1996)) 2. kapitola §9 nebo Buchberger| (1985).
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4. Teorie eliminace

4.1 'Tvrzeni o eliminaci a rozsireni
Definice 13. Necht I = (f1,..., fs) C klxy,...,x,]. Idedl

L= 10Kz, ... )
nazveme l-tym eliminacnim idealem 1.

Tvrzeni 24 (Tvrzeni o eliminaci). Necht I C k[zy,...,x,] je idedl a G je Groeb-
nerova bdaze idedlu I vzhledem k lexikografickému usporadani, kde x1 > -+ > x,.
Pak pro kazdé 0 <1 < n je mnoZina

Gl = Gﬂk[‘rl—i-h’”axn}

Groebnerovou bazi I-tého eliminacniho idedlu I;.

Diikaz.  Zvolme [ mezi 0 a n. Protoze G; C I, sta¢i ukazat, ze (LT([})) =
(LT(G),)), pricemz inkluze , D je zfejma. Chceme tedy dokézat, ze pro libovolné
[ € I, existuje g € G, takové, ze LT(f) je delitelné LT (g). Pak LT(I;) C
(LT(G)) a tedy (LT(L))) C (LT(G1)).

Zvolme tedy f € I;. Jelikoz f € I, tak LT(f) je délitelné LT (g) pro né-
jaké g € G. Protoze f € I, tak LT(g) obsahuje pouze proménné x;,1,...,Ty.
Jelikoz jsme vsak pouzili lexikografické usporadani kde x; > --- > =z, tak
LT(g) € k[x41, ..., x,) implikuje g € k[z)4q,...,2,]. Tedy g € G|.

O

Tvrzeni 25 (Tvrzeni o rozsiteni). Necht k je algebraicky uzavrené téleso a I =

(fi,..., fs) jeidedl k[z1, ..., x,]. Pro kazdé 1 < i < s napisme f; ve tvaru
fi = gilwg, ..., x,)xY + cleny, ve ktergch md xy stuperi < Nj,
kde N; > 0 a g; € kl[xo,...,x,] je nenulové. Ddle necht mdme castecné reseni

(coy...,cn) € V(I1). Pokud (co,...,cn) & V(g1,...,9s), pak existuje ¢; € k ta-
kové, Ze (c1,...,c,) € V(I).

Dtikazu tohoto tvrzeni budeme vénovat zbytek kapitoly. Nejprve vsak zave-
deme pojem resultantu dvou polynomit, ktery bude pro diikkaz zasadnim nastro-
jem.

4.2 Resultanty

V této casti budeme casto pouzivat pojem spolecného délitele. Jelikoz ale
konstantni polynomy déli libovolny polynom a vsSude bysme museli psat spolec-
ného nekonstantniho délitele, tak pro zjednoduseni formulaci budeme spolecnym
délitelem uvazovat pouze nekonstantni polynomy.
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Tvrzeni 26. Necht f,g € k[x] jsou polynomy stuprii l,m > 0. Pak f,g maji
spolecného délitele pravé tehdy, kdyz existuji polynomy A, B € k[z] takové, Ze:

(i) A a B nejsou oba nulové.
(i) A ma stupen nejvgse m — 1 a B md stupern nejvyse | — 1.

(iii) Af + Bg = 0.

Diikaz. Nejprve predpokladejme, ze maji spolecného délitele h € k[z]. Pak f =
hfi a g = hgy, kde f1, g1 € klz]|. Zfejmé plati deg(f1) <1 —1a deg(g:) <m — 1.
Pak

g1 f+(=fi)-9=aghfi — frhgr = 0.
Staci tedy polozit A =g, a B = —f;.

Pro dikaz opacné implikace méjeme A, B splnujici vyse zminéné vlastnosti.
Bez ijmy na obecnosti predpoklddejme, ze diky (i) je B # 0. Pro spor predpo-
kladejme, ze GCD(f,g) = 1. Diky Tvrzeni {4 pak existuji polynomy C, D € k[z]
takové, ze C'f + Dg = 1. Pouzitim (iii) dostavame:

B = (Cf+ Dg)B = BCf + BDg = BCf — ADf = (BC — AD)f.

Protoze B je nenulové, musi byt deg(B) > deg(f) = [ coz je ve sporu s (ii). Tedy
GCD(f,g9) # 1 a f, g maji spolecného délitele.

O
Otazkou ztstava, jak polynomy A a B nalézt. Necht
A=cox" o,
B=dox" ' -+ di_y,
kde koeficienty cg, ..., ¢mn_1,do, ..., d;—1 budeme uvazovat jako neznamé. Cilem je

nalézt ¢;, d; € k takové, ze alespon jedno je nenulové a Af 4+ Bg = 0. Pak budeme
mit A a B splnujici podminky Tvrzeni 26, Dale necht

f=ad' + - +a, ay#0,

g ="0box™ + -+ b, bo#0,
Dosazenim do vzorce Af+Bg = 0 a porovnanim koeficientt dostavame nasledujici
soustavu [ + m rovnic o [ + m neznamych:

aoco + body = 0 koeficient u /7™ 1

ayco + ager + bidy + body = 0 koeficient u 2" W
4.1

a1Cm_1 + bydy_1 = 0 koeficient u z°.

Jelikoz m4 tato soustava lineadrnich rovnic stejné rovnic jako neznamgych, tak
ma nenulové Teseni pravé tehdy, kdyz je jeji determinant nulovy.
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Definice 14. Méjme nekonstantni polynomy f, g € klz] tvaru
f=a'+- - Fa, ag#0,
g:b0$m+"'+bm, b07é0

Pak Sylvestrovou matici polynomi f a g vzhledem k x rozumime matici koefici-

enti systému linedrnich rovnic znacenou symbolem Syl(f,g,x). Tedy je to
ndsledujici (I +m) x (I +m) matice:

Qo bg
a1 Qo b1 b()
ap - by
. Qo R b[)
Syl(f,g,ﬂf) = aq bl )
a; bm
a; bm
a; bm

kde koeficienty a; se vyskytuji v prunich m sloupcich a koeficienty b; v poslednich
[ sloupcich.

Resultantem f a g vzhledem k x nazveme determinant Sylvestrovy matice.
Tedy

Res(f,g,x) = det(Syl(f,g,x)).
Tvrzeni 27. Méjme nekonstantni polynomy f, g € klx]. Pak Res(f,g,x) € k je
celociselny polynom v koeficientech f a g. Navic f a g maji spolecného délitele
pravé tehdy, kdyz Res(f,g,x) = 0.

Diikaz. Prvni ¢ast je ziejma z definice determinantu. Pro druhou ¢ast plati: re-
sultant je nula < soustava ma nenulové feSeni < existuje A a B z Tvrzeni
< f a g maji spolecného délitele, pricemz prvni ekvivalence plyne z definice re-
sultantu a druha z ivahy pred ni.

OJ

Tvrzeni 28. Méjme nekonstantni polynomy f,g € kl[z|. Pak existuji polynomy
A, B € k[x] takové, Ze
Af + Bg = Res(f,g,x)

a navic koeficienty A a B jsou celociselné polynomy v koeficientech f a g.

Diikaz. Pokud Res(f,g,x) = 0, tak staci polozit A = B = 0. Uvazujme tedy

Res(f,g,x) # 0.
Nejprve nalezneme takova C, D € k[z], ze C'f + Dg = 1. Necht

f=apd +--+a, ag#0,
g=box" 4+ by, by F#0,
C:coxm_1+---+cm_1,

D =dyz"™' + -+ dp_,
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kde koeficienty cq,...,Cn_1,do,...,d;_1 jsou nezndmé v k. Pokud tyto formule
dosadime do rovnice C'f+ Dg = 1 a porovname koeficienty, dostaneme nasledujici

soustavu: l .
apco + body = 0 koeficient u '™~

a1co + agey + bydo + body = 0 koeficient u z"+™ o)
4.2

Cm1 + bmd;—1 = 1 koeficient u z°.

Takto soustava je stejnd jako soustava az na posledni rovnici kterda ma na
pravé strané 1. Tedy matice koeficientl je Sylvestrova matice polynomi f a g
vzhledem k z a jelikoz Res(f,g,z) # 0, tak ma soustava prave jedno Teseni.

Za téchto podminek miizeme pouzit Cramerovo pravidlo. To nam dava pred-
pis pro kazdou proménnou ve tvaru, kde v citateli je determinant né¢jaké matice
s koeficienty 0, 1, ag, ..., a, bo, . . ., by, (tedy celo¢iselny polynom v téchto koefici-
entech) a ve jmenovateli Res(f,g,z). Jelikoz C' = coz™ ! + -+ + ¢,,_1, mizeme
vytknout jmenovatel Res(f,g,z) a dostaneme

A

¢= Res(f,g,x)’

kde A € k[z| a koeficienty A jsou celociselné polynomy v a;, b;. Stejné tak dosta-
neme

B
D=— "
Res(f,g,)
kde B € k[z] ma stejné vlastnosti jako A. Rovnici C'f + Dg = 1 vyndsobime

Res(f,g,z) a dostavame Af + Bg = Res(f,g,x), kde A i B maji pozadované
vlastnosti.

O
Nyni zobecnime pojem resultantu pro polynomy vice proménnych.
Definice 15. Méjme nekonstantni polynomy f, g € kl[xq, ..., x,] tvaru
f=apxt +-+a, ay#0,
g ="Dbox{" + -+ by, bo#0,
kde a;,b; € klza, ..., x,]. Pak resultantem [ a g vzhledem k x1 nazveme determi-
nant
Qo bo
ap Qg bi  bo
ap - by
: - Qo e bo
R€5(f,g,$1) = det aq b1 )
ay bm
a; bm
aj bm

kde koeficienty a; se vyskytuji v prunich m sloupcich a koeficienty b; v poslednich
[ sloupcich.
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Tvrzeni 29. Necht f,q € k[z1,...,x,] jsou nekonstantni v x1. Pak:

(i) Res(f,g,71) € (f,9) Nklxa, ..., z,].

(ii) Res(f,g,x1) = 0 prdvé tehdy, kdyZ f a g maji spolecného délitele ktery je
nekonstantni v xy.

Diikaz. Necht a;,b; € klxa, ..., x,] jsou koeficienty f, g rozepsanych jako poly-
nomy v z. Jelikoz resultant je celo¢iselny polynom v a;,b; tak Res(f,g,x1) €
klxs, ..., z,]. Také vime, Ze Res(f,g,x1) = Af + Bg, kde A a B jsou poly-
nomy v x; jejichz koeficienty jsou celoc¢iselné polynomy v a;,b;. Tedy A, B €
klxi,...,z,) az Res(f,g,21) = Af + Bg plyne Res(f,g,z1) € (f,g).
Pro dikaz druhé ¢asti pouzijeme Tvrzeni 27 na f,g € k(x, ..., x,)[z1]. Pou-
zitim Tvrzeni p| pak dostavame (ii).
O

Disledek 30. Necht k je algebraicky uzavrené téleso a f,g € klzx|. Pak
Res(f,g,x) = 0 prave tehdy, kdyz f a g maji spolecny koren v k.

Tvrzeni 31. Necht k je algebraicky uzavrené téleso a f,g € k[x1,...,x,], kde

f=a+ - +a, ay#0,
g:b0$T++bm, b07é0,

pro a;,b; € klxs, ... x,]. Pokud se resultant Res(f,g,x1) € klxa, ..., x,] nuluje
na (ca,...,c,) € k"1, pak nastane jedna z ndsledujicich moZnosti:

(i) ag nebo by se nuluje na (cq, ..., cp).

(ii) Existuje ¢y € k takové, Ze f i g se nuluji na (cy,...,c,) € k™.

Diikaz. Oznacme ¢ = (cg, ..., ¢), f(x1,¢) = f(x1,¢9,...,¢,) a h = Res(f,g,21).
Sta¢i si uvédomit, ze pokud se na ¢ nenuluje ani jedno z ag, by, pak h(c) =
Res(f(x1,¢),g(x1,c),x1). Obé strany jsou pak totiz determinantem stejné ma-
tice, kde se pouze dosadi bud pfimo do matice nebo az do determinantu jako
polynomu. Mame tedy 0 = h(c) = Res(f(x1,¢),g(z1,¢),z1) a diky Dusledku
mé f(x1,c) a g(xy,c) spolecny koten.

[

4.3 Dukaz tvrzeni o rozsireni

Nejprve dokézeme tvrzeni o rozsiteni pro pripad, kdy je ideal generovany
dvéma polynomy.

Tvrzeni 32 (tvrzeni o rozsiteni pro dva polynomy). Necht k je algebraicky uza-
vrené téleso a I = (f,g) C klxy,...,x,]. Ddle necht

f=apxt +-+a, ay#0,
g="box{" + - +bp, by#0,
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kde a;,b; € klxa, ..., x,|. Predpoklidejme, Ze mame castecné resend (ca, ..., c,) €
V(). Pokud (ca, ..., cn) & V(ag, bo), pak existuje ¢y € k takové, Ze (ci,...,cn) €
V(I).

Diikaz. Oznaéme ¢ = (cq,. .., c,). Z Tvrzeni 29| vime, ze Res(f,g,x1) € I, tedy
se nuluje na c. Z predpokladu vime, Ze ¢ ¢ V(ag, by), tedy bez tjmy na obecnosti
predpokladejme, ze ag(c) # 0. Pokud by(c) # 0 pak pouzijeme Tvrzeni[31ja mame
dokazano.

Pokud by(c) = 0, tak nalezneme N dostatecné velké, aby x?¥ f mélo vétsi stu-
pefi v 21 nez g. Pak vedouci koeficient polynomu g + z f vzhledem k z; je ao.
PouZijeme Tvrzeni [31| na polynomy f a g+ 2 f a dostaneme ¢; € k takové, Ze
(c1,¢) € V(f, g+ 2V f). Jelikoz ale (f,g) = (f,g + 2N f), tak (c1,¢) € V(f,g) a
mame dokazano.

O

Tvrzeni 33 (tvrzeni o rozsiteni). Necht k je algebraicky uzavrené téleso a I =

(f1,..., fs) jeidedl k[zq, ..., x,]. Pro kazdé 1 <i < s napisme f; ve tvaru
fi = gi(za, . .. ,xn)xf[’ + cleny, ve ktergych md x1 stupen < Nj,
kde N; > 0 a g; € kl[xa,...,x,] je nenulové. Ddle necht mdame castecné resend

(cay...,cn) € V(I1). Pokud (ca,...,cn) ¢ V(g,...,gs), pak existuje ¢, € k ta-
kové, Ze (c1,...,cn) € V(I).

Diikaz. Oznaéme ¢ = (cg,. .., ¢,). Cheeme nalézt spoleény koren ¢; pro vSechny
fi(z1,¢), ..., fs(x1, ). Diky pfedchozimu tvrzeni zbyva dokdzat pro piipad s > 3.
Jelikoz ¢ ¢ V (g1, ..., gs) tak muzeme bez ijmy na obecnosti predpokladat, ze

g1(c) #0.
Uvazme polynom usfo + -+ + usfs € klus, ..., us,z1,...,x,]. Pak plati, ze
Res(f1,usfo+---+usfs,x1) je polynom v klua, ..., us, xa, . .., x,]. Rozepisme ho

tedy podle mocnin u; a dostaneme

Res(fl’u2f2 +oeet usfsyxl) = Zhauaa

kde h, € k[xo, ..., x,]. UkdZeme, ze h, € I, tedy bude platit h, € I;.
Mame, ze

Afl + B(U2f2 + - +U'sfs) = R€S(f1,u2f2 + - +u5f57x1)a (43)

kde A, B € k[us, ..., us,71,...,2y,]. Rozlozme A = 3, A,u®a B =3, BsuP | kde
Ay, B, € klxy, ..., 1,). Oznacme e; € k*~! vektor samych nul s jednickou pozici
i — 1. Pak mizeme psét usfo + - - + usfs = Y59 u® f;. Dosazenim do rovnice
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dostévame:

(e (g0 (59

Ao fr)u® + Z Bg fu’te

> (
o i>2,8
Za: Anfi)u® —1—2( Z Bﬁf,’)U

i>2,6

B+ei=a

ZZ(Aaf1+ > Bﬁfi>u
o i>2,0
B+ei=a

Porovnanim koeficientu dostavame

ho = Aafi + Z Bg fi,
i>2,3
B+ei=a
tedy h, € I pro vsechna a.

Jelikoz ¢ € V(I1), tak h,(c) = 0 pro vsechna a. Tedy pokud oznacime h =
Res(fi,usfo+ -+ +usfs, 1), tak h(c,ug, ..., us) = 0.

Nyni predpoklddejme bez ijmy na obecnosti, ze go(c) # 0 a fo mé v z; vets
stupen nez fs, ..., fs. Pokud by predpoklad neplatil tak misto f; uvazime poly-
nom fo+2z f; pro N dostatecné velké, aby splitovalo tento pfedpoklad. Pokud na-
lezneme spole¢ny kofen pro fi(x1,¢), fo(z1,¢)+zy fi(z1,¢), f3(z1,¢),. .., fs(x1,C)
pak ten samy prvek je spoleénym korenem pro vsechna f;(z,c).

Diky tomuto predpokladu mame

h(C, Ugy . .. 7“3) = RGS(fl(J?l,C),uzfg(l‘l,C) +-+ usfs(xlac)7x1>'

Plati totiz, ze jsou-li oba vedouci koeficienty polynomi z resultantu vzhledem
k z; nenulové, tak obé strany jsou determinantem stejné matice, kde se pouze
dosadi bud ptimo do matice nebo az do determinantu jako polynomu.

Celkové tedy mame

Res(fi(w1,c),uafa(w1,¢) + -+ 4+ usfo(21,¢),21) =0,

kde fi(x1,¢),usfo(xy,c) 4+ -+ usfs(x1,¢),x1) € klx1,us, ..., us). Dle Tvrzeni
maji tyto polynomy spolec¢ného délitele F' nekonstantniho v x;. Protoze F déli
fi(z1,¢), tak F € k[xq]. Protoze F' déli usfo(xy,c) + -+ + usfs(x1, ¢) tak mame

F(ml)A(-’fUl,U% CoUg) = U2f2(f’51>c) +oeee Usfs($1>c)>

kde A € k[xy,ug,...,us]. Pokud rozepiseme A podle mocnin u; a porovname
koeficienty, tak snadno vidime, ze F' déli vSechna f;(z1, c).
Nyni staci vzit libovolny koten F', jehoz existenci ndm zarucuje predpoklad,
ze k je algebraicky uzaviené, a tento koten je korenem pro vSechna f;(z1,c).
O

Jako posledni véc uvedeme jednoduchy, ale uzitecny disledek tvrzeni o rozsi-
feni.
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Tvrzeni 34. Necht k je algebraicky uzavriené téleso a I = (fy,..., fs) je idedl
klxi,...,2,). Necht pro néjaké 1 <i <s je f; tvaru

f; = ca + cleny, ve ktergch md z; stuperi < Nj,

kde ¢ € k je nenulové a N; > 0. Ddle necht mame cdstecné resent (ca, ..., c,) €
V(I,). Pak existuje ¢, € k takové, Ze (ci,...,c,) € V(I).

Diikaz. Aplikujeme-li podminku na znéni tvrzeni o rozsiteni, dostavame g; = ¢ #
0. Tedy nutné V(gi,...,gs) = 0 a kazdé ¢dstecné feSeni ma rozsitend.
O
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5. Piiklady

V této kapitole ilustrujeme na resenych prikladech aplikaci studované teorie.
Protoze vypocet Groebnerovy baze je pocetné naro¢ny, predvedeme ho pouze
v prvnim prikladu a v ostatnich prikladech pouzijeme k vypoc¢tu matematicky
software (konkrétné Wolfram Mathematica 10.4).

5.1 ResSeni polynomialnich soustav

Jako prvni priklad vyfesime soustavu tii polynomi o tfech nezndmych pomoci
tvrzeni o eliminaci.

Priklad 1. Najdéte vsechna reseni soustavy
2?4y 427 =4,
22 4+ 2% =5,
rz =1,
nad télesem C.

Nejprve pro zjednoduseni odec¢teme od druhé rovnice prvni. Oznac¢me

fi=2+y*+ 2" —4,
fo=y" =2 -1,
fa=xz—1

a nalezneme Grobnerovu bézi idedlu I = (fi, fo, f3). Budeme postupovat podle
Buchbergerova algoritmu, tedy nejprve spoéteme S-polynomy pro vsechny dvojice
fi a jejich zbytky po déleni f1, fo, f3. Nejprve spocteme

T 21,2
S(f17f2): xy fl_ y;y f2:x222+$2+y4+y2z2_4y2.

2
Odectenim nasobku f; dostavame
S(fi, f2) = (2 + 1) i =y —by® — 2" + 32" + 4.
Odectenim nasobku fo dostdvame
S(fifo) = (Z+1D)fi—(f + 22 —4)fa=0.

Tedy S(f1, f2) € I a nemusime ho ptidavat do béze.
Dale spocteme

r2y? 21>

S(f2, f3) = Ja — fs =z +xz2> =y

y? Tz

Stejnym postupem dostaneme
S(fa, f3) = fa— (2 + 1) 3
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Tedy i S(f1, f2) € I a nemusime ho ptidavat do baze.
Nakonec spoc¢téme

12z 12z

S(fr, fs) = 7f1—7f3—x—yz+z — 4z,
Po odecteni nasobku foy
S(fi, f3) — 2fo = v — 3z + 227,
uz neni zadny c¢len délitelny vedoucimi koeficienty fi, f, f3, tedy oznacime
fi=1x — 32+ 2%

a pridame ho do baze.
Déle si vSimneme, ze f; se po vydéleni ostatnimi polynomy rozklada na

fi=xfi+3f3— 22 f3+ fo,

tedy lezi v idealu generovaném fs, f3, f4 a miizeme ho tedy z baze vynechat. Navic
tpravou f3 — zf; = —22* + 322 — 1 mliZeve odstranit = z polynomu f3. Ozna¢me

glzf4:x—32+2z2,
92:f2:y2—22—17
g3 = —f3+ 2fs =22 — 322 + 1.

Stejnym postupem jako vyse bychom zjistili, ze vSechny S-polynomy lezi v I =
(91, 92, g3), tedy G = {g1, g2, 93} je Groebnerova béze idedlu I.

Pouzitim Tvrzen{ o eliminaci [24] dostavame TUk[z] = (g3) = (2 —1)(z*—3)).
Tedy z € {#1,41\v/2}. Dosazenim do zbyvajicich rovnic snadno dostévame, 7e

vSechna Teseni jsou tvaru:

1, £v2, 1], [ - 1,4+v2,1], [\f :|:£ \/E]l—‘/i i@ V2.

Priklad 2. Urérte mazimum a minimum funkce f(x,y,z) = xyz na mnoziné
urcené podminkamz

2?2t =1, r+y+z=0.

Oznacme fi(z,y,2) = 22 +y> + 22 — 1 a fo(x,y,2) = v +y + 2. Bez ové-
reni uvedeme, ze zadana mnozina je kompaktni. Funkce f, f1, fo maji parcialni
derivace vSech radi. Mame

Vfl = (2x,2y,2z),Vf2 = (17 1) 1)7

tedy gradienty jsou linearné zavislé pouze pokud x = y = z. Takova situace vsak
nastava diky druhé rovnosti pouze v pripadé, zZe jsou rovny nule a tento bod
nespliuje prvni rovnost. VSechna pripustnd feseni jsou tedy stacionarni body
funkce

ryz — Aifi — Ao fo.
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Parcialnim derivovanim tedy dostavame nasledujici soustavu:

Yz — 2Mx — Ay = 0,
xZ —2\y — Ay =0,
xy — 2 12— A = 0.
Polynomy z této soustavy spolu s fi, fo tvoii idedl I C C[A, \a, z,y, 2]. Groeb-
nerova baze idealu I je tvorena nasledujicimy polynomy:
g1 = 4\ — 623 + 3z,
go = 6)\2 + 1,
gB=x+y+=z,
gy = 2% + 2yz + 2% — 1,
gs = 12yz2 — 2y + 622 — 2z,
ge = 182* — 152% + 2.
Diky Tvrzeni o eliminaci [24] vime, Ze I, = (gg). Protoze gs = (322 — 2)(62? — 1),
tak z € {£1/v/6,42/1/6}. Dosazenim do g5 a g¢ dostédvame
g5(y, £1/V6) = £V6 + 6y,
95(y, £2/V6) =0,
96(y, £1/V6) = 1/3 +4/V6y + 2¢°,
96(y, £2/V6) = =2/3 +2/V6y + 2°,

pricemz spolecna feseni jsou prave
112 N I T
\/67 \/67 \/6 Y \/67 \/67 \/6 ) \/67 \/67 \/6 )

1 1 2 1 2 1 2 1 1
V66T V6] [VE VETVE]T VETVETVE]
kde x jsme dopocitali z g3. Z tvaru gy, go je ziejmé, ze k témto resenim existuji
prislusné A1, Ao, tedy toto jsou pravé vsechna feseni ptivodni soustavy.
Tedy prvni tfi feSeni jsou maxima funkce zyz o hodnoté 1/(3v/6) a zbylé tii
jsou minima o hodnoté —1/(3v/6).

Resit tuto soustavu béznym zptisobem by bylo mnohem snaZsi. Tento zptisob
ma vsak vyhodu, Ze ho lze automatizovat a lze pouzit i pri vétsich soustavach,
které by byly pro ¢lovéka neupocitatelné.

5.2 Implicitace
V této ¢asti predvedeme piiklady na aplikaci Tvrzeni o rozsifeni B3] K témto

prikladim vsek budeme nejprve potrebovat nasledujici tvrzeni které uvedeme
bez dikazu.
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Tvrzeni 35. Necht k je nekonecné téleso a F : k™ — k™ funkce definovand
polynomidlni parametrizaci

Ty = fl(tla <o 7tm>7

I = fl(tla e 7tm>

Dile necht I = (x1 — f1,...,xy — fn) je idedl k[tq, ... tm, 21, ..., x,]. Pak V(I,,)
je nejmensi algebraickd mnozina v k™ obsahugjici F(k™).

Priklad 3. Necht S je parametrickd plocha

T = uv,
y = uv®,
Z = UQ.

Najdéte nad C nejmensi algebraickou mnozinu V' obsahujici S. Naleznéte vsechny
body V' které mnendlezi S'.

Oznacme f; = x —uv, fo = y—uwv?, fs = 2—u? a I = (fi, f2, f3). Groebnerova
baze idedlu I vzhledem k u > v >2x >y > z je

2
g1 =u — 2,

g2 = uv — 7,

g3 = ur — vz,
2

ga=uy — 1,
95:U2Z_x27
ge = VT — Y,

3
gr =vyz — T,

gs =t — y*2.
Tedy I, = (gs) = (z* — y?2) a dle Tvrzeni B8 je V = V(2* — y22) nejmensf
algebraickd mnozina obsahujici S.

Chceme nalézt body z V| které nelze rozsirit tak, aby nalezely V(I). Nejprve se
pokusime, pomoci Tvrzen{ o rozsifeni[33] nalézt body které nelze rozsirit na V(I;).
Jelikoz I, = (v?z — 2%, v — y,vyz — 2°, 2% — y%2), tak g; z tvrzeni jsou 2,z a yz.
Pouze body V lezici v V(z,yz, z) = [0, ¢, 0], kde ¢ € C, nemaji zarucené rozsiteni.
Diky gg vime, ze pokud z = 0 tak y = 0. Pro ¢ # 0 tedy neexistuje rozsireni a
pro ¢ = 0 funguje naptiklad rozsiteni [0, 0,0, 0].

Pro rozsifeni na celé V(I) staci pouzit Dusledek [33] protoze g; ma konstantni
koeficient pred nejvyssi mocninou u.

Jediné body V' co nepatii do S jsou tedy body tvaru [0, ¢, 0] pro ¢ nenulové.

Priklad 4. Enneprova plocha S je definovana parametricky rovnicemi

x = 3u + 3uv? — ud,

y = 3v + 3utv — v,

2 = 3u? — 302,
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Najdéte nad C nejmensi algebraickou mnozinu V' obsahujici S. UkaZte, Ze vsechny
body V' ndalezi S.

Ozna¢me f; = 3u + 3uv? — w3, fo = 3v +3u?v — 03, f3 = 3u? —3? a I =
(f1, f2, f3). Groebnerova baze idedlu I vzhledem k u >v > x >y > z je

g1 =3u? — 30* — 2,

g2 =9u + 6uv? — 3x — uz,

g3 = — 9?%x + Quoy + 18uz — b6rz — 2uz?,

g4 =3vx — 3uy + 4uvz,

g5 =9uzx — vy — 9z + 602z + 22,

ge = — 2Tvay + 27Tuy® — 3603wz + T2uz? — 2422* — Suz®,

g7 =3v + 20 —y + vz,

gs =64822 + 243v%2% — 648y? — 243v%y? — 1944z — 129602z + 108222+
324vyz + 135y 2 + 10822 — 108vy2? + 482° — 42*,

go =2Tvz? — 2Tvy? — 2Tyz + 5dv*yz + T2v2% — Jyz* + 8vz?,

Gro = — 2722 4+ 27y + 81z + 5dv?z — Sdvyz — 1822 + 180222 + 23,

g11 =69984vx? + 2187vx? + 699842%y — 7292ty — 69984vy* — 69984y°+
58322y — 2187vy* — 5103y — 279936y 2 — 233282y~ + 139968vy> 2+
58321z + 8748vyt 2 + 186624v2% + 93312y2* — 7047x%yz* — 11664vy> 2>+
1215y%2% + 20736v2> 4 5184y 2> — 1892%y2> + 32400y 2> — 945¢° 2> —
155520z 4 216y2* + 648vy?2* — 3456v2° + 288yz° — 19202° + 8y=2°,

Gra = — 7292* + 4374vay + 5832x%y* — 4374vy® — 5103y* + 2187222 —
1968322 + 8748vy’z — 2430222 4+ 17496vy 2% + 972y%2% + 58322 —
1892223 4 5184vyz® — 945y%2% — 6482* + 648vyz* — 722° 4 825,

g13 =81va? 4 812%y — 8lvy? — 81y° + 2Tva’z — 324yz + 135vy° 2 + 216v2%+
96v2° — 12y2° + Svzt,

Gra = — 21872 + 43742y — 2187y* + 6561222 — 72922 — 6561y 2+
583222y 2z — 5103y 2z — 51032222 4+ 17496vy2* — 16767y*2? + 8748vy> 2>+
1749623 — 299722 2% + 174960y 2> + 81y2° + 388821 — 1892221+
5832vyz* — 945172 — 8642° + 648vyz°® — 4825 + 827,

g15 =196832°% — 590492%y* + 590492%y* — 19683y°® — 5904922 + 1180982%¢* 2z —
59049y 2 + 118098z 22 — 118098y*2% — 314928222 + 109352 2% —
314928y 23 4 5686222y 2> + 10935y 2 + 1749602221 — 174960y%2* —
4199042° + 3499222 2° + 34992y%2° + 1296222° — 1296125 + 103682" —
642°.

Jediny polynom neobsahujici ani u, ani v, je ¢g15. Tedy I = (g15) a dle Tvr-
zeni 35| je V' = V(g15) nejmensi algebraickd mnozina obsahujici S.

Polynom ¢g; mé konstantni koeficient 2 pred nejvyssi mocninou v a polynom
g1 ma konstantni koeficient 3 pred nejvyssi mocninou u. Tedy dvakrat po sobé
pouzijeme Disledek [33] a mame, ze kazdy bod z V mé& rozsiteni v V(I). Tedy
vsechny body V nélezi S.

25



Z.aver

Pomoci zakladi algebraické geometrie, obecnych algebraicky vét a resultanti
jsme ve ¢tvrté kapitole formulovali a dokazali Tvrzeni o rozsiteni. Pomoci mono-
mickych usporadani, algoritmu déleni a predevsim pojmu Groebnerovy baze jsme
v téze kapitole dokézali Tvrzeni o eliminaci. Nakonec jsme obé tvrzeni vyuzili do-
hromady pfi feSeni tloh v posledni kapitole.
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